1MG Niveau 2 CALCUL ALGEBRIQUE Exercices

Lycée Denis-de-Rougemont

Exercice 1

Les propositions ci-dessous sont-elles vraies ?

ae{a} ae{a;b} {a;d}c{a;b;c}
be{ajc} —5€¢N J2 e R
J-4€eR {a;b;c}\{a;c}=® Z, =N

ExErcicE 2

Les éléments 0 ; 2 ; 5 ; 7 ; 1/7 appartiennent-ils aux ensembles S, T et U 7
S={x|z2—12z+35=0} r = { ) e =1}
U={$|x2—-2x=0}

ExEercice 3

Décrire les ensembles suivants a 1’aide d’intervalles :
A={z|zeR et-3<z<5} E=R
B={z|zeRetz>30uz<-1} F={z|zeR et|z|<8}
C={z|zeRetz<1} G={zeR|1<Z<5}
D={z|zeR etz210} H={z||z|>4,zeR }
Représenter ces intervalles sur la droite réelle puis donner une expression du

complémentaire des intervalles A 4 H.

Exercice 4

On donne les ensembles :
A={zeN|z <11} B = {1;,23,45}
Cz{xeR|m=2n+1,neN*,etn55}
Décrire les ensembles suivants :
D= A\(BUCQC) E=(AUC)\ (AU B)
F=(BUC)\(BUCQC) G=(A\C)N(A\ B)
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ExERCICE 5
Déterminer les éléments des sous- ensembles A, B de E sachant que
E\ A={fg9hi} AUB = {a,b,c,d,e,f} ANB ={d,e}
EXERCICE 6

Justifier la propriété suivante : n* + n est un nombre pair pour tout 7,
n €N
EXxERrcIcE 7
a. Calculer habilement 1+ 2+ 3 + ... + 50

b. Généralisera 1+2+3+...+(n—-1)+n

ExErcice 8

3

Prouver que le nombre n° — n est un multiple de 6.

ExErcice 9

Calculer la somme des n premiers naturels pairs non nuls

2+4+6+...+2n—-2)+ 2n . En déduire la valeur de la somme
1+3+5+2n—-3)+(2n—-1)
Exercice 10

a) Prouver que J5 est irrationnel.

b) Prouver que 018 €eQ

ExeErcice 11 SANS CALCULATRICE

Evaluer:
a) 2—5-4+18+6 =
b) 2:(6-9)+(-4)-18+2 =

c) (J2_—3)°—28:4+4(2+3-(_4))2=
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ExEercice 12

Calculer les expressions suivantes pour z = 2et £ = —3
Aiz)=([(z+5)z+3]z-8)s+3  B(z)=|(z+5)z+3|(z—8)z+3
O(z)= I(l - I[l —z(1- x)]) D(z) = (40 — [30 — (20 + z):z:]:z:):z:

Exercice 13

Effectuer les produits
A= (3a+2b)(2a + 3b) (52 +4)(9 - 11z)

B
C=(a+2b+3¢)-(3a+2b+c) D=(m—5y+2)(2x+y—2)

Exercice 14

Vérifier les identités remarquables suivantes :
(a + b)? = a® + 2ab + b (a + b)(a —b) = a? — b2
(a —b)? = a® — 2ab + b

Développer & 1'aide des identités établies ci-dessus

A = (3z + 2y)? F=[3(z +yf

B = 3z + y)? G=(a+b+c)(a+b—-c)
C = (47 — V6y)? H=(x+l)(z~l)

D = (V2 —5)? I=(z—3;)3 ’

E =3z - y)(3z + y) J = (2a + 3b)*

Exgrcice 15

Compléter

A=4z?+ ... +..=(..+ 5)2 E=..+14z+..=(z+ )2
B=2—..4+100=(...—..) F=(8z+..) =..+..+2
C=64+...+92" = (ot ..) G =y ~ 1024 4 = (I

D=a~16=(..t.)(om)  H=..—2z+.. =(22- )
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EXERCICE 16

Simplifier I’expression (z + 1) — (z — 1)? puis calculer 100012 — 9999

Exgrcice 17

Factoriser (écrire sous forme de produit) les expressions suivantes et déduire

des valeurs de z pour lesquelles elles s’annulent.

Alz) =2® + 62+ 9 F(z) = 42° — 4z +1

B(z) = z* — 121 G(z) = 2 — 10z + 25

C(z) = 16z" —1 "H(z) = 92° + 12z + 4

D(z) = 2z° — 18z I(z) = 2z + 1)(z — 2) + 2(2z + 1)

E(z) = (z2 + 1)(z — 5) + 2z(z — 5) J(z) = (22 — 5)(z® —1) — 4(z% - 1)

ExEercice 18

Calculer
A=§+§Hz B:E.éﬁ
6 7 8 24 7
85 34
"' ; T
3.5
4

Exercice 19

Donner le résultat des opérations suivantes sous forme de fraction irréductible

g1 i1.12 (1.1 g=i_|1_|2_|1_1
4 3 |3 [6 2] 4 |3 |3 |6 2
c-1_|[2_|3,]4_° p=1_|2,]3_]4_>
2 |3 |4 |5 6] 2 |3 (4 [5 6]

Exgrcice 20

a) Effectuer et simplifier au maximum

el e
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11
C=[2+-1-]:[1+-?-] D=2a_b
o) |7 11
a b
1.1 3_8
B =2ab ac F—ZI T
1 1 r 2
ab bc 2 x
b) Effectuer et simplifier au maximum
1 1 T—Yy
= - —— B = —_ ] —
b be 2% (1-v)
C = 1 2 D = 1 T —2
-1 22 -1 2—-12 4
m! -1 -
E=—2 F— 2t i 1
(m+1) 4—-t* 2-t

Exercice 21 TROUVER L’ERREUR

Soient a et b deux nombres non nuls et égaux, alors :

~a=2b - multiplication par b
a-b=>b-b
ab = b? - a?
ab — a® = b? — a? factorisation
a(b—a)=(b—a)b+a) simplification par (b — a)
a=b+a ‘ a=10
a=2a ' G
1=12

ExEercice 22

a) Simplifier les expressions suivantes :

A == at . a28 B = $—25 . :rld C = y*4 uﬁ—-x D = pin-7 p—n+7
4 0 5 z
E = h” i e T -
h2 n—5 z3—ﬁﬂ e-::
I=(=a)  J=(-2° K =(a%%)" L =(-3c)
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- ($'3y5)3 N = (abﬂc—:!)——n 0O =

b) Simplifier les expressions suivantes :

4= a® = alp? . B= T3 ’
g ¢’ - E

. ($4y3 )n e (an-lbn
O T Y o 4,2\"
E=ab ~a’h =(163:y)
a’b 8 (a”3b )2 ¥ (4$2y )211--1

1
G = ‘ﬁzﬁ S i |82 -(3:;)3]2 (v Sz

o (;;;‘2 | y)ﬂ‘i

ExEercice 23

a) Extraire les carrés parfaits sous les racines suivantes :

A =12 B=+72 c = 216

b) Donner des fractions équivalentes avec dénominateurs entiers

& gy
RVE 15
12
¢ === D = 63 - V28
3320 — 515 V12 -3
E= P s e
J5 12
c) Simplifier les expressions suivantes
A= ___Q___ B = __JE____
J5 -2 V3 42
75 — 57 5+ 43 J5-43

D

C="Tid =l 1
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7+2710 7-2V10
V2+vs -5

Exercice 24
Calculer

E =

a) V5-2V3-V5+2J3
b) V5 +v21 + V5 — 21
¢) V6—2v5 — V6 +2V5

EXERCICE 25
Prouver que V6 -2 =2J2 -3

Exgrcice 26

Simplifier les expressions suivantes :

/ 0
(2621’“3)‘l = 5 _P_Q_] -

\ w3

(2 "2
3/0—3 Vg 1253x"y2] =,

\

Jzly 2

N 64

EXERCICE 27

Factoriser (écrire sous forme de produit) les expressions suivantes
2
Az) = 42° + dry + 4% = B(z) = 22 + 82 4+ 16 =
§ ;.9
C(z) = z° - 4y° = D(z) = 5zy° - 102:!,;r2 + bzy =

B(z) = 3(a” - 1)2 (@ -1) =
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ExERcICE 28

a) Effectuer et simplifier au maximum

4
Bt _ o=
4b 3a 2
; I
o — a+2 a-—2 _
20—-6 2a+6
b) Simplifier les fractions suivantes :
) 9 3n
a
A=avavava = B = ( ) -
3/ 6n-3
40722 (0_2) Vb°
Oz = D = s o
9z? 2 3,

S

b . a3
Exercice 29

Simplifier et rationaliser les expressions ci-dessous (plus petit nombre possible

sous la racine, pas de racine au dénominateur et fractions réduites)

572 12

A="Ts Py e i

27
Va—1 V341 _ . lg =1 841 °

B+ iz D=2J§—J5_2J§+JE=

~ A smey -3 2416z 2-+16z
E=+5+3J2 V532 F_J;_Jﬁ = i

C =

Exercice 30

Chercher tous les zéros entiers des polynémes P(z) = z° — 22? — 5z + 6 et
Qz) = z® + 22 — 3z + 9 parmi les diviseurs de leur terme constant respectif.
Exgrcice 31

En utilisant le résultat di & Gauss, trouver toutes les racines rationnelles des

polynémes P(z) = 4z + 3z —1 et Q(z) = 62° — 1 — 2
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ExErcIcE 32

Effectuer les divisions euclidiennes suivantes :

i +22% -1 Tz — 322 + 22— 4

A= B =
2 —1 2 — 4
O=$6—3I5+2 D=2:r3—11:r2+23x—26
z3 + 3z 2z — 5

Exercice 33

Sans effectuer de division, dire si le polynéme P(z) = 73 + 222 — 21 — 12 est

divisible par

a) z—3
b) z +1
c) t—2

Exercice 34

a. Trouver la valeur de m pour que le polynéme
P(z) = 22 + mz? — 3z — 2 soit divisible par x+2.

b. Soit Q(z) = kz® + k*z% + kz — 4k? + 6. Trouver la(les) valeur(s) de
k afin que Q(z)soit divisible par z — 2

Exercice 35

Effectuer les divisions suivantes et vérifier la validité des restes obtenus.

2 2
-2
A:x T+1 B=2a: +3z+ 4
T—1 T+ 1
a2 ; 3 2
C=dﬂ: + 2+ 5 D=2 +2z° 4+ 3z + 4
J.'-+3 3;+2

Exercice 36

Confirmer les résultats de 1’exercice précédent avec la méthode de Horner.
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ExEgrcice 37

Résoudre, en fonction de z, les équations suivantes :

7. @—z)(b+2)=0

1. 3$—2:—1-m+1
2 z+3

, 8 __9 8 =1
6-2c 4-32 9. 22 +5=2
3. 3:1:—12:2 101—z_2:1:+3=£
z—4 4 3 2
4. (82 —2)(3z + 4) = (4z + 3)(6z — 1) o2
11. =—x—1
2z — 1
5. az+1=2z—a 125&_*_21::2:_3
6. (t+1°?-16=0 a

Exgrcice 38

L’aire d'un trapéze est 360 cm?, sa hauteur mesure 24 cm. La petite base

mesure les 2/3 de la grande. Que vaut la grande base ?

Exercice 39

Résoudre les systemes suivants :

[ 13(z -2
—4z + 3y = 4 y———-—(2 )=2$+1
a b)
2 T 1 ey
4 3z — =2y—4
Exercice 40
Compléter les blancs de sorte que...
, . _ 3T + 5y =
1) ...les deux équations soient équivalentes : 1 R
__—10y=4
-2z +3y=1
2) ...les deux équations soient incompatibles : =T
r—___Yy=__
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ExEercice 41

Résoudre :
2z —y+2=28 -+ Ty+ 22z =2 —-z+3y=1
a){—-z+3y+2z=1 b){92—-5y—2=4 ¢){6z—2y—2=0
3z+y+ 3z =14 8 + 3y = 2,5 3z +4y — 2z = 2

Exgercice 42

Résoudre les équations :

1) 22-5=0 2) 22+ 3z =0 3) (z—32-3=0
ExEercicke 43

On peut résoudre 1’équation z? — 22 — 3 = 0de la maniére suivante : comme
2?2 — 2z = (z — 1) — 1, ’équation devient(z —1)> —4 = 0, d’ou :
(z—-1¥=4 = r-1=+Ja=42 = T, =3 et z, =-1

Sur le méme modéle, résoudre :

1) 22 +3z-4=0 2) 22 +3z4+4 =0
3) 22 +4z+4=0 4) 222 — 55 +2 =0

5) ax’? +bz+c=0

ExEercice 44

Résoudre les équations:
a. 2522 +10z +2 =1 d 22-2V3z4+1=0
b. 222 +52-3=0 e. az® +(1—a’)z-a=0
c. 2+kx—-k =0 f. 24 —162° =0
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ExEercice 45

Un jardin rectangulaire a une aire de 567 m®. La cléture qui I’entoure a une

longueur de

96 m. Quelles sont les dimensions du jardin ?

ExEercice 46

Quelle valeur faut-il attribuer au nombre d pour que 1’équation n’ait qu’une

solution 7
a) 3r2 +dr+d=0 c) 222 + T+ 2 =dx
b) o2 + 2z +d =3 d)i(x+1)2+2=da:

EXERCICE 47

Résoudre les équations :

1. 42 —22-60=0 2. 221 — 523 + 322 =0
3. 28 +42° +3=0 4. ° +22° —24z =0
3
5. $3-—6—=19
3

ExEercice 48

Déterminer la longueur des cotés d’un triangle rectangle dont I’hypoténuse

vaut a = \/4—1 et ’aire 10.
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ExEercice 49

Résoudre les équations suivantes :

) 5 - & 3) o + 4 _ 290
1'1,‘2-!-9 z—3 zx+3 ¢ -0
2) 2x—-4_1—-:1:=9
T 2z — 1

Remarque : en multipliant les deux membres d’une équation par un méme
polynéme, on risque d’introduire des « solutions parasites ». Il faut donc

vérifier les solutions trouvées.

Exgrcice 50

Prouver que ’équation z° + pz — 4 = 0 a toujours deux solutions

Exgrcice 51

Si A > 0,1expressionaz® + bz + ¢ peut s’écrire a(z — z,)(z — z,) avec

T, et z, les racines de az?® + bz + ¢ = 0 : Démontrer alors les relations de

. . o — c
Viete, c’est-a-dire 7, + 2, = — et 7, 7, = —
a a

EXERrciIcE 52
a) Pour quel(s) p, I'équation z2 + (p —2)z —4 = 0 a une solution.

b) Pour quel(s) p, I’équation z2 + (p + 2)z + % = 0 a aucune solution

ExEercice b3

L’équation 12 + b = b(z — 2)admet pour solution = = 5. Que vaut b ?

Exercice 54

Simplifie
228 g =3
a)
222 — 7z + 6
2 —
b) T¢+zT -2

2 -1 -2
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EXERCICE 55

Résoudre les équations irrationnelles suivantes :

1. 2z +z(z +6) =8 2. V2+x+4=+10-3z
3 Jx+34Jz+1=5 4. \/3:-—3“\/-’5-}-2:\/-’5-!-18

Exgrcice 56

Résoudre les équations suivantes
1) |z-3|=4 2) |22 -1|=|z+3]
3)|x2-—4|:21 4) 2 |2z | =3
EXERCICE 57 |

Encore des équations.

1) 8 _6 ) 2:E—1___2:1:+1
T+ 2 t+1 -1
6—-2r 4-3z 3z—-15 =z
3) 3:11:-—12___2 10) 2:—4_1—:1:___
T —4 T 2z — 1
4) N2 +7 =14 11) T+ V6—x =0
5 T+ Vx+5=7 12) T+ b +10 = 8
6) V2x +3 -z +1=1 13)  |¢®+3z—4|=|-z+5|

EXERCICE 58

Vérifier que la factorisation suivante est compléte et indiquer les racines avec

leur multiplicité:

P(z) = 2z + 1)*(3z — 5)*(2z + 3)(z® — 3z + 5)(2z2 + 2z + 1)
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.EXERCICE 59

Factoriser complétement les polynémes suivants:
P(z) = 62> — 1922 + 2+ 6
P(z) = z* — 52° — 4z® + 16z — 8
Py(z) = z* + 22° — 2% + 42 + 12
Dans chaque cas, indiquer les racines avec leurs multiplicités respectives.

Exercice 60

a) Deviner une solution de I'équation2z® — 522 — 4z + 3 = 0.
b) Trouver les autres solutions de I’équation ci-dessus.

¢) Factoriser le polynéme P(z) = 223 — 52% — 4z + 3.

Exgrcice 61

Résoudre les inéquations ci-dessous :

l. 3z < —z+4 2. z-1<3z-1 3. =2z+2<z-5
4. —-5>4z+ 9 5. =3z + 4 < z2 6. —z? + 4z > =5

Exgrcice 62

Quelle valeur faut-il attribuer au nombre d pour que I’équation n’ait aucune

solutions?
a) 3z +dr+d=0 c) 2z +r4+2=dz
b) 22 +2z+d =3 d)i($+1)z+2=dx

ExERrcICE 63

Hachurer la partie du plan contenant les points satisfaisant les systémes
d’inéquations :
1) T+ 3y—6<0 5 -2z 4+y+5>0 g T+ 3y >0
&> 2 4z + 3y —12< 0 2r+y>5



