Chapitre 1

Sur les nombres

1.1 Les nombres entiers

1.1.1 Définitions et notations

On note
N={0,1,2,3,...} I’ensemble des entiers naturels ;
Z={..,-3,-2,-1,0,1,23,...} l'ensemble des nombres entiers relatifs.

1.1.2 Démonstration par récurrence

On utilise ce type de démonstration lorsque 1'énoncé 4 démontrer dépend d'un parametre

n € N.

Soit P(n) un énoncé dépendant de n € N et ayant un sens pour tout n > ng € N (souvent

ng = 0 ou 1). La démonstration par récurrence de P(n) comporte 2 étapes, la seconde

possédant 2 variantes :

1) On montre d’abord que le résultat est vrai pour n = ng.

2) On démontre ensuite, en admettant que le résultat est vrai pour n = ng, qu'il reste vrai
pour n + 1. On montre done I'implication

P(n) = P(n+1) Vn 2 ng
k<

Variante 2°) On admet le résultat pour tout k tel que ng < n et on le démontre pour

n + 1. On démontre donc, dans cette variante, I'implication
[P(k) Vke{ng,no+1,...,n}] = P(n+1).
Exemples 1.1.
(a) Montrons que
~n(n+1)

Sn)=1+2+3+ - +n=—"7— Va3l

1) L’affirmation est vraie pour n = 1 car 1 = 12,

2) Supposons la formule vraie pour n > 1 et montrons-la pour n + 1.
d
n(n2+ ) — n(n+1) ;—2(n+ 1)

Sn+1)=14+2+3+---+n+(n+1)=

_n?*+3n+2 (n+1)(n+2)
- 2 2
ce qui montre que la formule reste vraie pour n + 1.
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2 CHAPITRE 1. SUR LES NOMBRES

(b) Démontrons la formule suivante :
1
Sn)=1+22+8+---+n¥= g+ 1)2n+1).

1) La formule est vraie pour n=1car 1= $1-2-3.
2) On suppose que la formule est vraie pour n. Alors

1
}+22+32+---+7z%+(n+1)2:En(n-l- 2n+1)+n2+2n+1

= % n(n+1)(2n+1)

(n(n+1)(2n+1) + 6n° + 12n + 6)
(

1
6
X
- 2n% +9n® +13n+6) = —(n+ 1)(n+2)(2n+3)
+

ce qui démontre la formule pour n + 1.

1.1.3 Nombres premiers

Définition 1.2. On dit qu’un entier n € N est premier s'il est > 2 et qu’il n’est divisible
que par 1 et par lui-méme.
Exemple 1.3. 2, 3, 5, 7, 11, ... sont premiers alors que 0, 1, 8, 9, 16, 22 ne le sont pas.

Théoréme 1.4. Tout nombre naturel n > 1 s’éerit de maniére unique comme produit de
nombres premiers, i.e.

n=pi'py - Py
oupL < po <+ < pp sont des premiers uniques et les e; sont des entiers > 1 également
uniquemnent detcrmmes par n.
De plus, les nombres premiers py, p2,- -+ , Pn Sont les uniques nombres premiers divisant n.

DEMONSTRATION : (par récurrence)

Ici, le début de la récurrence est ng = 2.

1) Si n = 2, alors le théoréme est vrai car 2 est premier.

2’) Supposons I’énoncé vrai pour tout entier k tel que 2 < k < n et considérons n + 1.

Si n+ 1 est un nombre premier, alors I'affirmation est vraie.

Sinon, on a n+1=md avec 1 < m,d < n. Par hypothése de récurrence, le théoréme est
vrai pour d et m. Ainsi

=pypg’ ... Py
m=gq'q ...q¢¢
et donc n+1 = pi'ps® ... pfrqi ¢5° . . . g5 ol les p; et les g; sont des nombres premiers.

L'unicité de cette dccomposltlon est admise sans preuve ici.

Théoréme 1.5 (Euclide). Il eziste une mfinilé de nombres premiers

DEMONSTRATION :
Supposons, par I’absurde, qu’il existe un nombre fini n de premiers et notons-les py, po,
. :Pn- Soit
N=pp2---pn+1.
Par les théortmes précédents, il est alors divisible par un nombre premier c’est-a-dire qu’il
existe un p; qui divise N. Mais comme p; divise également le produit pyps - - pp, il doit
diviser aussi la différence, c¢’est-a-dire N — p1p2-- - pn = 1 ce qui est absurde. 1l existe donc

une infinité de nombres premiers.
O
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1.1.4 La formule du binéme

Définition 1.6 (Coefficients binomiaux). On pose, pour tout n € N et pour tout k < n, k €

N.

n\ n! _nn—-1)(n-2)---(n—k+1)
(k) T kl(n—k)! k(k-1)(k-2)---2-1

Remarque 1.7. Par symétrie de la définition, on a toujours
n\ ( n
k)] \n-k

4 4! 4 4! 5 5.4
Exemple 1.8. (2) = 211 = 6 (3) oy 4 (2) ;e 10

Propriétés : On a, entre autres,

SoRam
2. G‘) - (1:1) — n pour tout n 3> 1.
(-0

Le triangle de Pascal

Les formules 1-3 ci-dessus permettent de construire le triangle de Pascal.

1
1 1
1 2 4+ 1
1 3 3 1
1 4 + 6 4 1
1 5 10 10 + 5 1
——
1 6 4 15 20 15 6 1
\—n_.v.—-—'
1 7 21 35 35 21 7 1

Les coefficients binomiaux sont utiles pour calculer (a + b)™ :

Théoréme 1.9 (Formule du binéme). Soient a,b € R et n € N. Alors

(a+b)"=a" + (T)a“"]b 0 (g)a"‘%z + ... + (nf l)ab“‘l + b
= i (:) u"“kbk.
k=0
En particulier, on a
(a+b)% = a® + 2ab + b?
(a+b)® = a® + 3a%b + 3ab® + b°
(a+b)* = a' + 4a®b + 6220 + 4ab® + b*
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DEMONSTRATION : Par récurrence :
1) La formule est clairement vraie pour n =0 et 1.
2) Supposons la formule vraie pour n > 1 et montrons-la pour n + 1.

(a+b)"' = (a+b)(a+b)" = (a+b)- Z ( ) i
= ai (:) av Rk 4 bz (:) ank
=zn:( ) QR 4 Z n)an kil

k=0 k=0 k

(
zn:(k) av Rk S (")n1+l ji=k+1
)

Qe+ (@] - (0w -
+ )+ (o )Jam(::)ﬁ"“

nt1\ ap, (RHL) A (BN a2 n+l\ o (n+1\ 0
= . b
( 0 )a S 1 a"b+ 5 a" b 4+ n ab™ + nt

(par la propriété 3 ci-dessus)

1
_%(’“ﬁ”) ni1-kpk

k=0

1.2 Les nombres rationnels

On définit o
Q={;; meZnel}

avec 1'équivalence
/
m
—=— 4> mn =mn.
n n

C’est I'ensemble des nombres rationnels.
Dans @@, les 4 opérations sont toujours possibles a 'exception, bien sir, de la division par

0. On dit que Q@ est un corps.

Probléme : il existe des longueurs dans le plan ne correspondant 4 aucun nombre rationnel.
En effet considérons la diagonale du carré de coté égal a 1. Alors par Pythagore, sa longueur
¢ doit satisfaire ¢ = 1+ 1 =2, donc ¢ = /2. Or

Proposition 1.10. Le nombre /2 n’est pas rationnel.

DEMONSTRATION : Supposons, par I’absurde, qu’il existe p, ¢ € Z avec /2 = = P et SUPPOSONS

que la fraction est réduite, ¢’est-a-dire que p et g sont premiers entre eux (pged(p,q)=1).
En élevant au carré, on obtient

g2
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ce qui donne 2¢ — p®. L’entier p? est donc pair ce qui signifie que p I'est aussi. Donc p = 2p/
et alors on a

i =9 = () = 4.

En divisant par 2, on obtient ¢> = 2p ce qui montre que g est également pair ce qui
contredit le fait que la fraction est réduite. Donc v2 ¢ Q .
O

De ce fait on introduit

1.3 Les nombres réels

1.3.1 Introduction

On note R 'ensemble des nombres réels. On peut ’voir’ les nombres réels comme toutes les
longueurs géométriques obtenues le long d’une droite.

Représentation :

4 - " 4 l
T L3 U

-3 2 1 a 1 2

-+

<

N
—4—m
I =
¥

(]
2
o

Exemples 1.11. Les nombres v/2, v/2, V5, 7, \/7, e, €2, In(5) sont tous des nombres réels
non rationnels.

L’ensemble R est un corps, totalement ordonné, archimédien, complet :
totalement ordonné : on peut toujours comparer 2 réels r et u; soit u > r, soit u < r,
soit u = r.

— archimédien : pour tout couple (z,y) de nombres réels, il existe un entier n € N tel que
ne >y

— complet : cf. chapitre 2.

Notation 1.12.

r € la;b{ <= a <r < b intervalle ouvert
r € [a;b] <= a<r <b intervalle fermé
r € la;b] <= a <r < b intervalle semi-ouvert

Définition 1.13. Sir ¢ R et r ¢ Q, alors r est dit irrationnel.

Exemples 1.14.
7 (transcendant) V2 (algébrique).

Proposition 1.15. Considérons le nombre VN ou N € N. Alors

VN €N si N est un carré dans N
\/ﬁﬁQ sinon.

La démonstration est une généralisation de celle faite pour démontrer que v/2 est irrationnel.
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1.3.2 Développement décimal

Théoreme 1.16. Soit r un nombre réel. Alors r est rationnel si el seulement si son
développement décimal est périodigue.

DEMONSTRATION :
Montrons d’abord que si r est rationnel, alors son développement décimal est périodique.
Soit r = ™. On peut supposer m < n. Alors

m
r=—=>0,ccoc30C4 ...
n

ot les ¢; sont obtenus par une division euclidienne. Les restes successifs r; sont toujours
< n. Apres au plus n divisions, on retrouvera donc un reste r; égal a un reste précédent r;
et le processus de division devient périodique.

Le développement devient done périodique & partir de la décimale ¢;. Notons que la longueur
de la période est au plus égale a n.

Exemple 1.17.

=1l b

Montrons la réciproque. Soit
r=didy...0n,C162...6:0108...Cn

un nombre réel dont le développement décimal est périodique. On va montrer que r € Q. 11
est clair que le nombre dyds . .. dn,, e1€2 ... ¢ est rationnel. I suffit donc de montrer que

s=0,0005...0p
est rationnel. Posons N = ¢j¢3...¢,. Alors

10"s= c103...¢4,C102--.Cn
Ji= 0,6160..:Cn

En soustrayant la seconde ligne & la premiére, on obtient

(10" -1)s=cjcp...cn =N

et done
8 == i :
10" -1
a
Exemples 1.18.
1) Soit r = 0, 34526.
s =0,026, N = 526, n = 3.
Alors
- 526 _ 526
108—-1 999
et

L_ 34 5% _ 8623
100 99900 24975
2) Soit s =0,13. Alors N = 13, n =2 et

13 13

T2 -1 99
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1.3.3 Majorants et bornes supérieures

Dans cette section, S désignera soit (Q soit R et A sera un sous-ensemble non vide de S.

Définition 1.19. A est dit majoré (resp. minoré) dans S s’il existe s € S tel que a < s
(resp. a = s) pour tout a € A.

L’élément s € S est appelé un majorant (resp. un minorant) de A.

Le sous-ensemble A est dit borné s'il est a la fois majoré et minoré.

Remarques :

1) L’élément s n’appartient pas nécessairement a A.

2) Si A posséde un majorant, alors il en possede une infinité. En effet, si s est un majorant
de A, alors tout ¢ € S tel que ¢ > s est aussi un majorant.

Définition 1.20 (Borne supérieure ou supremum). Un majorant s de A est appelé la borne
supérieure ou supremum de A §’il est le plus petit des majorants, c’est-a-dire si, pour
tout autre majorant s’ de A, on a s < §'.

On note alors s = sup A.

Si A n’est pas majoré, on pose sup A = oo

Définition 1.21 (Borne inférieure ou infimum). Un minorant s de A est appelé la borne
inférieure ou infimum de A §'il est le plus grand des minorants.

On note alors s = inf A.

Si A n’est pas minoré, on pose inf A = —o00.

Remarque : Si le supremum (resp. I'infimum) existe, il est unique.

Remarque : Si le supremum (resp. U'infimum) de A appartient & A, on dit que c’est le
mazimum (resp. le minimum) de A et on le note max A (resp. min A).

Exemple 1.22. soit A =]0;1], S=RalorssupA=1=maxAetinfA=0¢ A

Propriétés des nombres réels

(C) Dans R, tout sous-ensemble (non vide) posséde une borne supérieure et une borne
inférieure.

Remarque : Cette propriété n’est pas vraie dans Q :
Exemple 1.23. Considérons le sous-ensemble de Q
A={zeQ|z? <2}

C’est un sous-ensemble borné de Q car, par exemple, % est un majorant de A et —g est un
minorant de A. Mais il ne posséde ni de borne supérieure ni de borne inférieure dans Q.
En revanche, si on considére A comme sous-ensemble de R, alors la propriété (C) ci-dessus
assure 'existence d’une borne supéricure r = sup A et d’une borne inférieure s = inf A. On
montre alors facilement que r% = s% = 2 et donc que

sup A = V2 et inf A = —/2.
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1.4 Les nombres complexes

1.4.1 Définition et propriétés

Dans R,
e 4 opérations possibles;
e toutes les racines n-iémes de tous les nombres positifs existent.

MAIS /1 n'existe pas dans R. Ou autrement dit, le polynéme X2 4+ 1 est irréductible
dans R.

On introduit alors le nombre i défini par

2 =—1

et 'ensemble des nombres complexes est alors

C:={a+bi; abeR}

Exemples 1.24.
1+3i 2—mi 4, V5, w2 %i, 1- %i sont des nombres complexes.
Terminologie

Soit z = a + bi un nombre complexe. Le nombre réel a est appelé la partie réelle de z ct
est noté Re(z).

Le nombre réel b est la partie imaginaire de z et est noté Im(z).

Sib=0, z est réel.

Si a = 0, alors z est dit imaginaire (pur)

On définit les 4 opérations dans C de la maniére suivante :

Addition :
z1=a+ b zn=c+di
214+ 2= (a+bi)+(c+di)=(a+c)+ (b+d)i

Opposé :

Si z = a + bi, alors
—z=—a—bi.

Exemples 1.25.
14+9)+B-4)=(1+3)+(1—-4)i=4-3

(\/§+\/§i)+(1+gi)=v’§+1+(v’§+g)i
(2-i)—(1+4i)=2-1-i—4i=1-5i
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Multiplication :
Si z; = a+ bi et 29 = c+ di alors

2 - 2 — (a + bi)(c + di) = ac + adi + bei + bdi® = ac — bd + (ad + be)i

car i2 = —1.

Inverse :

Tout nombre complexe z # 0 a un inverse : si z = a + bi alors

1 a—bi a b

2 @+ @2+ a2+8

Vérification :
1 — b y e - . )
z._z(a.*.bi)“; b‘;(“*‘f’;)(a bi) _a abz2+abz b%i
" a? + b? a® + b? a2 + b2
_a+b
T a2+

Done, en ajoutant simplement a4 R le nombre i et tous les nombres de la forme a + bi, on
obtient un corps : les 4 opérations sont possibles.

Propriétés dans C

1. Commutativité : 2tz =mm+2
2122 =
2.  Associativité : (z14+22) + 23 =21+ (220 + 23)

21 (2223) = (21 22)23

3. Distributivité de 'addition
par rapport & la multiplication : 2y - (29 + 23) = 2129 + 2123

1.4.2 Représentation dans le plan, module et argument

Soit z = a + bi un nombre complexe. On peut lui associer le point P;(a; b) du plan.

Im
A

a+bi

b

Définition 1.26. Soit z = a + h.
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Le module de z est le nombre réel 2| = r = Va2 + b2 (toujours > 0).

L’ argument de z est le nombre réel arg(z) = 6 défini par les deux égalités :

cosf = . SE,...
Va+802 |2
N . S
Va2 +82 |7

ATTENTION : On a tan(f) = -E mais 8 n’est pas toujours égal a arctan (g)
Exemples 1.27. 1) z = -2+ 6i +— P (—2,6)

L)

=

B
o

|2l = V(~2)? + 62 = V40

arctan(6/ — 2) = —1.249 Mais 0 = —1.249 + 7 = 1.893.
2) z=—-6 — P(—6;0)

L3
&
P Fan 3
-5 0 5 %
r=|z| =6
arg(z) = m.
3) z = 3i — P(0;3)
>
4
-
&
-8 | 0 5
=g =1?
arg(z) = 3.
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1.4.3 Conjugué complexe
Si z = a + bi, on définit

Z=a—b.

On a alors
27 = (a+bi)(a — bi) = a® — (bi)* = a® + b* = |2|*.

Quelques propriétés

1 z
e o yotR .
1) 2z = |z| == 3P
2)Z=2; ztw=Z4+W
3) 2l =lzl ; = arg(z) = —arg(2)
4) 2+Z=2a ; 2-Z=2b

(a+bi)?2 = a2 — b2 + 2abi = a® — b — 2abi = (a — bi)? = la+bﬂ2.

Conséquence : ZW=2 W

En effet, d'une part
+uw)?l=CFw)l=GF+0)’=224+2Z- T+

et d’autre part

(z+w)? =22+ 22w+ w? =7 + 22w + 0.

Donc 2z - W = 2zw ce qui implique zw = Z - w.
6)

Le module d’un produit est égal au produit des modules.

DEMONSTRATION :

lzw|? = 2w - FW = 2wEW — 2ZWW

= |z|wl* = (|2(lw])®

Comme tout est positif, on a encore |2w| = |z||w|.
Corollaire :

lw|_ Jw|
zl |

11
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7) Inégalité du triangle :
|z +w| < |2] + |w]|

DEMONSTRATION :
On a d’abord

ol = Va2 +82 > Val =la| >a=Re(z). (%)
Alors

|z 4w = (z+w)zFw) = (2 + w)(Z+ D)
= 2Z + 2W + wZ + ww

|2|% + 2 + Wz + |w|?
= |2? + jw|? + 2Re(zW)

par (*) < |z + |w|* + 2|2w|
= |2* + [wl? + 2|z |w| = (|| + w])>.

Donc |z + w| < |z] + |w].

1.4.4 Forme trigonométrique
Soit z = a + bi et r = |z| et 6 = arg(2).

On a a = rcos(f) et b= rsin(f). Done
z=a+bi — rcos(f)+rsin(f)i — r(cosf+isinf).
Le nombre z est enticrement déterminé par son module et son argument. On note alors
z=[r;0] = r(cos@ + isin#h)
C’est la forme trigonométrique de z.
Exemples 1.28. 1) z = —6 = [6; 7]
2) z = —2+6i = [v/40;1.8925]
3) 2=3i=[3;n/2).
Produit et inverse sous forme trigonométrique

Soient
21 = [r1;01] = ri(cos by +isinb;) et 29 = [re; 02] = ra(cos Bz + isin 65).
Alors

2129 = T172(c08 01 + isin 6y )(cos Oy + isin b)
= 7173 [(cos 8 cos B, — sin B, sin B;) + i(cos B, sin B + cos O, sin b))
= ry7o [cos(6y + 62) + isin(8; + 62)] .
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Donec |z122| = r172 = |21]| 22| et arg(z122) = 6y + 0 = arg(z;) + arg(z2)

Ainsi

I’'argument d'un produit est égal a la somme des arguments.

Il s’ensuit que

arg (3 ) = arg (2 ) =ane 7z ) + ave(s) = 0~ ang(e) = —are(c)

z

On en déduit

21 1

ocg () = arg(ar) + o (5. ) = ang(en) — ()

29 29
En résumé
1. [r1;601] - [re; 02] = [ri72; 01 + 62]
2.

[r:61] _ [ﬂ;gl_g.z]

[ra;02) |72
. =" =p"nH
(1+4)°
(-4
Onal+i= [\/i;%] et 1 —i= [\/5;—%]. Alors

Exemple 1.29. Calculons z =

_ WZn/4P  [V2597/4]  [16v2;97/4] [15\/5_%/4_(_7?,/4)

TWET T T —nje] BVE-Ta/A] 8V
= [2;4x] = [2:0] =2.

Applications :
Soit z = [1; 0] = cos(0) + isin(8).

1
AR
I Dlal
AP
AT
ZSEENLERNET NN
i.J.'.. | 1"" At
LLIN ] 1 i i
PN - Y _{_I . i___,....
Alors
Z" = [1";n] = [1;n6] = cos(nB) + isin(nd).
Donc

(cos(#) + isin(0))" = cos(nf) + isin(nd) Formule de Moivre
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En particulier, si n = 3, on trouve
cos(30) + isin(36) = (cos @ + isinf)*
= cos® 0 + 3i cos? 0sin 0 + 3i% cos fsin? 0 + i3 sin> 0
= cos® 0 — 3cos Osin® 6 + i(3 cos” #sin § — sin® )

On en déduit les formules trigonométriques pour le triple d’'un angle :

cos(30) = cos® @ — 3 cos #sin® 0
sin(30) = 3 cos® 0sin 0 — sin® 0

Remarque 1.30.

1. z =0 n’a pas de forme trigonométrique car son argument n’est pas défini. En revanche
[0] = 0.

2. L’argument n’est défini qu’a un multiple de 27 prés. Ainsi
[r;0] = [r;0 + k - 27] keZ.
3. On verra au chapitre 2 que _
[r; 6] = re®.
1.4.5 Similitude du plan complexe

On peut faire correspondre a toute similitude du plan complexe une opération
algébrique dans C.

(I) Translation de vecteur ( : ) +— Addition du nombre w = a + bi.

HHHHHH
i .
1

3

- !'c s

(II) Homothétie de rapport r € R +—  Multiplication par w = r.

._T.,_- - “LT_T .

ez Ll Lt ] ot

Il i [ [~

W=

Vc_/-f‘ i 5 S 1

| ; o

-5 [ []o |70
i i i r

(IIT) Rotation d’angle py +—  Multiplication par le nombre w = [1;¢] = cos g +isin .
En effet, si z = [r; 0] alors z-w = [r; 6 + ]

Ll sefeinh
= !
a1 |

I

—&
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(IV) Symétrie d’axe Ox +—  prise du conjugué : z =3 2.

1 -

o

T

] TIPiEsas

(V) ete....

1.4.6 Racines n-iéme d’un nombre complexe

Soit z = [r; 6] un nombre complexe (donné sous forme trigo) et n un entier > 1. On cherche
tous les nombre complexes w tels que

n

W = racines n-ieme de z.

Les w sont donc les solution (dans C ) de I'équation X™ — 2 = 0.

Posons w = [s; ¢] et déterminons s et ¢. On doit avoir
[s: 6]" = [ 0]

donc
[s";ng] = [r;0 + k - 27] kel

Ceci donne le systeme
=g
ng=0+k-2r keZ
dont les solutions sont données par
s=Yr
(7 2
b=—+k-— kel
n n

Il y a donc exactement n racines n-itme de z distinctes données par

w’:=|:{‘/;;%+k?£:| k=0|]121""n_]'

En résumé, on a la formule suivante pour tout g € Q :

[r; )7 =[r?; q0 + kq2x] keZ

Exemples 1.31.
1) z=1=[1;0]. Les racines n-ieme de 1 sont

wg = [{‘/I;O-'—k?r—:r] = [1;.&27_?—] k=0|1,2...,ﬂ.—1.

(On awp=[1,0]=1)
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Les wy. sont sur les sommets d’un n-gone régulier.
Les wy sont les racines (les zéros) dans C du polynome X" — 1.

2) Sin = 3 dans 'exemple 1) ci-dessus, alors on a

wp = 1
2T 2r . 2w 1 \/Z_i_
w1—[l,?]—l(oos?+tsm?)—-§+Tz—.j
2r 4w 1 B
102——[1,2?]—1(008?4‘15“1?)— §—T‘l—j

On peut vérifier directement par calcul que

3 =3

33 =3 =1
Ainsi, dans C, le polynéme X® — 1 se décompose en

XB-1=(X-1)X2+X+1)=(X-1)(X -5)(X-7)

Cas particulier : racines carrées (n=2)
Le nombre complexe z = [r, §] a deux racines carrées qui sont données par
¢
Wwo = [\/;1 5]
f
wy = [Vr; 5 + 7] = —wp.
Dans ce cas précis des racines carrées, on peut également résoudre le probléme sans passer
par la forme trigonométrique . En effet, si 2z = a + bi est donné, on cherche w = u + vi tel

que w? =z, ie
(u+vi)? =u? —v® + 2uvi =a+bi

ce qui donne le systeme
u-1v?=a
2uv = b (%)
u? 402 = Va? + car "|/z| = /|2]”

Exemples 1.32.

1) Cherchons les 2 racines carrées du nombre z = i. On résoud le systéme (*)

w2 —v2=0
2uv =1
w+v2=1

ce qui donne u = :E% et donc v = u.

Les 2 racines carrées de i sont = + Li et . ii.
V2 V2 V2 V2
2) Trouver les 2 racines carrées de z = 3—4i. On a |z| = /9 + 16 = 5 et arg(z) = —0.92729.
Ainsi
z = [5; —0.9273]
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et donc

wp = [\f;—%@] =5 [cos (—0'92273) +isin (—@)] =2-i.

Et alors wy = —wg = -2 + 1.
Pas de choix canonique.

ATTENTION La notation /z est & éviter. Exemple :
1=Vi={/ ) )=v=1vy1=i-i=-1

1.5 Polynoémes et racines

1.5.1 Définition et division euclidienne

Soit X une indéterminée ou variable. Alors P(X) = anX™ 4 an1 X" 1 4+ - + a1 X + ag
avec a, # 0 est appelé un polynéme de degré n. On note n = deg(P). Les nombres aj sont
les coefficients du polynome. Ils peuvent étre réels ou complexes.
Deux polynomes sont égaux si et seulement s'ils sont de méme degré et que leurs coefficients
sont égaux.
On dit qu’un nombre (réel ou complexe) z est une racine de P(X) si P(z) = 0 autrement
dit si

an2y + -+ a120+ ap = 0.

Division euclidienne

Soient P(X) et D(X) deux polynémes. Alors il existe 2 polynomes Q(X) et R(X) avec
deg(R) < deg(D) tels que
P(X) = D(X)Q(X) + R(X).

Le polynome R(X) est le reste de la division de P(X) par D(X).

En particulier si D(X) = X — 2 (degré 1) alors
PX)=Q(X)(X—2)+R ReR

avec P(2) =04 R=0.
En résumé, un polynéme posseéde zp comme racine si et seulement s’il est divisible par
X — 2.

Corollaire 1.33. Un polynome de degré n posséde au plus n racines.

1.5.2 Théoréme fondamental de ’algébre

Le corps C des nombres complexes joue un réle capital dans l'existence des zéros d'un
polynome A cause du théoréme suivant :

Théoréme 1.34 (Théoréme fondamental de I'algtbre). Tout polynéome P(X) de degré > 1
a coefficients dans C a (au moins) une racine dans C.

Sans démonstration.

En utilisant la division euclidienne, on peut formuler ce théoréme ainsi :

Tout polynime a coefficients dans C se factorise en un produit de polynomes de degré 1.
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Polynome a coefficients réels

Proposition 1.35. Soit P(X) = a, X" + - 4+ a1 X + ap un polynéme a coefficients
réels : a; € R. Si z € C est un zéro de P(X), alors Z Uest aussi.

DEMONSTRATION :
On a par hypothése P(z) = 0, c’est-a-dire

2"+ -+ a1z+ a9 =0.
En prenant le conjugué des deux cotés de cette égalité, on obtient
n -2 +--+a@-z+a =0.
Mais comme les a; sont réels, on a @ = a; pour tout k et donc ap,z"+---+a1z+ap =0

ce qui montre que P(z) =0
a

Corollaire 1.36. Tout polynéme a coefficients réels se factorise en un produit de polynomes
du premier ou du deuriéme degré.

DEMONSTRATION :
Soit P(X) un polynéme réel. Par le théoréme fondamental de I'algebre, il se factorise dans
C en produit de facteurs du premier degré :

PX) =[x - =) (n= degré de P).

1=1

Si z; n’est pas réel, alors Z; doit aussi apparaitre dans cette décomposition par la proposition
précédente. En multipliant les 2 termes

(X-z) et  (X-3)
on obtient le polynome
X2~ (z+%)X + 25 = X* — 2Re(z:) X + |zif*

qui est a coeflicients réels.

1.5.3 Equations du second degré
Les solutions de I"équation aX? + bX + ¢ = 0 sont données par la formule :

-b+ \/E2 — 4dac

= avec a,b,c€C.

A0

1.5.4 Equations de degré 3
Soit X% +aX?+bX +¢ = 0. En posant Y = X + §, on se rameéne a une équation de la

forme
Y34+pY 4¢g=0.

2 3
On pose alors R = (%) B (‘g) . Trois cas peuvent se présenter :
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e R > 0. Alors on pose

v:f/—%+\/§ et wzfl—%—\/f_f

et les 3 solutions sont

14w v—w
v+ +

5 5 V3-i (complexes)

Yi=v+w (réelle) Yo3=—

e R=0. Alors il y a deux racines réelles dont une est double :
Y1=+V-4¢ et Yo 3= i/g

e si <0, on pose § = ‘/ —g; et cosf = -5%. Les 3 racines réelles sont alors données

par la formule :

Y= 2€‘/§cos(9—+§ﬂ) k=0,1,2.

Exemple 1.37.
Considérons I'équation X? — 21X2 + 123X — 247 = 0. En posant Y = X — 7, on obtient
(Y+7)2=21(Y +7)2+123(Y +7) —247=0
ou encore
Y3-24y -72=0.

Alors p = —21 et ¢ = —72 ce qui donne R = (—36)2 + (—8)3 =784 > 0 et VR =28.On a
alorsv=4etw=2cequidonne ¥ =v+w==6ct Y2,3=—3:l:\/§-£. Les solutions sont
alors

X1=Y1+7=13 et Xo3=Ya3+T7=4%3i

Remarque générale
11 faut noter que le théoréme fondamental de I’algébre ne donne aucune méthode pour cal-

culer les racines d'un polynéme quelconque.

Galois et Abel ont méme démontré qu’il n’existe aucune formule générale pour un polynome
quelconque de degré = 5.



