Chapitre 2

Suites réelles et séries numériques

2.1  Suites réelles

2.1.1 Deéfinitions

Définition 2.1 (Suite). Une suite réelle est une suite
ay, az, a3, a4, ...

de nombres réels, I'indice parcourant tous les nombres entiers. Ce n’est donc rien d’autre
qu'une fonction
a:N*— R

ou ’on note a, plutot que a(n). L'¢élément a,, est appelé le terme général de la suite qui est
défini en fonction de n.
La suite, c’est-A-dire ’ensemble de tous les termes, est notée {a,}.

Exemple 2.2.

1. La formule
_9n-20

n2

an
définit une suite dont les premiers termes sont

1 7
a; =—11, a2—-§, a3=§, u=1 a=1l,...
On peut reporter les valeurs a, sur la droite réelle. Les points obtenus sont appelés les
points ou les nombres de la suite.
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Définition 2.3.

1. Une suite est constante si le terme général ne dépend pas de n.
Par exemple la suite définie par a, = v/3 est constante.

2. Une suite {an} est bornée si tous les points de la suite se situe dans un intervalle [—-M; M]
pour un M € R.. Autrement dit si |a,| < M pour tout n € N*.

Exemple : La suite définie par a,, = ;‘; est bornée car |a,| < 1.

21



22 CHAPITRE 2. SUITES REELLES ET SERIES NUMERIQUES

3. Une suite {a,} est croissante (resp. décroissante) si a partir d’un indice n > N,on a
toujours
ant1 2 @n  (resp. ani1 < ap)

Exemple : reprenons ’exemple ci-dessus

9 —20
-
Alors
9n+1)—20 9n—20
It == TETE W
9n? + 9n? — 20n? — 9n® — 18n? — 9n + 200> + 40n + 20
- n?(n+1)2
_ =9n® +31n+20
 n?(n+1)2
_ _(n—4)On+5)

n2(n+1)2 <{ pour tout n = 5.

La suite est donc strictement décroissante.
4. On dira "presque tous les points d’une suite” = "tous les points sauf un nombre
fini.” = "tous les points & partir d"un certain indice”.
C’est plus fort qu'une "infinité de points” !!
Exemples :
1000 ;
1) a,,=5+T : presque tous les points sont < 6.
2) an = /n : alors presque tous les points sont > 10%.
3) ap = #;3 : on ne peut pas dire "presque tous les points sont non entiers” car il y a
une infinité de n pour lesquels a, € N.

2.1.2 Convergence d’une suite
Définition 2.4 (Voisinage). Soit € > 0 un nombre réel et a € R. Alors l'intervalle
la—ea+¢€

est appelé un e-voisinage de a et est noté v.(a). C’est donc 'ensemble des = € R tels que
|z —a| <e.

Définition 2.5 (suite convergente). On dit qu’une suite {a,} converge vers a si tout
e-voisinage de a contient presque tous les points de la suite. ‘
Autrement dit, si pour tout ¢ > 0, il existe N — N, dépendant de ¢, tel que

lan —a] <€ vn > N..
On note alors

lim =g,
n—o00 aﬂ
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Exemples 2.6.

1)

2)

3)

X

La suite définic par a,, = ;. converge vers 0. En effet

1 1
|an—0|<c4=>;<ed=>n>—.
€
On choisit done N, = F(%) et on est assuré que dés que n > N, alors |a,| < €. Donc

lim = =0.

n—oo N
Remarque 2.7. Pour tout nombre réel r, E(r) désigne la partie entiére de r, c’est-
a-dire le plus grand entier inférieur ou égal & r. Exemple : E(17.432) = 17.

N — 9n1;20.A10m Iim a, =0

n oo

DEMONSTRATION : Soit € > (. Alors

9n — 20 9n 9
p | .

jan — 0] = |
n

n

deés que n > % Il suffit donc de prendre

.N( =E(g) + 1.

lim a, =0.

n—oo

Soit a, = q" avec |q| < 1. Alors

DEMONSTRATION : On utilise I'inégalité de Bernoulli :

I+z)"214nx VneN, Vze€]-1;00].

DEMONSTRATION DE L'INEGALITE DE BERNOULLI : On procede par récurrence.

1)Sin=0,onabien (1+2)°=1>2140-z=1.
2) Supposons que (14 z)™ > 1 4 nz et montrons I'inégalité pour n+ 1.

A+z)"M =1 +2)"A+2z) > (1+nz)(1 +2) =1+n:r:+_z+nz2
20
214 (n+1)z.

Revenons & la suite a,, = ¢" :
Si ¢ = 0, on a a, = 0 pour tout n et la suite converge donc vers 0.
Si g # 0, on écrit |g| = ﬁ;; avec h > 0. Alors

1., 1 1 1
T+R) |~ AFhR STinh <nh

lan| = |(

Donc |a,| < € dés que nh > L ie. dés que n > 2. On pose donc N, = E (lh) O
€



24 CHAPITRE 2. SUITES REELLES ET SERIES NUMERIQUES

4) Montrons que si la suite {a,} (an > 0) converge vers a, alors {/a, } converge vers \/a.
On peut supposer a # 0. On a (\/a, — a)(/an + va) = a, — a ce qui donne

!

_ lon—a|l _lan—a] € _
|\/a-ﬂ_\/al—\/a—n+\/ag- ‘/a <\/(_1 €.

Une suite qui ne converge pas est dite divergente.

Exemples 2.8.
1) ap =cos 5. On a

a1 =0, aa=-1, a3=0, aa=1, a5=0, a=-1, a7=0,...

-1 ] A

it e isd g sl espi s iganat

Gz 84 Qy
3 a

ag Qs 8
A

Il y a une infinité de points en —1 mais aussi en 0 et en 1. Il n'y a donc pas " presque
tous les points en —17.

2) Soit
Si n est pair, on est dans le voisinage de 1. Sinon, la suite est dans le voisinage de —1.
Pas de limite. Les points 1 et —1 sont des points d’accumulation.

Définition 2.9 (Points d’accumulation). Un point a de la droite réelle est un point d’ac-
cumaulation de la suite {a,} si tout ¢-voisinage de a contient une infinité de points de la
suite.

Exemples 2.10.
Dans I’exemple 1) ci-dessus, les points —1, 0 et 1 sont des points d’accumulation.
Dans l'exemple 2) —1 et 1 le sont.

ATTENTION : contenir une infinité de points # contenir presque tous les points (+ fort)

Limite impropre

Considérons la suite

B n?+1
o T+l
Apres division euclidienne, on obtient que
14 ¢
, =N — .
= n+1

Ainsi les a,, deviennent aussi grands que 'on veut lorsque n augmente. On dit que a,, tend
vers l'infini.
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Définition 2.11. La suite {a,} tend vers P’infini si pour tout r € R, il existe N, € N*
tel que l’on ait a, > r dés que n > N, (presque tous les points de la suite sont & droite de
7). On note alors

B &= 00.

n—»00

On a une définition analogue pour la limite vers —oo.

Exemple 2.12. a, = (—1)"y/n. Cette suite ne converge pas, méme pas vers I'infini.

2.1.3 Propriétés de convergence des suites

(I) Toute suite convergente est bornée. En d’autres termes, si {a,} — a, alors |a,| < M
pour un certain M € R.
(IT) Une suite convergente n’a qu'un seul point d’accumulation.

(IT1) Si {an} — a et {by} —> b, alors
{aa, + Bb,} — aa + Bb a,f €ER.
(IV) Si {an} — a et {b,} > b, alors {anb,} — ab. Autrement dit

lim a,b, = lim a, - lim b,

n—o0 n-+oo n—o0

si ces limites existent.
DEMONSTRATION :
Par (I), il existe M tel que |a,| < M et |b,| < M.

Soit € > 0. Posons € = ﬁ Par hypothese,

lan —a| <€ pourn>Ni(€) et |bp—b <€ pourn> Ny().
Posons N = max(Ny; N»). Alors, pour tout n > N, on a

|anbn — ab| = |an(bn — b) + b(an — a)|
< |an(bn — b)| + |b(an - a)l
< [M] - (|by — b] + |b] - |an — a]
S M + M =2Mé =e.

Ceci montre que la suite a,b, converge vers ab. O

Exemple 1 : soit ap = v/n+ 1 — y/n. Alors

_Wn+1-Va)(Vn+1+yn) n+l-n
s Vn+1+4/n CVn+l+m

1 1 1
ﬂ—?w} 0' s 0-

1
S VREI+VR S VR gy iy .
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Donc lim a, =0.
n—0o0

Exemple 2: Vp € N*, ona lim ¥n? = 1.

n—o0
En effet,
VP =3n-Yn-- Vn.
» fois
Done

lim W_-(nﬁ%?/ﬁ)i’=1?=1.

n—+00

(V) Si {an} — a et {b,} —» b avec b, # 0 # b alors
an a
'{b_n}_’z-

(Bn+2)(n+3) . )
Exemple : a, = Fintl Que vaut nh_{goaﬂ? (=2). Ona
3n24+11n+6 n?(B+8+5) 3+U4+ 8

T onl+n+l n2(1+1+4 ) 1414 %

3
!I—"3-

(VI) Toute suite monotone et bornée est convergente
Si elle est croissante, elle converge vers a = sup ay,.
n

Si elle est décroissante, elle converge vers a = inf a,,.
n
DEMONSTRATION : Faisons la preuve pour {a,} bornée et croissante :

{a,} bornée implique |a,| < M.
= a= sup a, existe (cf. chapitre 1)
neN®
avec a, < a pour tout n
et il existe n’ avec a, > a — €.

Mais {an} est croissante. Donc

=Vn>n e Zay>a-—c¢
= a—€e<apsa<a+te
= |lan—al|<e VYn>n'=:N,

= nli’rgoanzarsup{aﬂneN | 2

(VII) Soit {a,} une suite bornée et {b,} une suite convergeant vers 0.
Alors la suite {a,b,} converge vers 0.

1 A "
Exemple : a, = — -sinn. Alors lim a, = 0.
n n—o00
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Théoréme 2.13 (Théoréme des gendarmes pour les suites). Soient {an}, {un} et {vn}
trois suites satisfaisant les 2 propriétés suivantes :

(i) il existe Ny € N avec un < @y < vp pour tout n > Ny ;
(i) lim u, = lim v, = L.
: n—o0 n—oo

Alors

lim a, = L.
n—00

DEMONSTRATION : Comme h_fn u, = L, pour tout ¢ > 0, il existe Ni(e) € N tel que
n—roo

—€ < up — L < € pour tout n > N;. De méme, il existe Nao(e) € N tel que —e < v, — L <e¢
pour tout n > Na. Alors si N(e) — max(Np, Ny, N2), on a pour tout n > N

—e<tup—L<a,—L<v,— L<e

ce qui donne |a,, — | < ¢ pour tout n > N(e).

Exemple 2.14. soit a, = {/n. Alors

lim /n=1.
n 00
DEMONSTRATION :
T PRI P P )
- Z e nzynzl.
Done

1 2n
(1+E 2!’!?1

ce qui implique, en prenant la racine n-iéme :

1 2
(1+:5) 2 #m21

Par le théoréme des gendarmes, on a ll,néo Yn=1.
n

an+1
an

Théoréme 2.15 (Critére de d’Alembert). Soit {a, } une suite réelle telle que | = ﬂ‘lim

—$00

existe. Alors
1. sil <1, la suite {a,} converge vers 0;
2. sil > 1, la suite {a,} diverge.

DEMONSTRATION :
1. Par hypothése, a partir d'un certain indice N, on a Ian—"'l' < p < 1. Donc
an
lani1] < p - |an|
Par récurrence, ceci implique que
0 < |an4al < p" - |an].

Comme p < 1 la suite p™ converge vers 0 (exemple ci-dessus). Le théoréme des gendarmes
implique que

lim |ayn| = lim |a,|=0.

n—roo n—rod
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Donc lim a, = 0.

n—»oo
2. A partir d’un certain indice N, on a

lans1| = p - |an

avec p > 1. Donc on a, par récurrence, [an4n| = p" - lan].
Ceci montre que an4, n’est pas majorée. La suite {|a,|} diverge donc et a fortiori la suite
{a,} aussi.

O
1000™
Exemple 2.16. Considérons la suite a,, = — On a
n!
ansa | 1000"'T ! 1000
an | (m+1)11000" n+1
qui converge vers 0 lorsque n —» oc. Donc I = 0. Le eritere de d’Alembert implique que
hmn a,=0.
n—»00

2.1.4 Sous-suites et points d’accumulation

Définition 2.17 (Sous-suite). Soit {a,} une suite réelle et {ny}ren une suite strictement
croissante d’entiers. Alors {a,, } est une sous-suite de {a,}.

On a alors la reformulation suivante :
Un point d’accumulation = la limite d’une sous-suite convergente

Exemple 2.18.

Reprenons la suite a, = ( 1)“%.
DéjA vu : 2 points d’accumulation qui sont —1 et 1.
. . . . 2k 2k k—=oo
S te d'ind y : agx = (—1)%F = » 1
ous-sui indice pairs : ag = (—1) TS| 2k2k1+1 .
Sous-suite d’indice impairs : agg_ = (—1)%*"" 2; =-— 2; B -4

2.1.5 Suites de Cauchy

Définition 2.19. Une suite {a,} est une suite de Cauchy si Ve > 0, il existe N, € N* tel
que
lan — am| < € VY n,m> N,

Théoréme 2.20. Toute suite convergente est une suite de Cauchy.

SANS DEMONSTRATION.

La réciproque est vraie dans R : toute suite de Cauchy est convergente. On dit alors que R
est complet.
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C’est une propriété fondamentale des nombres réels que ne posséde pas @ : on peut trouver
une suite {g, } de nombres rationnels qui soit une suite de Cauchy mais qui ne converge pas
dans Q (mais bien dans R) (cf. exemple 2.24).

2.2 Suites récurrentes

Définition 2.21. Une suite est dite récurrente si a,,41 est définie A partir de a,,, c’est-a-dire
si

ans1 = g(an)-

2an,
- - = = . °® Al
Exemple 2.22. a; = 2 et a,4 T ors

- 4!3 § g = E ele...

T1+4/3 7 15’

a fl' a
2—3 3

2.2.1 Méthodes pour trouver la limite d’une suite récurrente

lére méthode

On essaie de se ramener a une suite non-récurrente en exprimant le terme général comme
une fonction de n, a, = f(n), et non plus de a,—1.

Exemple : Dans 'exemple ci-dessus, on constate que

on
» -1

On démontre cette formule par récurrence.
1) sin =1, on a bien a; = %—2:01{.
2) Supposons la formule vraie pour n. Alors
2an =2'F'2‘j |«2% =1
1+an 1475
gn+1 on+l

An i1 =

Tom_149n ontl_1°

On peut alors calculer la limite :

=1

2ﬂ.
lim a, = lim i :

n-»00 n—>002“—1=n—+oo]_—2_“

2éme méthode

On démontre d’abord que la suite converge et le cas échéant on passe a la limite dans
I'équation a,4+1 = g(a,) ce qui donne A résoudre 1’équation

a = g(a).

Pour démontrer que la suite converge, on peut en général essayer de démontrer que
(A) la suite est monotone
(B) la suite est bornée
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Remarque 2.23. Toute suite croissante (resp. décroissante) est forcément minorée (resp.
majorée).

Conclusion : pour montrer qu'une suite croissante (resp. décroissante) est convergente, il
suffit de montrer qu’elle est majorée (resp. minorée).

Exemple : Reprenons la suite précédente : a; = 2 et apyq = 127“;:

On constate d’abord que a, > 0 pour tout n.

(A) On montre, par récurrence, que a,, > 1 pour tout n.
1) C'est vrai pour n = 1.

2) Supposons a,, > 1. On doit montrer que a,Hl:lf';n)l. Or, puisque 1 + a, > 0, on
A

2

51 &= 2a>ltan & an>L

14aq

Or ceci est vrai par hypothése de récurrence. Donc an4q > 1.

(B) Montrons ensuite, par récurrence, que la suite est décroissante, c'est-a-dire que
nyl < ap:

1) n=1: on a bien a3 < a;

2) Soit n = 1. Supposons que @,+1 < @, €t montrons que an42 < Gnyi. On a

_ 2ap41 20,  2an41(1 +an) — 2a,(1 + an+1)
Oni2 — Qny1 = =
l+any1 l+a, (1+ an+1)(1 +an)
2 —
(ant1 — an) <.

(T4 an41)(1 + an)
La suite est donc décroissante. Comme elle est minorée, elle converge donc.

2a, limite, ~_ 2a

2 — — —
L i = +a=2a<=ala-1)=0.

Anyl =

Cette équation a 2 solutions @ = 0 et @ = 1. Comme a,, > 1 pour tout n, la limite ne peut
¢tre que a = 1.

ATTENTION : cette 2¢éme méthode de calcul fonctionne parce que I'on a démontré que la
limite existe.
Contre-exemple : soit a; — 2 et a,y; = é On a

1 1
oy =1, a2=§. az = 2, a4=§, o =2 ..

Cette suite ne converge pas (2 points d’accumulations) mais si ’on passe & la limite dans

la formule de définition, on obtient

1 limi 1 i
Gn41 =am)a=;©a)’-—1#a=00ua=—1!!!!

Exemple 2.24. Soit r > 0 un nombre réel strictement positif. Considérons la suite définie

par
1 r

Ontl =5 | Gn+ —

an

et a; € R} . Alors
lim a, = /r.

n-»o0
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Si r et a; sont dans Q, on a une suite de nombres rationnels qui converge vers /7.

DEMONSTRATION : On a clairement que a, > 0 pour tout n car a; > 0. De plus
L. a:‘,’, }1 2 T car

1 3 1 ’
ag2-.+1—?'=z(ﬂ$.+:—2+2r)—T=Z(an—i) 2 0.
T

i 5 r 1.r 1
2. —@p == —)—tpn=z(——an)==—(r—a2) <0 >2.
Gnt1 — Gn 2(311"‘““) an 2(% an) 2aﬂ(f a;,) < 0 pour n >
La suite est donc décroissante.
Comme a,, > 0, elle est aussi bornée. La suite converge donc et on peut passer  la limite
dans la définition : ] .
a= §(a+ E)

Ceci donne 2a% = a? 4 r et donc a = /7. O

Application numérique : pour r = 2 et a; = 1, on trouve

3 17 577 665857
as = 2 az = =

“12 “T a8 T 170832

= 1.414213562 (8 décimales correctes).

Exemple 2.25. Soit la suite définie par
1
Qni1 = Z(an +4)

et a; = 1. Montrons d’abord que la suite est bornée et croissante.

(A) On a a1 < 2 et par récurrence an;1 = 1+ % < 1+ 1/2 < 2. De plus, on a clairement
an > 0. Donc la suite est bornée.

(B) Montrons, par récurrence, qu’elle est croissante :

5
l)onal=a1<ag=1.

2) supposons an < Gn1. AlOTS @n42 — anj1 = §(ans1 +4) — (an +4) = L(ani1 —an) > 0.

La suite est donc croissante et bornée = la limite existe. Notons a cette limite. Alors
Q= Z(a+4) devient 4a = a + 4 donc a = 3.

2.3 Séries

Définition 2.26. Soit {b,} une suite réelle. On note

T
Zbk =b+b+:--+by.
k=1

Si I'indice k parcourt tout N* (ou N) alors la somme est infinie et on parle de série :
oo
D b
k=1

by. est le terme général de la série.
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2.3.1 Convergence d’une série
Définition 2.27. Posons

Sn=) be=bi+by+ - +bp.
R=1

On a Sn41 = 8+ bﬂ+1.

La suite {s,} est une suite récurrente, appelée la suite des sommes partielles.

o0
On dit que la série Z bi converge vers s si la suite {s,} converge vers s. On note alors
k=1

o0 . n
bp=8= lim s, = hm "
Z o nooo n—«)oczbk
k=1 k=0

Sinon on dit que la série diverge.
Condition nécessaire de convergence

[+ <]
Pour que la série E by converge, il faut que klim bi = 0. En effet si la suite {s,} converge
—00
k=1 '
vers s, alors

s= ﬂlggosnu =n1Lngo(sn + bpy1) = 8+JL%bn|1.

On doit donc avoir

lim b, = 0.
n—+00

Mais cette condition n’est pas suffisante comme le montre I'exemple suivant :

1 = 1
Exemple 2.28 (Série harmonique). Posons by = 5 La série Z % est appelée la série
k=1
harmonique. La suite des sommes partielles est

s —1+1+1+ +l
e 2 3 n’

On a bien by k2%, (). Mais la suite {sn} diverge.

DEMONSTRATION :
1) La suite {s,} est croissante.

2) Considérons les termes s1, s3, S4, S8, ..., Sok.
=1 s —l-i-1
1= 2 = 2
SETE_ER P JRREN e
NEXTETETL UTVTETHR g
Alors

Y PR e PN L TY.
e AR S i 27y
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s LTI IR POV . PEPR TR SO L. TR NETEW
Ss — 8 - - — - — —_ — - - - —_= . —
NIRRT BT VTR TATR BT 2
:é
De maniére générale, on a
1
32k>1+k'§—)00.
La suite s,x n’est pas majorée ce qui implique que
i ; - | 1
nh;‘éoﬁﬂ—'_&lglgo(l+§+§+"'+;)—OO.

[ o]
1
La série Z % est donc divergente.
k=l

Exemple 2.29 (La série géométrique). Soit € R. Posons by = r* et considérons la série

o0
Zrk=1+r+r2+r3+---+r“+--- (ici, on débute & k = 0)
k=0
Alors
ai=1 si=14r so=14+r47° Sn=14+r+r24+...+o"
On sait que
l—r“‘“
Sh=—g_—,. o A=-r)A+r+r2 4+ 4r")=1—p"1

Quelle est alors la limite ?

Si |r| > 1 alors la suite s, diverge car |[r"*1| 222 4o0.

En revanche, pour |r| < 1, on a nlig}o ™1 = 0 (voir exemple 3 sous 2.6) et donc

) . 1 —pnt 1 1
lim s, = lim — = 1
n-»00 n—+0 | —7r l1—r
En conclusion, la série géométrique
g diverge si |r| > 1
E T 1 i
= ~converge vers =% sifr] <1

Le nombre r est appelé la raison de la série géométrique.

Exemple 2.30. La série

o0

D) =1-141-141-141—-...

k=1
diverge (et ne converge donc pas vers 0) car la suite des sommes partielles est 1; 0; 1; 0;
)
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2.3.2 Propriétés des séries

o0 [ o]
(I) Si Z by = s, alors Zcbk = ¢s.
k=1 k=1

(I) Sis=) beets =) b alors
k=1 k=1

oo
Z aby + Bb, = as + 3s’
k=1

(linéarité de la convergence.)
(III) La propriété de convergence ou de divergence n'est pas modifiée si I'on ajoute (ou
retranche) un nombre fini de termes. Par exemple, la série

Bl 1.1,
k=100k 100 101

diverge encore (série harmonique).

2.3.3 Séries a termes positifs
o0

Notons Z u les séries avec up = 0 Vk.
k=1

(A) Critéres de comparaison

Supposons que u,, < v, pour tout n > N.

s ] L= <]
(a) Si z vg converge, alors Z uy converge également ; ({s,} = suite croissante majorée) ;
k=1 k=1
o0 o0
(b) si Zuk diverge, alors ka diverge aussi. (suite croissante non majorée).
k=1 k=1

Exemple 2.31.

[= <]
1
La série g E avec a < 1 diverge.
En effet, on a k* = k'~% avec § > 0 et donc k® < k ce qui implique que
1

1

> -
k* " k

Comme la série Y -IL; diverge, le critére de comparaison nous permet de conclure a la diver-
gence de la série considérée. O

(B) Critére de la racine (ou de Cauchy)

Si pour tout n > N,ona| {u, <g<1 |(gfixé) alors la série Z“k converge.

Si Yu, = 1, la série diverge car u, 4 0.
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DEMONSTRATION :
On a Pu, < g <1 donc u, < ¢". Or la série

[ <]
k=1
converge (série géométrique) puisque ¢ < 1. Par le critére de comparaison, la série 3 u

converge ¢galement.
d0

(C) Critere du quotient (ou de d’Alembert)

Un+1

Si pour tout n > N, on a
Up

<g<1 |(qfixé) alors la série ) u converge.

Sion a “2 > 1, alors la série diverge.

DEMONSTRATION :
On a
Un+1 <gq ik Un <q
Up Up—1
et done
Unt1 Stn- g Un 1 P << Q.
o0

Or la série Z U —q" converge. Par le critére de comparaison, il en est de méme de la série
= k=0
3 ug.

Corollaire 2.32 (Résumé-corollaire). Soient

q = lim Yu, e go:= lim el

n-»o00 n—+00 Up

converge si q; < 1
Alors la série Z“" diverge si q; > 1

k=1 on ne peut rien dire si q; — 1.
Exemples 2.33.
10
L35
n nl ﬂ -)m 1 ]-
On a Yu, = = - - V/nl0 4 Rk T 1. La série converge.

2. La série z p (a > 0) converge. En effet, on a
k=1

Unt1 a™tl !

Up =(n+1)!';1-;‘_=n+1

<g<l1

si n est assez grand. (On verra plus tard qu’elle converge vers e%).
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Exemples 2.34 (Autres exemples).
o0
i i 1
(a) Considérons la série E__2 m

1 1 1
— s 2
( 1) P pour tout k > 2 et donc

= 1 1 1 1 1 1
‘.ﬂ= b — l-——- ——— .o — — — — —_—
i ;k ( 2)+(2 3)+ +(ﬂ—1 n) ’ n

oo
1
Alors Jl}llolo sp = 1 ce qui démontre que ; }c(k——l) =1.

Alors on a by =

20
1 1
(b) Considérons maintenant la série Z W On pour tout k > 2.

1
s -S P . —
— "BSkk-1
Le critére de comparaison et I'exemple (a) ci-dessus permet de conclure que la série

— 1
_ E 73 converge. On a de plus

=]
= 1 i": 1 = 1
Yo =1+) S <1+) ———=1+1=2
2 2 g
il k=2 k k=2 k1)
— 1 I
Corollaire 2.35. La série ’:Z_‘: 7a aveco > 2 converge car = < 2 (critére de comparai-
son).
o0
Pour 1 < a < 2, la série Z 3 converge également.
k=1 i

Remarque 2.36. Dans I'exemple (b) ci-dessus, les critéres de la racine et du quotient ne
donnent rien. En effet, on a

i 1/ i (L) -
qlhnigo n2 n—oo {‘/ﬁ a

et 2
gz = lim Dot . Bm (___n ) = 1.
n—00 Up n—oo \n+ 1
o0
De méme, pour la série harmonique, Z o8 critéres ne donnent rien. On a
k=1
all " 1
¢1 = lim {/—= lim =1L
nso0 Y n  nooo Yn
De méme pour le critére du quotient, :
unyy _ 1/(n+1) s
= = = 1.
Un 1/n n+1
ATTENTION : on a 2%+ 1 mais PAS 21 <g<lecargs = lim Intl _ 1. Et la série
u’ﬂ uﬂ n->00 u“ﬂ

harmonique diverge.
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2.3.4 Séries alternées

Soit uy, de signe constant. La série
(s o)

Z(-—l)""luk=u1 —ugtug—ug+...
k=1

est dite série alternée.
Théoréme 2.37 (Critére de Leibniz). Si

(i) [uni1| < |un| et
(ii) |un| —> 0

alors la série alternée converge.
De plus elle converge vers S avec |S| < |uy|.

DEMONSTRATION : On peut supposer tous les u positifs. L’hypothése devient alors
Up > Up4q et done ug — upy4q > 0. Do

S2pn =U] — U2+ U3 — -+ Up—] — Un et
82p42 = U1 — Uz + U3 — -+ +Uny1 — U242 > S2n.
—_—
>0

Ainsi la suite {s9,} est croissante. Par ailleurs, on a
S2n = u1 — (U2 — ug) — «+ - — (Ugn—2 — Uzn—1) — Uzn < Uy.
>0 >0

La suite {s2,} est donc aussi bornée. Elle converge donc. Posons

S = lim s9,.
n—00

On a alors
n—oo
82n41 = S2n + Uzl —— S+ 0 =s.

La suite {s2,41} converge également vers S ce qui montre que {s,} converge vers S.
Comme s9, < uy, on a bien S < u;. O

Exemples 2.38.
1. La série harmonique alternée ( ou série de Leibniz)

o

1 1 1 1.1
o DTN, AT .0 ..
;( Frleg=l-3+3-1t3
converge. (On verra que c’est vers In2.)
"
So-pyen 2t VE
k=1 k
On a 24 VA i
- + " % 1 n—oo
th i n+\/_ "
et
2 1 2 1 24vn+1

Les hypotheses (i) et (ii) du théoréme sont remplies : la série converge.
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Remarque 2.39. La condition (ii) u, 2% 0 ne suffit pas.
Exemple : la série alternée

:1.1 1.1 1 — i
I-1%*3 %6 5" %Jr“'_z_:(_l) -

avec
P % si k est impair
=1 & sik est pair

3
satisfait bien la condition (ii) (ux — 0) mais ne converge pas. En effet, soit n pair. Alors

1 1 1 1
Sﬂ-Z( Pl o e
1 1 1 1 1 1
egrgttg -Gttt ta)
g 5p

Comme la série Z % converge, le terme s, est majoré par un nombre M ¢ R indépendant
de n.

Comme la série harmonique diverge, le terme s, est plus grand que tout r € R pour n assez
grand. Ainsi, pour tout r € R, il existe N, € N tel que s} > r dés que n > N,.

Ceci implique que s, = s} — s, > r — M. Ainsi la sous-suite s, (n pair) est non majorée
et donc non convergente. O

2.3.5 Série absolument convergente

Définition 2.40. Soit Y bx une série o donnée. Si la série

lof == lbwl

converge, on dit que o est absolument convergente.

Théoréme 2.41. Si |o| converge, alors o converge également.

Conclusion : les critéres pour les séries a termes positifs (cf. 2.3.3) sont applicables aux
séries absolument convergentes.

Exemple : la série Z est absolument convergente pour tout a € R. En effet, on a
k—O

buia
bn

= la] (critére du quotient)

Définition 2.42 (Série semi-convergente). Une série Y by convergente mais dont la série
S° |bi| diverge est appelée semi-convergente.

00

. " 1 :
Exemple : La série harmonique alternée Z( —1)""‘1 % est convergente mais pas absolument
k=1

o0
; s 1l . :
convergente puisque la série E % diverge. Elle est donc semi-convergente.
k=1
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Théoréme 2.43.

1) La somme d’une série absolument convergente ne dépend pas de l'ordre de ses termes.
2) En revanche, dans le cas d’une série semi-convergente, on peut faire converger la somme
de la série vers n’importe quel nombre réel en regroupant les termes de la série d'une facon
bien choisie.

Sans démonstration.
Corollaire 2.44. Si Y, a; est absolument convergente alors
D a+) am
i m
(ot les a; et ay,, forment I’ensemble de tous les ay ) sont séparément absolument convergentes.

Exemple : Calculons

8= Z( —1)k+1 k(k ) (série alternée).

Cette série est absolument convergente car
] = s <
M= kk+2)
et la série ) J5 converge.
On peut alors séparer les termes d’indices pairs et ceux d’indices impairs :

oc

1
0= 3, k(k+2)+ Z k(k+2

k=1, impairs

M

Il
—

1 1
(2-1)(2t+1) nz 2m(2m + 2)
1

==}

M

o0
sf 4 & ) 1ws 1
- 20-1 2041 4 m(m+1)

& s &= 2
st P

I i 1

S

2 4 1
car
- A e O N | (. . ... -
* *2[ ( ) G 21+1)] 24 3
1,1 i . 1.% 3 1 1 -
3"'__2+2—-:3+”+m(m+1)_1 2+2 3+ +m m+1 -5 m+1 ’

Exemple 2.45. La série harmonique alternée est semi-convergente. On ne peut pas changer
lordre des termes sans changer la valeur de la somme (infinie).
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e e B & &k 1 Ny vkl
n(2) =1 S I ar b oo e _zk:( 1) r 12
g 1.2 1.3 1 2
211’&[2)—2-14—5—51—5—54—?—Z-l-"'—m-f-
—1-1+1 1+1—1+
o 27y 478 @
— In(2)

On obtient ainsi
2In(2) = In(2)Mmmn

2.4 Définition du nombre e
Soit by = 1 et by = i (Nous démarrons ici avec k = 0.)

Considérons la série z et notons {e,} la suite des sommes partielles, c’est-a-dire
k—ﬂ
=1 + o = F ey
2 3l n!
Nous avons vu dans I'exemple 2.33 que cette série est absolument convergente. Sa limite est
notée e :

=1 | 1 1
e.—zk—_nhl;nen— lm(1+1+ "~ i e o )
k=0

Numériquement : e = 2, 718281828,

Théoréme 2.46. Le nombre e est irrationnel.

DEMONSTRATION :
Pour tout n > 2, on a
LT RN TR SR P :
N 2! (n=1)  n! (n+1)! (n+2)'
Y e - TR T : .
o 2! (n—l)! n! n+l (n+1)(n+2)
11 Wl n
-t —=4+......= —_ £
<1|n+n2+ 1-1/n n-1\2
Done { 1 1
(.—1+1+2'+ -l-m'l'm'ﬁn avecl < 8, <2. (%)

Supposons maintenant que e soit rationnel ¢’est-a-dire que e = % Si l'on pose n = N +1
dans (*), on obtient

M 1 1 1
—=14+14_-+---+

N 2 m‘l‘wm'ﬁmu |-(N+1)!
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MN+D)N-1)=(N+1)!+(N+1)!+(N+1)N(N-1)---3+---+ (N + 11+@;;/.

eN eN N
On aboutit ainsi & une contradiction. O

Autre définition de e

Considérons la suite {¢},} définie par

Il
o

n—ro0 n—oo

Proposition 2.47. lim €, = lim (1 + %)

ATTENTION : une limite de la forme 1*° est une forme indéterminée.
Elle ne vaut pas 1 mais peut prendre, a priori, toutes les valeurs possibles
comme une limite de la forme §

DEMONSTRATION : Par la formule du binéme, on a

™ 1 " N\ o nek 1 k_ 1 “nn—1)---(n—k+1)
e“_(l+ ) : E(k) " n =iTe n+z k! nk

n

k=0 =3

n

1 1 2 k%

_1+1+ZE'1'(1"5)'(1_5)'”(1‘ n) (%)

k=2 s i Mg gt ——

<1 <1 £1

21 =1
~<~1+1+ZQ=Zm=en

=22 k=0

On a ainsi montré que | €, < e, |pour tout n. Reprenons le calcul précédent a la ligne

(*)
n
- Zl 1 2 k-1
e,,—l+l+ Fl(l_;)(l_;)(l_ S
= N, s’ e, ot —, o’
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On a donc "

en——en2 X e:—. < én-
n

1
Les suites e, et e, — ;6,‘_2 convergent toutes les deux vers e. Ainsi, par le théoréme des

gendarmes, on a aussi lim ¢, =e. O
00

La convergence de cette suite {€], } est beaucoup plus lente que la précédente.
Pour avoir e = 2.7180.., il faut n = 6 dans e, mais n = 4819 dans ¢/,.

Remarque 2.48. On peut généraliser cette démonstration pour montrer que

(143 =38

pour tout z € R.

Propriétés

1.

DEMONSTRATION : On a

(l‘nil)wz(n:il ):H (n+1)1
N
(R RO

O

2. Si {an}, an > 0 est une suite rationnelle nulle (¢’est-a-dire qui converge vers 0) alors

i A
ﬂll{:lc;lm(l +a,)n =e.

DEMONSTRATION : En posant N = E(;-),ona N < 1 < N +1 et alors

(1+—)"Ir <(1+a..)="'n<(l+—l)”“.
N+1

—  — | S —

O+ A+t ghp) ! N (+4)

Si on prend la limite quand N — oo (alors a, —* 0) on a

815 (L) Cevl.
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3. Ona

n—+oco

]im(1+%)"'—e‘I Vq € Q.

C’est la définition numérique de e9.

DEMONSTRATION :
Si ¢ = 0 c’est trivial. Si ¢ > 0 on applique le point 2. avec a, = £. On a alors

Sy 9yn/q)? noo, g
1+ 3y = (1 4+ Dye)" 222 o0,

Si ¢ < 0, Pargument est analogue & celui du point 1.
lim (n— l)n.
n—oo \ 1+ 1
n-—- 1 " 1 — '_1; : n—o0 C_] 1
= e _—
n+1 1+1 . e?

n
Nous avons démontré que lim (1 4 %) = €7 pour tout g € Q.

n—+00

Exemple : Calculons

On a

La fonction e*

T i k
Nous avons aussi vu que lim (1 + E) = z o pour tout z € R.
n-»oo T k!

k=0
On peut done étendre la fonction e* & tout R en posant, pour tout z € R

13

Le module remplace alors la valeur absolue et cette suite est encore absolument conver-

gente pour tout z € C..

On peut montrer les résultats suivants :
o *t% = ¢%¢* pour tout z,2' € C

e ¢ = ¢® pour tout z € C

e Donc |[¢*2 = €* - & = ¢* - € = e*17 = R = |¢?| = R°3),

e En particulier, si z = ia alors |e‘°‘| = €’ = 1. L’exponentielle complexe envoie Paxe

imaginaire sur le cercle trigonométrique.

Chapitre 4 = arg(e'®) = a. On obtient les formules suivantes :

e'* = cosa +isina = [1;q]




1 CHAPITRE 2. SUITES REELLES ET SERIES NUMERIQUES

et donc le nombre complexe [r; 8] = r (cos 6 + isin 0) s’écrit aussi

[r;0] = r (cos @ + isin @) = re®.

C’est la notation d’Euler. En particulier, en posant § — 7 et r = 1 on obtient

& =—1

2.5 Un petit résumé de quelques séries

o0
1
. Z % diverge (série harmonique)
k=1
> 1
B Z( 1) > est semi-convergente (série harmonique alternée)
k=1

o

1 {clivergesi 0<axl

g converge si a > 1
= 1 "
k =125 silgl <1 S
. Z qa { divergesi g > 1 Tie geometrique
— I ;
= sl C - |
B Z k-g*t1 =a? lal dérivée de la série géométrique
k=1 diverge si |g| > 1
— 1
. e ——
= k(k+ 1)

converge absolument Va € R et

?:-|s>




