Chapitre 4

Dérivées et applications

4.1 La dérivée

4.1.1 Définitions

Soit y = f(z) une fonction continue, xy € Dy un point fixé et Az > 0 'accroissement.

P e .

N
>

ix
Caleulons @ I & i
Ay _ f(xo+Az) — f(zo) _ [(zo + Ax) — [f(20)
Az (zo+Az)—10 Az '
Ay

Interprétation géométrique : A = la pente de la droite qui passe par les points
P(zo; f(z0)) et Q(zo + Az; f(zo + Az)).

Interprétation physique : si z = { est le temps et y = f(¢) est la distance parcourue,

A
alors . est la vitesse moyenne durant le temps At.

At

A
Que devient A—y sidAz — 07
z
Géométriquement, on aura la pente de la tangente au graphe de f passant par P(zo; f(z0)).

Physiquement, on a la vitesse instantanée au temps t = #y.

On pose alors la définition suivante :

Définition 4.1 (Dérivabilité). On dit que la fonction f(z) est dérivable au point z; si
la limite

lim f(zo + h) — f(xo)
h—0 h

existe. Cette limite est appelée la dérivée de f au point zg. Elle est notée f'(zg).
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66 CHAPITRE 4. DERIVEES ET APPLICATIONS

f(xo + k) — f(=0)
h )

Fea) =Dy

Aut tati -
B 7o) = L@o) = Lmsy = L (zo)
0 dI 0 d_'.[': I=IQ d_'r 0)-
f'(zq) = la pente de la tangente au graphe de f au point (zg; f(zo)).
Définition 4.2. Soit f(z) une fonction et I C Dy un intervalle. Si f’(z) existe pour tout

z € I, on dit que f est dérivable sur I. La fonction f'(z) est appelée la dérivée de f
(sur I).

' d d
Autre notation : la dérivée de f(z) est aussi notée f'(x) = é(z) " f(z) ou encore f'
'il n'y a aucune ambiguité sur la variable.

Autre notation : on note
dx Vaccroissement infinitésimal de la variable =

dy l'accroissement infinitésimal de la variable y.
d
Siy = f(z) alors f'(z) = Ey et donc dy = f'(z)dz

Exemple 4.3. Soit f(z) = ax + b. Alors
. f(z+h) - f(z)

7
f(I)—,.l}E% h
h—0 h h—=0 h

Ainsi (az 4+ b)' = a.

Application : équation de la tangente 4 un graphe

Soit. f(z) une fonction continue et P(a; f(a)) un point du graphe de f. Alors I’équation de
la tangente au graphe de f passant par P est :

y = f'(a)(z - a) + f(a).

Théoréme 4.4. Soit f(z) une fonction. Si f(x) est dérivable en xq alors elle est continue
en ce point.

ATTENTION : la réciproque est fausse!
Exemple : la fonction f(z) = |z| est continue mais pas dérivable en 0. En effet, on a

lim w= lim H: lim __h=_1
h—0 h h—0- h  h=0- h
alors que
im JO+R-F0) _ L h_,
h—=0+ h h—0t h

Done f/(0) = ?l;l% % n’existe pas.
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4.1.2 Exemples
1. Soit f(z) = z?. Alors

- 8 =3 2
f/(z) = lim f(z+h) f(z):limw=ﬁmm=mgz+h=gm'
h—0 h h»0 h h—0 h h—0

Ainsi f'(z) = 2z.
2. Soitf(x)———\/a—:.Alorspour.r)O on a
. VIth-—VT z4+h-—z 1 1
) — = lim
(@) = Jim SRV A Naihivs ARVaThi e Oye

car /T est continue.

Siz=0,o0n trouvel % = +00. La fonction {/z n’est pas dérivable en 0. La tangente
est verticale. Vi
3. Soit f(x) = €*. Alors
ehtz _e2  hef—er ., -1
A= ——= =B
A+ BB R h? K
il - h - 'hﬂo‘(”rmm*" )
=R(h)
=g
On a bien lim R(h) = 1 car
h 0
h k% B3 LI AL A
- =ttt €2+ [
|R(h) — 1] = |2+3|+4!+ |\2+(2)+(2)+
_ Rl k(RN (IR
gl fasgralig] # (A5 ] +
_ 1A h=0,
21_]% 2 — |h| o
Ainsi (e*)' = e*.
4. Soit f(z) = sinz. Alors
qm(:r-f—h)—am.r e 1 . o+h—=z z+h+z
- % By = -2+ .
fie)=fm h a2 s ) eos(—5—)
}l sm(h/2) - 21;- h)
sm(h/2) : 2z+h

)

o = B 7 B -

=1 cos(z).
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Ainsi

(sinz)’ = cosx

4.1.3 Régles de calculs
Soient f, g dérivables sur I. Alors

(D) | (af +Bg) = af + 84 La dérivée est une opération linéaire.

() | (fg)'=fg+fd

DEM :
- f]lj_%f(a:+h’)l—f(x) MK+ F g(z+h!i_g($)
= f'(z)g(z) + f(z)d'(z)

Corollaire :

(F2Y =1+ 1P =21F
P =N =T+ P =917+ P =31

Par récurrence :

(f"Y =nft-f

G-+

DEM : En dérivant I'égalité f - 1 =1 & I'aide du point (II), on obtient

(111)

J
1 : i g
! .. " - _— 0
Farg)
ce qui donne (%)’ £ —%.
Corollaire 1 :
(J_')’ . Te=IY
9 F .
Corollaire 2 :

() = a1
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(IV) Fonction composée : soit ¢(z) = g(f(z)) = (go f)(z). Alors

¢'(z) = ¢'(f(2)) - f'(a).

DEMONSTRATION :

(90 1Y) = Jim 90+ 1) = o(f(ax)

h
_ o 9o+ b)) — g(f(@0)) flao+h) — f(zo)
h—=0  f(zo + h) — f(zo) h

On pose u = f(xo+ h) — f(xo) avec u — 0 si b — 0.
_ i {2+ f(20)) — 9(f(=0)) - (o)

u 0 u

= 9'(f(z0)) - f'(z0)

Quelques propriétés qui en découlent

1. Soit ¢(z) = g(az). Alors ¢/(z) = ¢'(az) - (az)’ = a - ¢(az).
Corollaire : Si f(z) est paire (resp. impaire) alors f/(z) est impaire (resp. paire). En
effet, si on dérive Iégalité f(—z) = f(z), on obtient f'(—z)-(-1) = f'(x) et donc
f'(=z) = - f(z).

2. Soit ¢(z) = g(z +T). Alors ¢/(z) = ¢ (z+T)- (2 +T) =g (z+T).
Corollaire : Si f(z) est périodique alors f/(z) I'est aussi.

4.1.4 Dérivées des fonctions élémentaires
A) Fonctions polynomiales :
f(z) =2 & f(z) = a1,
Si f(x) = P(z) = Y _ axz* alors par (I), on a
k=0

L
f(z) = Zkak-’l?kul = nana" ' + - + 2a2z + a;.
k=1

B) Fonctions rationnelles et irrationnelles
Si f(z) =z~ alors par (III) on a f/(z) = —nz "1 .
Si f(z) =2™™ alors

n_ ,m d
f@)"=x ' =
n f(@)"" - () = mam!
. _E, xm—l _E Im-l
T = F@rt = 7 Gy
- m ™! - Eszn—l_

m
ngM™"w mn
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d
En conclusion : = z9=qz?! Vg € Q.

Et par (IV), on a U@ =0 (@) @)

1
Exemple : f(z) = \/z* + V/z = (z* + Vz)'/? = (:c4 -+ :.-:%) ¥ Alors

J@) = 3@ + Va1 (a4 2t
= %(..":4 +v7)" 2B . (42® + %x‘lﬂ)

3 1
1 4z +m

C) Fonctions trigonométriques :
e On a démontré que (sinz) = cosz.
e f(z) =cosz = sin(§ — z). Alors

(cosz) = [sin (g - a:) ]’ = cos (g - x) -(~1) = —sinz.

e f(z) =tanz = %. Alors

, _ sin’ cos — sin cos’

cos?
cos? + sin? 1 9
= 3 =—5 =1+tan".
cos cos
Ainsi
(tanz)’ = - 1+ tan®(z)
cos?(z)

D) Fonction exponentielle : Comme (¢*)' = €* et par (IV) on a

(ef(x))’ =@ . f(z).

Maintenant, si f(z) = a® = ¢*"¢  alors

f(z) =€"™% . Ina=da*Ina.

(a*) =a*-Ina
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E) Fonctions hyperboliques
i

e Soit f(z) = coshz = . Alors par (I) et D), on a

)= -,1; (e" —e *) =sinha.
o Soit f(z) =sinhz = 1 (¢* — e %) Alors

£@) = 3 (& - (-1)c™®) = coshz.

4.1.5 Dérivée de la fonction réciproque

Soit f(x) une fonction bijective et f~!(y) sa fonction réciproque. On désire calculer (f~1)'(y)
connaissant f'(z).
On suppose f'(z) # 0. Par définition de f~', on a

(fof N =y

et en dérivant par rapport A y et en utilisant (IV), on trouve  f'(f~'(»)) - (f ") (y) =1
ce qui donne

1
W) = w7y

En notant z = f~(y), on obtient (f~1)’(y) = ﬁ

Exemples :
(1) Fonctions logarithmes :
Appliquons la formule & f(z) =e* et f~'(y) = Iny. Comme f'(x) = ¢”, on obtient

o s e . e
U (V) A

Corollaire : (In f(z)) = ’;((j)).

(2) Fonctions trigonométriques inverses :
e Soit f(z) =sinz et f(y) = arcsiny. Comme f'(z) = cosz, on a

4k 1
cos(arcsiny) (/1 — 42

(arcsiny)’ =
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e Soit f(z) = cosz et f~1(y) = arccosy. Comme f'(z) = —sinz, on a
- 1 o
(arccosy) = “sin(arocey) . vi—g?

e Comme (tanz) = 1 + tan’z, on a

1 1
1+ tan?(arctany) 1+ 92

(arctany) =

(3) Fonctions hyperboliques inverses :
e Comme (sinh z)’ = coshz, on a
1 1
cosh(arcsinh y) V2 +1

(arcsinh y)' =

On a utilisé ici le fait que cosh? u — sinh? u = 1 et donc que coshu = /1 + sinh® u.
e De méme on montre que

1

—— >1
Z-1

(arccosh y)' =

4.1.6 Quelques exemples
1. Quelle est la dérivée de f(z) = z* avec a € R.

Définition : z% = gtlnz

Cohérent avec la définition précédente si a € Q .

Alors
f’(.’.\‘:) = (eulnz)f - euln:l: N (Ct].ﬂ:t:)r
— t’la]nz . (r - l
’ b
a
= o1
&
Ainsi

(z%) = az* ! Ya € R.

2. Comment dériver la fonction
f@) = u(@"® ?

D’abord, comment est définie f(z)? On pose

f(z) = e"@)n(u(=)

et Dy = {z | u(z) > 0}.
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Notons que u(z)"*®) n’a de sens que si u(z) > 0. La dérivée vaut alors
u.f
f’ — ("’l")“I = eU]“(ﬂ-} . (__ - U + Uflnu)
u

!
=g (H-l-v'lnu) :
u

Exemple : Calculons 1'équation de la tangente au graphe de la fonction f(z) = z5°*
au point P(m;1).

On a Dy =R}.

1-sinzx

e) =atei (

En P(7;1) on obtient f'(7) = —Inn. L’équation de la tangente est donc

+coszln:.-:).

y=—-lnn-(z—7)+1l=—-(lnm)z+1+wlnw.

4.2 Dérivée des fonctions implicites

Courbe : (7) : 222 —y® +In(zy) ~1=0 (* y

L.

4 5 2 -
<

i

_2If

Autour d’un point P fixé, cette relation définit une fonction y = y(z) (pas nécessairement
analytique) et I'équation (*) s’écrit

222 — y(z)® + In(zy(z)) —=1=0 %
A= Sl + 1-y(z) +ay/(x) _ 0

zy(x)
Au point P(1;1) on obtient
1-3y(1) + 1"‘T'/(l) —0

ce qui donne 2y/(1) = 5 d’ott /(1) = g

Ainsi, sans trouver explicitement la fonction ¥y = y(z) on a pu calculer sa dérivée en un
point donné.
Ce procédé s’applique naturellement a toute relation de la forme

F(z,y)=0.

Exemple : Calculons les pentes des tangentes au graphe de Iellipse
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74
On dérive cette relation par rapport a z pour obtenir
2 2
a b2
ce qui donne

— = pente de la tangente an point P(z,y) € T

; — —

= 0.2

Angle entre deux courbes
Soient I'y et I's deux courbes s’intersectant en un point P. On définit I’angle entre 2 courbes

au point P comme 1'angle entre leurs tangentes au point P.

On a |0] = |2 —6;]. Si ¥/} est la pente de la tangente &4 Ty en P et 3/, la pente de la tangente

aTI's en P, alors

tan @; = y; ¢t tanfy = y5. On a donc
_|w-w
1+ jy)

tan fo — tan 6,
1 4+ tan ¢, tan 07

[tan 6| = |tan(f; — 6;)| =

Y¥2 — ¥

1+ 9,94

Done

| tan ] =

Exemple : Calculons 'angle entre les courbes
I'i:y=f(z) =2°

et
Ty:y=g(x)=Vz

au point P(1;1).
I'y: f'(z) =2z et donc au point P : yj = 2
1 .
—. On obtient

1
[y: ¢(x)= —z~% et donc au point P : yh = 3

-
3 _ _

tanf =
1+2-3

ce qui donne § = g
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4.2.1 Représentation paramétrique
Courbe I :
{ z = z(t)
y=y(t)

On veut trouver la pente de la tangente au graphe en un point. donné.
On introduit la notation :

-
Cdt
d
Ceci donne % = 2(t) et d_:: =g(t) .
Donc dx = &(t) - dt et dy = y(t) - dt. Alors
Gy _ 3t
dr  i(t)
Exemple :
z = tsint = &(t) =sint+tcost
y=1t>+cost = y(t) =2t —sint
Et done

,_§ _ 2t—sint
s & sint+tcost’

Au point P(0; 1) (¢t = 0), on obtient

i t
2t —sint _a 'y

—snt 5 21

Y|p=

Représentation polaire

Si la courbe est donnée sous forme polaire p = p(yp). Alors

s o DTV DR+ plip) cm g )
pp) cosp — p(p) sing |p
Exemple : p = \/cos(2¢p). A
l "2
g S1
-114

9 i
sint + tcostle=0 0'_5%+cost 141

75

1

2

On veut trouver la tangente horizontale dans le quadrant I ( 0 < ¢ < 7/4).
On cherche donc le point P tel que ¥|p = 0. En utilisant (*), on obtient I'égquation

plp)sing + p(p)cosp = 0. (%)
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En dérivant la fonction donnée p(p) = 1/cos(2¢) par rapport a ¢, on trouve

L

5 €0s(2¢) 72 - (—sin(2p) -2)

Alp) =
sin(2¢)

 Jeos(29)
et donc I'équation (**) devient (aprés simplifications)
—sin2psing + cos2pcos g =0 = cos(3¢) = 0.

Donc ¢ = %

4.3 Théoréme de la moyenne

4.3.1 Quelques théorémes

Définition 4.5 (Fonction C1). Une fonction f(z) est dite continiment dérivable sur
I C Dy si f'(x) existe et est continue sur tout I.
On note C'(I) I'ensemble des fonctions continiiment dérivables sur 7.

En bref : f(z) € CY(I) <= f'(z) € C°(I).

Théoréme 4.6 (Théoréme de Rolle). Soit f(z) continue sur [a;b] et dérivable sur ]a;b|
avec f(a) = f(b) = ¢ alors il existe £ €)a, b tel que

f'€)=o.

TGN

fa)=f(b) - -opeeeen e B B}

DEMONSTRATION :

Si f(z) = c alors f'(x) = 0 et le théoréme est trivial.

Considérons la fonction g(z) = f(z) — ¢. Alors g(a) = g(b) = 0. On peut supposer que a et
b sont des zéros conséeutifs et admettre que g(z) > 0 sur Ja; b[.

Soit £ le point ol g(x) atteint son maximum. Pour h > 0, on a

g+ h) < g(&)

et alors ,
7 @E+h)—g(€) <0 (%)

Pour h < 0,o0n a
g(€+h) < g(¢)

et donce .
g€+~ g(€) >0 (+x)
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Comme g est dérivable, on a
1
J©) = lim 3+ (g(€+h) — g(€) = lim - (g(€+h) — 9(€).

Cette limite ne peut étre que 0 vu (*) et (**). Donc ¢'(§) =
O

Théoréme 4.7 (Théoréme de la moyenne). Soit f(z) continue sur [a;b] et dérivable sur
la; b. Alors il existe un & €|a; b| tel que
i ! f

~ f(a Pente moveune . ;.
=012 e

; ﬁmgrnvm"'

DEMONSTRATION : On considére la fonction

f (b) f(ﬂ)

g9(z) = f(z) - —F———(z—a)

qui satisfait aux hypothéses du théoréme de Rolle. Alors il existe & €]a; b[ avec ¢'(€) = 0,

ie. b
re-10=10 ;g

ce qui donne la conclusion cherchée.

Corollaire 4.8. Si f'(z) = 0 pour tout x € I alors [ est constante sur I.

DEMONSTRATION : En effet si ce n’était pas le cas, on pourrait trouver Ja;c[ C I avec
f(a) # f(c). Mais alors il existerait ¢ €]a; c[ avec

f(c) — f(a)

c—a

GRS 70

ce qui contredit 'hypothése. a

Corollaire 4.9. Si f'(z) = ¢/(z) pour tout x € I, alors f(z) — g(z) + C pour tout z € I.

Corollaire 4.10. Soit f(z) continue sur I = [a;b] et dérivable en toul point z # xy.
Supposons que Ilig:l ['(z) existe. Alors [ est dérivable en zo et
0

f'(@0) = Jim f'(z)

(i.e. f' est continue en ).
Autrement dit, les seuls lypes de disconlinuité (cf. §3.7) pour la dérivée d’une fonction
continue sont les types II et III. Le type I ne peut pas se produire pour f”.
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DEMONSTRATION : On a par le théoréme de la moyenne appliqué aux points zq et zo+ h :

flzo+ hg — f(zo) _ f’({) pour un & €]zg; zo + h[

ce qui donne en passant & la limite quand h — 0 :
f'(zo) = lim f'(€)
£ rzo

O

Théoréeme 4.11 (Théoréme de Cauchy). Soient f,g deuz fonctions dérivables sur [a;b],
avec ¢'(z) # 0 pour tout x € I. Alors il existe £ € I avec

£©) _ fb) — [(a)
g gb)—gla)

DEMONSTRATION :
On considére la fonction

~ J(b) = f(a)
g(b) — g(a)

qui satisfait aux hypotheses du théoréme de Rolle (h(a) = h(b) = f(a)). Il existe donc £
avec h'(£) = 0. Mais comme

h(z) = f(z) - (9(z) - g(a))

) - fa)

W)= 1'@) - S 0@

on en déduit que
1'€) _ f() ~ I(a)
g€  g(b)—gla)’

4.3.2 La régle de Bernoulli-I’'Hospital

Théoréme 4.12 (Regle de Bernoulli- I'Hospital). Soient f,g deuz fonctions dérivables sur
I =|a; b telles que pour tout = € I on ait g(z) # 0 et ¢'(z) # 0.
Supposons que

e lim f(z)= lim g(z) = avec ® =0 ou too;
r—at z rat

. fl(z) _ .
- Ill::gl ™ u avec p € RU {—o0; +00}.
Alors 1()
im 852 =4,
z_’IEI._'_ g(z:) k

Remarque 4.13. La régle reste valable si 'on remplace a* par b, par a ou par +oc.
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DEMONSTRATION :
(I a=0et p€R.

Posons b = a 4 h. Alors le théoréme de Cauchy implique qu’il existe £ = a + 0h avec
0<f<1let
f'lat+6h) [f(ath)— f(a)

g(a+0h)  gla+h)—g(a)
Comme f(a) = g(a) =0, 0n a

f'(a+ 6h) - fla+h)
d(a+0h) gla+h)

Sib— a,alors h — 0, 0h — 0 et £ — a. On a donc
f'(a+ 6h) . fla+h)
B Fla+0h) — 155 g(a+h)
(3] f(b)

= &9 "
f'(z) f(z)
= Boe "
L1
(I) &= +o0 et p# 0. On a, par hypothése, que % i ﬂr 0.
Posons L = zl_l}lﬁl)f ?E ; Alors |
9 _ . Yf@) _ . Q@) . -1/f(z)* - f'(z)
L= 050 =20 ge) ~ o0 (fa@)) ~ <oar —1/g(@) - g(a)
9@ [(@) _( : @)2, (@) _ 2
=R IEE 7@\ f@)) e g@ L
En divisant par L2, on obtient % = p d’olt 'on en déduit que
flz) 1 _
) "
O

Exemples 4.14.
sin z

f(z) = — Alors

sinz B (sinz)’ cos

lim — lim = lim =1

z—=0 2 x—0 i z—0 1

f(z) = zInz. Que vaut ’l:ig"‘ljf(:c)? Ona

ln:r:t:cln:r—h.n:lIE (= ﬁ)
z—0 z—+01/.’£

B-H. . 1/z _ ”
z—0 —1/:1:2 z0




. T
Done lim —
z—oo T

0.

lim

I 00

CHAPITRE 4.
Ilmzlnz =0
z—0

- o0
lim — (=-)
z—o0 T o0
B hm2—m (:?3)
z-ro00 T (o o]
Ry 2 g
oo T
lim sinh z — lim cosh z =
z=0 T z=0 1
Inz  B-H . 1/z
In(z® In z) . xlggo | 3 2
-(—+3z°In
Inz (:.r: 3y
— lim z2lnz
Tz z2 4+ 3z2Inzx
- Inz
T zrcl143lnz
1 1

=

g

e TRsi3 3"

Expressions indéterminées de la forme o, 1%, 0°

Considérons la fonction ¢(z) = u(z)"®) et supposons que

soit de la forme indéterminée 0° ou 1% ou oc?. On léve I'indétermination en procédant

comme suit :

lim ¢(z)

1. On applique le logarithme :

. L’expression

In¢(z) = In [u(:.':)"(’}] = v(z) - Infu(z)] .

lim Iné(z) = lim v(z) - In[u(z)]

DERIVEES ET APPLICATIONS

est maintenant de la forme 0 - (+00) que 'on transforme en une expression de la forme

0 20
0o

On applique 'exponentielle :

lim ¢(z) = L.

. On applique alors la régle de 'Hospital pour calculer limIn ¢(z) = L.
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Exemples 4.15.
1. o : soit ¢(z) — z+. Calculons lim z<.On a

I—00
1 Inz
= g iam=
et la limite vaut " "
lim —— lim —E =1
r-»o0o T r—00 l

Ainsi li’nclo(ln ¢(z)) = 0 ce qui donne (en appliquant e*)
I

lim ¢(z) =€’ = 1.

I—00
2. 1°°: goit ¢(x) = :r:ﬁ"‘ Calculons ilﬂ ¢(z). On a

1 Inz
PR g P = g

et le passage a la limite donne

lim [In ¢(z)] =

Finalement on a donc
lim ¢(z) = et = .
-1 Ve
3. 1 : Caleculer la limite
lim (1+ zz)l/ =
S —

z—0+
=d(z)
On a fars .
Ing(z) = ~ ln(l +2%) = (TH)
- 0 2z/(1 + z2)
R . z/(1+x
a:—r%l Il¢($) ( 0) 0+ 1
On en déduit que lim ¢(z) = ¢° = 1.
4. 09 : calculons
: : = —no
ll_%(sm ) (=0%).
=¢(x)
On alng(z) =z Insinz = lnls/lzz. Par I'Hospital, on a
: . Insinz gy . cosz/sinz
:41:1—11(1} In ¢(T) B JI:I—IRJ 1/x z—0 —1/z2
- B _zz.cos:r
z 0 sinx
= — lim .a: By s = =10 =0,

z=0sinz z—=0 1

En reprenant I'exponentielle, on obtient

lim (sinz)* =€’ = 1.
z—0

In:r B-H . 1/z
11 =1 —413

81
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4.3.3 Comparaison des croissances des fonctions (Inz)%, 77 et ¢7*

Théoréme 4.16. Pour lout 3 >0, on a

In
00 I

La fonction In(z) croit moins vite que toute puissance positive de z.

DEMONSTRATION :
., lmzpm ., 1=z . 1
xllbnc}cF o .‘.l:l—l-bnolo Bzh-1 _:clibngo BB -
O
Corollaire 4.17.
l o
Va,8 >0, lim - ; =
00 I

DEMONSTRATION :
G - 5 = ~ & k-3 i

Le théoréme précédent implique qu’il existe X; € R avec Inz < z2s pour tout z > X.

Alors

In“z _ zi 1
0< 5 < == ﬂ? 0.
T T 3
O
Corollaire 4.18. YVa >0, VYa > 1
o
lim — =
zlbﬂa;lo a* 9
La fonction a* (a > 1) croit plus vite que toute puissance de z.
DEMONSTRATION :
On pose f=Ina >0car a>1et z =Int en notant que z = 0o < t — 0o. Alors
, ot . (Int)*
a}lrngo at tllrrgo efint
. (Int)* . .
= lim =0 (par le corollaire précédent.)
tsoo 1P
O

Corollaire 4.19. Pour tout polynéme P(z) et tout p > 0, on a

im P(z)e™™ =0

—00

Corollaire 4.20.

lim z*(lnz)" = 0.

-0t
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DEMONSTRATION :
On pose £ = et. Alors t = oo lorsque  — 0F. Donc

tn
lim z%(Inz)" = lim e (=) = (—1)”‘@—6I =1

0t

4.4 Dérivées d’ordres supérieurs

Si f'(z) est elle-méme dérivable on note
@) = (f'@)Y
et ainsi de suite f®)(z), f@(z), ..., f™(z).
2

- . . d _ d, d
Lopérateur différentiel se note 72 lieu de E(ﬂ)'

Exemple : si f(z) = sin(z) alors

fi(z) =cosz f"(z)=—sinz fO)(z)=—cosz fW(z)=sinz

Définition 4.21. Si f(") existe et est continue sur I on note
fec™(n

et 'on dit que f est n-fois continiiment dérivable.
On définit
o= =\ Jce*()-
n

(est 'ensemble des fonctions dont toutes les dérivées sont continues.
Exemple : e* € C*(R)

e SifeC"(I)et ge C™(I) alors f+ g€ C"(I) et

(f +9)™ = f™ 4 g,

Formule de Leibniz

e Sif,geC™(I)alors f-g€ C™"(I)etona

(f - )™ = z“: (:) . fn=k) (k)

k=0

ot f9 = f. La démonstration, qui se fait par récurrence, est analogue i celle pour la
formule du binoéme.
En particulier :
(f9)" = f"g+2f'd + fq"
(19® = 19 +31"¢ +31'¢" + fg¥
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4.5 Etude de fonction

4.5.1 Croissance et extremum

Dans toute cette section, f(z) désignera une fonction continue sur son ensemble de définition.

Théoréme 4.22. Soit f une fonction continue sur I = [a;b] et dérivable sur |a;b[. Alors
f est croissante < ' >0 sur|a;b]
De plus, si f' > 0, alors f est strictement croissante.

DEMONSTRATION :
C’est une conséquence du théoréme de la moyenne. Soient ¢ < d € I alors

%f_@ =J(6) avecf € [cd].

Done
F(§) 20« f(d) > f(c).
De plus, si f'(£) > 0 alors f(d) > f(c). O

Définition 4.23.

e 1y € Dy est un maximum absolu de [ si f(x) < f(xp) pour tout z € Dy.

e 3 € Dy est un maximum relatif (ou local) s'il existe un voisinage
ve(To) =]To — €; T0 + €]

de zp tel que f(z) < f(zo) pour tout z € v (xp).

Définitions analogues pour le minimum.

On dira extremum pour maximum ou minimum.

ATTENTION : Un extremum absolu n’existe pas toujours sur R. Exemple : f(z) = arctan z.

3

Théoréme 4.24. Si g est un extremum de f(z) sur I = [a;b], alors
(i) soit xo =a ouxg="b
(i) ou f'(zg) =0

(iti) ou f'(zq) n'existe pas.

Définition 4.25. Un point zq tel que f’(zo) = 0 est appelé un point stationnaire.
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Un point stationnaire n’est pas nécessairement un extremum.
Exemple : f(z) = #%. Alors f'(z) = 322 et donc f'(0) = 0. Mais 7y = 0 n’est pas un
extremum mais un plat.

La condition nécessaire et suffisante pour avoir un extremum en xp est donnée par le
théoréme suivant :

Théoréme 4.26. Soit f(z) une fonction dérivable dans un voisinage de xo mais pas
nécessairement en xg. Alors

zo est un extremum <>  ['(z) change de signe en z.

Plus précisément st
(i) f'(z) <0 (respextivement > 0) sur |zg — & ; xo[ et si
(ii) f'(z) > 0 (respectivement < 0) sur |xg; o + 8]

alors zo est un minimum local (respectivement un mazimum local).

DEMONSTRATION : C’est une conséquence du théoréme 4.22. O

Un cas particulier de ce théoréme est le snivant :

Proposition 4.27. Soit f une fonction continue et xp un point stationnaire (f'(xg) — 0).

(1) Si f"(z) > 0 dans un voisinage de zg, alors o est un minimum local .
(2) Si f"(z) < 0 dans un voisinage de xo alors xq est un mazimum local.

(3) Si f"(z) change de signe en xq alors xq est un plat.

y=0

Concavith down Concavith up
y <0 y'>0
y'=0
minimum

DEMONSTRATION :
(i) Le théoréme de la moyenne appliqué a la fonction f’(z) et & lintervalle |zg; zo + h[

donne » 5 ,
f(£0+ !i_f(mO) =fh"(€)

avec £ entre xg et zg + h donc £ = zg + 0h o1 0 < @ < 1. Ceci donne

>0 sih>0

f(zo+ h) = f’(IO)‘*'h'f”(xO"-oh),“_ { <0 sih<0

=0 >0
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Ainsi f'(z) change bien de signe en g et ¢ est un minimum local.

(ii) idem O

Exemple 4.28. f(z) =222+ 10
fl(z) =4z (=) =4 =% f{0)=0 f'(0)=4>0.
Le point # = 0 est donc¢ un minimum.

ATTENTION :

f(zo) =0 # zo est un extremum
zp est un extremum #= f(z0) =0

Exemple 4.29. f(z) = z3(z% — 1)3.

: 2
fl(z) = 32%(z® — 1)§ + (e - 1)"3322 =

y

En z = 1: f'(z) n’existe pas mais f’ change de signe — extremum.
En z=0: f'(0) = 0 mais f’ ne change pas de signe - » pas d’extremum mais un plat.
Enz= {/g, on a f' = 0 et change de signe. — extremum.

4.5.2 Courbure et point d’inflexion
Définition 4.30. Soit f € C%(I). f est dite convexe sur I si f”(z) > 0 pour tout = € I,
c’est-a-dire si f'(x) est croissante sur I.

f est dite concave sur I si f”(x) < 0 pour tout z ¢ I, c’est-a-dire si f’(z) est décroissante
sur 1.
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Autre caractérisation
1) Le graphe d'une fonction convexe (resp. concave) est toujours situé au dessous (resp.
au-dessus) de la corde PQ ol P et Q sont deux points du graphe.

2) Le graphe d’une fonction convexe (resp. concave) est toujours situé an dessus (resp.
au-dessous) de ses tangentes.

Définition 4.31 (Point d’inflexion). Soit f une fonction. Alors zg € Dy est un point d’in-
flexion de f si f”(z) change de signe en zp.

ATTENTION : Comme pour les extremums, il ne suffit pas que f”(zo) = 0.

Propriété géométrique : en un point d’inflexion, le graphe passe de I’autre coté de
la tangente en ce point.

Exemple 1 : f(z) = Yz. Fflx)= %x'g [(z) = -35=.
f" change de signe en = = 0 bien que f’(0) n’existe pas en ce point (la tangente est verti-
cale). On a donc un point d’inflexion.

Exemple 2 : f(z) = z* — z. fl(z) =42 -1 F(z) = 1222,
On a f”(0) = 0 mais f” ne change pas de signe. Pas de point d’inflexion en 0.

|
|II 4 ] Jj
". B [
f

[

|
/ x
4 PP -

& 8 & i A 2 3 4

_gl

\\\| ]

4.6 Développement limité et série de Taylor

4.6.1 Définitions

Lemme 4.32 (Approximation linéaire). Pour a € Dy fizé, on a

fa+h) = f(a) + f'(a) - h+r(h) (*)
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r(h
oti r(h) est une fonction satisfaisant hm Eh) 0.

DEMONSTRATION : Posons r(h) = f(a+ h) — f(a) — hf'(a). Alors

rh) _ flath) = f@
) _flaxy f'(a)

'r(h)

et on a bien hm f'(a) = f'(a) =0. O

En posant z = a + h, 'équation (*) devient

= f(a) + ['(a) - (z — a) + Ra()

avec lim —— RI(I)
THa T — @

On va généraliser ce résultat en approximant une fonction par un polynéme de degré n :

Théoréme 4.33 (Approximation d’ordre n).

Soit f(z) € C™(I) et a € I un point intérieur de I. Alors
i

e,

@)= 1@+ [ @) - ) + —apt L ”(z )" + Ru(a)

"

= ()

"n(x)
avec gl_x& &= ap ={),

De pl n+1 — f(n+1)(§) _ a\nt+l p
plus, si f € C*(I), alors R,(z) = D! (z —a)""" avec £ entre a et x.
DEMONSTRATION :
/ ™ (a) n
Ral@) = () = S(@) - @)@ —a) =~ T =Pz —a)" ot donc
(ﬂ)
Ry@) = 1'@) - (@) - (@) =)~ -~ L= -

Ry(z) = f"(z) - f"(a) - fP(a)(@—a) —--- - m(ﬁ —a)"?

R (@) = 1) - 1)
R () = 0+ )
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ce qui donne

R (a) = Ri(a) =+ = R{(a) =0
Pour calculer 1131 (f"i;ﬂ, on applique n fois la régle de Bernoulli-L'Hospital :
@
(n) (n)(p) — f(n)
Rn(z) Bt o Rl (z) B BoH Ra”(z) _ o (z) — f™(a) _
z—a (a: — a)ﬂ T—ra 7l - (:1: - ﬂ'.)“_] zra n! T—a n!

Ceci démontre la premiére partie du théoréeme.

Si f € C™t'(I), on pose h(z) = (z—a)™'! et on applique le théoréme de Cauchy n + 1 fois.

Ceci donne (en remarquant que h(a) = h'(a) = h"(a) = --- k™ (a) = 0)
Rn(z) _ Ra(z) — Rn(a) cauchy Ry(&1) _ R(z) — R(a) Cauchy Ry(&2)
h(z) h(z) — h(a) (&) K (x) — h'(a) R (&2)

_RIMD(g) _ (e

Ao~ mrnr  C

Ceci donne finalement

£ _ 1000, _ g

Binl) = 88} G530 = Dl
0
Définition 4.34. Le polynome
" (m
Ti(@) = f@) + F@)e—a) + T2 (z— a4 4+ L1 (z - "

est appelé le développement limité d’ordre n de f(r) au point a ou aussi le polynome
de Taylor de degré n.
La fonction R, (z) est le reste d’ordre n.

Si a = 0 on obtient le développement autour du point 0 :

" (n)
1@ =0 +7© -2+ LD 24 s TO0 0 4 )

(nt+1)
avec Ry(z) = %z“” et 0<0<1.
Exemple 4.35.
f(z) =cosz,a=0,n=3:

"(0 ]
1@ = 10+ O + L0024 003, gy

1
=1+0-:c—§a: +0-2° +R3(z)=1—%:t:2+R3(z)

e
=Ts(x)
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Série de Taylor

Si f € C™(I) et si R,(z) 22% 0 pour tout = € I, on obtient la série de Taylor en a qui
converge vers f(z) : .

. flk)
@)= 8 o

k=0

Notation de Landau

Soit f(z) et g(x) deux fonctions s’annulant en a. On dit que

f=o(g) enzT=a si il_rg ﬁjg 0.
Exemples :
o 5223 = o(z?) (en a = 0) car 11_1::1%-2— = lim 52z =0
e 1—cosz = o(zx) car lim ... 0  (cf. formulaire et tables)

0 -

Avec cette notation, on a

Ry(z) = ofz")

pour le développement limité autour de a = 0.

Propriétés :
A) Si f = o(g) et g = o(h) alors f = o(h) .

B) Si fi = o(g1) et fa = o(g2) alors f1f2 = o(g192) .
C) Si f = o(g) et h = o(g) alors f £ h = o(g).

ATTENTION :
o(g) — o(g) # 0.

Exemple : 423 = o(z?) et z° = o(z?) mais 4z% — z* = 32® = o(z?) .

4.6.2 Exemples

1. Soit f(z) =€* et a=0.
Comme f'(z) = ¢* = f*)(z) pour tout k > 1, le développement limité d’ordre n est
donné par

f”(ﬂ) 1™(0)
n!

e = f(0) + f'(0)z + ——z*+- -+ z" + Rn(z)

1 1
=1+I+§m2+---+aa: + R,(z)

f(n+l}(9_,c) - xnl 1 -

R = e 10 BCESIN
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Ry(z) converge vers 0 pour tout z lorsque n — oo (cf. chapitre 2). Donc la série de
Taylor converge vers f et on a

(s o]
a
Z 'k— VzeR
k=
Développement limité d’ordre 1 :

on a ¢ =1+ z + o(z). Ceci donne e* — 1 = = + o(x) et donc

b T gy 88
z—0 - 0

=1

par définition de o(z). Ainsi autour de z =0, on a ¢* — 1 = z.
2. Soit f(z) = "‘

I

1
et a=0.
T

-

Ona f(0)=1et

fl(x)= “a :£)2 =  fl(0)=-1
f(z) = a +x)3 = [(0)=2

£ (@) = (-1 = [0 =(-D"n

(1+ ;-:)ﬂ

Le développement limité d’ordre n autour de a = 0 est alors

1

T =1-z+a— 2’ +a' — -+ (-1)"s" + Ra(a)
i (nt1) +1

Rar) =18 1yt &

(n+1)!
ce qui donne la série de Taylor

1 o0
- = (-2 vrel-11]
k=0

C’est une série géométrique (de raison —z ) qui converge si et seulement si |z| < 1. Pour
ces valeurs de z, on peut montrer que Ry(x) 2%, 0 et donc la série de Taylor converge

vers f.

3. f(z) =sinz et a=0.
On obtient le développement limité suivant :

3 0 T

T
SIIII=I—§+—|—F+O(.C7)
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fOH62) i1

avec R, (z) = D! qui converge vers 0 lorsque n — oo et ceci pour tout z € R
car |f("*1)(fz)| < 1. On obtient donc la série de Taylor du sinus :
1.2 +1
: k
s R
sinz = E (-1) @1 Vz €
4. On montre de méme que
z o 2 6
co8sx=1—— 5 +-4—|—a+0(:r )

—Z( l)k(2k VzeR

5. Soit f(z) =In(1+ z) et a = 0. Alors

f@)=— —  fO)=1

o) =7 — o=
f[:i)(;;) £ 0 -fz)" == f(3)(0) =2

_1\n+1 | - |
@ = EL N = ) = -1
On obtient la série de Taylor :
: (n)
f(1+z) = f(0)+ f'(0)- = @x’—k---ﬂr%zu
z2 2 It
T - ? 4+ ? — T +

qui converge pour —1 < z < 1.
Si z = 1, on obtient

In2=1-

B | -
ol =
el
o =

C’est la série harmonique alternée.

Dérivée d’une série de Taylor

20
= Z akzk alors

k=0
o0
= Zk cay - &1,
k=1

On peut dériver termes a termes.
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Exemple 4.36. Considérons la série

2 25 2
f(:c)—z—?+?—?+

On a alors

série géom. 1

f@)=1-22+z4 -2 +2%—...

Mais Tt est la dérivée de arctanz donc f(z) = arctanz + C. Comme f(0) = 0 =

arctan(0), la constante C' vaut 0. On a ainsi trouvé la série de Taylor de arctanz :

P 5 7

r I
=z——+———=+... V. -1
arctanz =z — -+~ + z €] —1;1]
Sil'on pose z = 1, on a
S P P
4 3 5 79

4.6.3 Opérations sur les développements limités

Soient f et g deux fonctions admettant T (z) et T} (z) comme développements limités
d’ordre n autour de a = 0.
Alors

o T{*9(z) = T(z) + Ti()

o T19(z) = TI(2) - T(z) (en ne gardant que les termes de degré < n)

e Si f(0) = 0, alors T2*/ () = T(TL ().

e Le développement limité de 4 s'obtient en faisant la division du polynéme T (x) par

le polynome Ty (x) en commengant par les termes de degrés les plus bas.

Exemples 4.37.
1. Développement limité d’ordre 3 de sin(e* — 1) en a =0 :

23
sinz =z — —+o(x‘5)

31
E=1+z+= o 3-+~a($") = ef—1= +:c2+1:3+ 4
il PREL Felagt g+t
IR T T E 3
sin(e® - 1) = [¢* —1] - T + o(z”)
z? :::3 ’ 3
—[ 5 3— (‘l‘—-"[‘ ) + o(z”)
" 3
—3:-1-? 3——6(.1" +3?+o(.c ))+o(a:)
2
PR + o(z®).

!
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2. Développement d’ordre 3 de In(1 + arctanz) en a =0 :

g
arctanz = z — — + o(z*)

3
2 g3 g
ln(l+:c)=x—%+§ %m(f‘)
Donc
an’z  arctan®
111(1+au.rt:rl;f.!.n:::)=£|.rcta=.um:—amt;'ll £ ;.n e
- z® | z3 2+_1_ _ﬁ 3+O(1‘3)
N T W Rt T
a1, 3 3
=z-3—3% +32 + o(z”)
=z — —z° + o(z?)
, - cos T + 12
3. Développement limité d’ordre 3 de f(z) = - na=>0
l-sinz
2
cosz+32=1—=+o0(z%) + 2% = 1+ — + o(z%)

1-—sinz=1—x+§-37+o(;c3)

En posant f{(x) = a + bx + ex? + dx’ + O(x’), on a:

fF(x)(1 - sinx) = cos x + x* —> (a + bx + ex* + dx’ + O(x))(1 - x + x/31 + O(x’)) = 1 + X2 + O(x%)
—>a-ax+ax/3! +bx-bx? +cex?-ox +dx* + O(x*) = 1 +x¥/2 + O(x)
—>a=1,b-a=0,c-b=1/2,a/3!-c+d=0

—->a=1,b=1,c=32etd=4/3

4
Donc f(z) =1+z+ gzg - 52:3 + o(a®).

4.6.4 Application : calcul de limite

Le développement limité permet de calculer des limites indéterminées.

Exemples :

3
1) Le développement limité d’ordre 3 du sinus est sinz =z — g'i + o(z*). Alors

P 3
i SB% _ T ST HOED L 2 o)

el
=0 T x -0 T x—0 3! T

2
2) De méme on a cosz =1 — % +o(z?) = 1-cosz= %z2+o(1:2) et donc

o 1—cosz tesie 1+o(.t2) 1
20 22 202 z2 2
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3)

sin(3z) —3sinz _ . 37— B2 _3(z — &) + o(z?)
=0 z(1 —cosx) 20  g[l—(1- 521 + o(23))]
— lim ~4z3 + o(z?)
230 ﬁ + o(z?)
_ -4 + o(z3) /=3 B
=0 F+o(ah)/z

4.6.5 Application aux extremums

Soit f(z) une fonction et a un point stationnaire. On peut utiliser le développement limité
de f(z) autour de a pour déterminer la nature de a et obtenir le résultat suivant :

Théoréme 4.38. Soit [(x) € C™(I) avec n = 2 telle que
e fla)=0

o fR)(a)=0pourl<k<n et

o fM(a)=C #0. Alors

1 sin est pair et C > 0, a est un minimum (local) ;

2 sin est pair et C < 0, a est un mazimum (local) ;

9 sin est impair, a est un point dinflexion et donc un plat.

Exemples :
A) Soit f(x) = z — sinz. Alors le développement limité autour de z = 0 est

3

f(:t)=:c—sinm=1:-—(a:—§+o( z%)) = 3:: + o(z)

On a done f(0) = f/(0) = f"(0) = 0 et f&)(0) = 1. La premiére dérivée non nulle est la
3eme. On a donc un plat en = 0 par le point 3 du théoréme.

B) Soit f(z) = cos(a®) = 1- 5+ j

Alors f'(0) = f"(0) = f(31(0) =0et f0) = -1.4 = -12. Onadoncn = 4 et
C = —12 < 0 ce qui montre que x = () est un maximum par le point 2 du théoreme.

Remarque 4.39. Le développement limité de f(z) d’ordre n permet de retrouver f*)(a)
pour tout k < n.

4.6.6 Formule d’Euler

D 2 3 4
x »r = &
Onae =) —=1 — =+ —=+...
=17 Liaidr T T T i
Si I'on pose r = i on obtient
- _ ia)2  (ia)® (ia)?
=1 ( -
e + i+ ) 4 31 + 1 +
2 4
x x
N TS, . .
3 T

) 0,3 (15
+i'(a—a+a—...)

= cos o + isin a.
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On a ainsi démontré la formule d’Euler :

e"™ =cosa +isina.

On en dédnuit les 2 formules :

el 4 g—ia . eia — g i
cosa = —-2— sma=————""

4.7 Résolution numérique d’équations : méthode de Newton

On cherche a résoudre 'équation
flx)=0

sur l'intervalle I, en supposant que f € C?(I) et f'(z) # 0 pour tout = € I.
Soit z* la solution (que l'on cherche).

On choisit z; proche de z* et on approxime la fonction f par sa tangente :

L

Equation de la tangente : y = f/'(z)(z — z1) + f(z1).

Intersection avec 'axe Oz :

0= f'(z1)(x2 — 1) + f(z1)

ce qui donne

f(z1)
fi(z1)

En répétant la construction, on trouve la relation récurrente :

I =TI —

f(-”:ﬂ) »
ey | @

Inil = Tn —

On peut démontrer, que si x1 est choisi proche de z* alors la suite des x,, converge vers z*.
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Exemples 4.40.

(1) On cherche a résoudre I'équation z = cosz.

(2)

On prend f(z) =z — cosz. Alors f'(z) = 1+sinz et

3,. -COSI“

Tkl = %~ 1+sinz,
n

Si l'on part avec @1 = % alors on obtient

To = 0.755222 z3 = 0.73914166
x4 = 0.739085 x5 = 0.739085133

Cherchons a calculer {/¢, c € Ry, p € N*.
On prend

f@)=2*-c =  f(z)=pz*!
et 'équation (*) devient '

Th—c 1 c 1
“—_1 =(1-=)zn+-—=-

pzh P pan

Si ¢ € Q4 et z; est choisi dans Q., alors les z, forment une suite rationnelle qui
converge vers {/c.

Tnil = Tn —

Exemple : p = 3, ¢ = 2. On veut approcher v/2. L’algorithme devient

_ 1 2
Tnil = gxr|+ 3_1_%
z1=1 z3=1%1 z3=3% == =5= 125992105002

Pour x5, 'erreur est de 1010,

Exemple :

f(z) = z® + 222 — 5z — 6.

En partant de zp = —1.905985711, on trouve
1 = 0.337561961

z9 = —1.905985711

z3 = 0.337561961

xq4 = —1.9059857105

zs = 0.337561948



