Chapitre 4

Lois de Probabilite

Sommaire

L, TNTPOAUCTION ...t eee e e eesen s e e e e e D

2. Lots iSO O S i i tiiisan sssaasssssmsss ssosssssasas sssassssens suvssnsslh

B L. LOT HIMTOMIB cousssmmsiissiimmmmrmr ety yinmsseasseansssaserilh
2L L DEFIAITION. ..o b
Ll BEporanee BT VoI s s s 5
2.2, Lol Ue BEITOUIN. ;.conummmimsimmimismmmessens s st sesssnssyssspomsasavssassssasssmsassasens 5
22,0, DEFIUHIONcoeeeeeoees s
& L D YR B WO TR s snssicscnssnsussesisis s s
20, L0V BUABITIIIIE coossasussusssiiinis onstetstistiomremenmmsmess ssevmsemvepassesssemormasimaseessasomsos
R
2.3.2. ESPErance et Varf@nCe.....................oeneeeessseeescemeeeeennee
2.3.3. Symétrie et récurrence de la loi binomiale....................
2.3.4. Stabilité de la loi binomiale...................uoooeoeraaecn.

A L0 A POISSON......oomo e e et e ee e e eee e

W W VUV ® @ o oo U W&;

2.4.1. Approximation d'une loi binomiale.........................ooeo.c....

LAL. LOT AE POISSON.......cocoooeeeeeoeeeee e ereseeseeneeeeees e e e

—
o

2.4.3. Espérance et variance.............oeeoeeeeeseerveeeerreereennn 11
2.4.4. Stabilité de la loi de PoiSSOn................ceoeeeeeeceeeeenaan 12

2.5. Loi binomiale NEgative..............coovvoerevecorrrrcce e ss s s 12



251 DETINITION..........oooeoeeeeeer e e ceessrecenees s s s e ses e
2.5.2. ESPErance et Varianee.................oeeoeenrsemseencn

216, LT DO ONNG TGS cisuncovsonsessasis viosomisas st e s ians
3. LOIS CONTINUEBS ... e e e ens

B O U O I o st s s AR R
S L L DBIIITION. . coviivsiviisssiiiosisas s s oo i
3. 1.2 ESpérance et VariQnee................ooicrseenessnne
3.2. Loi normale ou loi de Lapiace-Gauss...;................................,.........‘.....‘.

oL DEFIOIIION, ..o

3.2.3. Espérance et varianee...............oeeoereeeveenreeneerne
228 STabilile G I fOEBOTHRIIE.........coiiciiiiisssviisiisiivssmsiissiiniciisss

3.3. Loinormale réduite ...,

3.3.3. Espérance et variance.................coeeeeccennereen
3.3.4. Relation avec la loi normale.............................oe.....
3.3.5. Calcul des probabilités dune Joi normate......................
3.4. Lais déduites de la [0i NOrMale.......... i e ssssssssssassssssas
341 Loi du sze LR st
342 LOi de STUAGNY ...

4. CONVEIGRNCER.........ooeeeereceee e eees e st ses st sns s s s

4.1. Convergence €N l0i.........cocoo et
4.2. Le théoréme central limite..........cun i

4.3. Convergence vers la loi normale...........ccooooiieoorvooeeeceeceeceres e

4.3.1 La loi binomiale.....................oooeeoveererrereeces e

-
13

13

.14

14

.14
.15

16

.16
3.2.2. Etude de la fonction densité de probabilite.................

17
17
.18

...18
3 3L DEFTAITION.......coooeooeee e e e e nns LO
3.3.2. Etude de la fonction densité de probabilite..................19
.19

...20

.20

- |
B |
-
3.4.3. Loi de Fisher-Snédécor.............oeermrrern 24
-
B
B
T

ek



432 Laloide PoiSSon.............ooeoooeeeee e,
4.4, Inéqgalité de Bienaymé-Tchébycheff........oocoriceriveninnnne.
4.4.1 Inégalité de Markowv............. oo
4.4.2. Inégalité de Bf'endyme’- Tchébycheff.......uc..

el
sl
...28
.28



1 Introduction

Il est toujours possible d’associer a une variable aléatoire une probabilité et définir ainsi une
loi_de probabilité. Lorsque le nombre d’épreuves augmente indéfiniment, les fréquences
observées pour le phénoméne étudié tendent vers les probabilités et les distributions
observées vers les distributions de probabilité ou loi de probabilité.

Identifier la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire donnée est essentiel car cela
conditionne le choix des méthodes employées pour répondre a une question biologique
donnée (chapitre 5 et 6).

Identifier la loi de probabilité suivie par une variable aléatoire donnée est essentiel car ccla
conditionne le choix des méthodes employées pour répondre & une question biologique
donnée (chapitre 5 et 6).

2 Lois discretes

Par définition, les variables aléatoires discrétes prennent des valeurs entiéres discontinues sur
un intervalle donné. Ce sont généralement le résultat de dénombrement.

2.1 Loi uniforme

211 Définition

Une distribution de probabilité suit une loi uniforme lorsque toutes les valeurs prises par la
variable aléatoire sont équiprobables. Si # est le nombre de valeurs différentes prises par la

variable aléatoire, Yi Pl=x)= —
n

Exemple :
La distribution des chiffres obtenus au lancer de dé (si ce dernier est non pip€) suit une loi

uniforme dont la loi de probabilité est la suivante :

X 1 2 3 4 5 6
P(X =x,) ] 1 1 1 i !
6 6 6 6 6 6

=




1 5] ) ‘l 6 ; 5
avec pour espérance : E(X)= z Zi =3,5 et pour variance V(X)=— 212 —E(X) =2,92
i=1 i=1
ot les valeurs x, correspondent au rang i de la variable X dans la série.

212 Espérance et variance

Dans le cas particulier d’une loi discréte uniforme ou les valeurs de la variable aléatoire
X correspondent aurang x,=i (Vi € [1, n])

n+1 n? -1
E(X)=

V —
2 * Vll=—p

S pour succes et £ pour échec

‘ete, « nombre de succeés » telle que au cours

icatrice,

rnoulli X telle que,

T o e i I o)

222  Espérance et variance

L’espérance de la variable de Bernoulli est EX)=p

car par définition E(X)=D.x,p, =(0xq)+(1xp)=p

=1



[.a variance de la variable de Bernoulli est

X)) = pq

' 2
car par définition V(X) = fop‘. -EX)Y =[(0x q)+ (1 xp)] —p2

i=1

dou VX)= p—p’=p(-p)=pq

2.3 Loi binomiale

231 Définition

Décrite pour la premiére fois par Isaac Newton en 1676 et démontrée pour la premiere fois
par le mathématicien suisse Jacob Bermoulli en 1713, la loi binomiale est 'une des
distributions de probabilité les plus fréquemment rencontrées en statistique appliquée.

IS

k n-k

»

7 ouX; est une variable de Bernoulli

: de succes obtenus lors de la répétition de »
sreuve ne pouvant donner que deux résultats

e # variables de Bernoulli ou la probabilité
arametres # et p.

ition de k succeés au cours de n épreuves

¢ probabilité car :

YP(S,=k)=2Cip'q" " =(0+9)" =1 carptq=1
k=0 k=0

Remarque : Le développement du bindéme de Newton (p+q)” permet d’obtenir I’ensemble

des probabilités pour une distribution binomiale avec une valeur n ct p donnée. Il existe
également des tables de la loi binomiale ot les probabilités sont tabulées pour des valeurs » et

p données.



Exemple :

Dans une expérience sur le comportement du rat, raftus norvegicus, on fait pénétrer
successivement # rats dans un labyrinthe en forme de H. On étudie alors la probabilité que &
rats empruntent la branche supérieure droite du H.

A chaque épreuve, deux événements peuvent se produire : soit le rat suit I’itinéraire voulu
(succes) soit il ne I’emprunte pas (échec). Sachant qu’il y a 4 itinéraires possibles (branches),
la probabilité du succes p = 1/4.

Hypotheése :

- si les rats n’ont pas été conditionnés,
- si la branche supérieure droite ne comporte aucun élément attractif ou répulsif,

- si le choix de I'itinéraire d’un rat n’affecte pas le choix du suivant (odeurs)

alors : la variable aléatoire X « itinéraire emprunté pour x rats » suit une loi binomiale

X ﬂ(n,i)

dont la distribution des probabilités est la suivante si I’on ¢tudic le comportement de 5 rats :

0,40 1 Distribution de probabilités
i de la variable binomiale X
X B(5,0,25)
0,30
0,20
0,10
0,00 4+t >"t — 13 »
0 1 2 3 4 5 k

Remarque :
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= 0,237

=1,395
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=0,088

= 0,015

=0,001

Il est possible d’obtenir aisément les valeurs des combinaisons de la loi

binomiale en utilisant le triangle de Pascal. De plus on vérifie que la somme des probabilités

est bien égale a 1.




232  Espérance et variance

L’espérance d’une variable binomiale S, est égale a E(Sy) =np
en effet E(S,) = E(X;+ Xo+.. + X+ . +X)
or B+ X+, 4 X+ o F X)) = ZE(X) propriété de espérance
i=1
et ES)=D E(X)=2.p avec E(X;)=p variable de Bernoulli
i=1 =1
d’ou E(S,)=np
[La variance d’une variable binomiale S, est égale & V(S,) = npq
)
a) propriété de la variance

/(X;)=pq car variable de Bernoulli

-at , quel est en moyenne le nombre attendu
I’expérience porte sur un lot de 20 rats ?
:tte variable ?

binomiale

et p. Elle est symétrique pour p = 0,5 et
ssymétrie est d’autant plus forte :

<) PuUuUl 7 11IAC Uue r OOL PIud pPoLiL.

Afin de faciliter les calculs des probabilités, il est possible d’utiliser une formule de
récurrence donnant les valeurs des probabilités successives :

k+1
s B e e )
k q




234 Stabilité de la loi binomiale

Théoréme :
Si S, et S, sont deux variables indépendantes suivant des lois binomiales respectivement
S: = B(np)etS, — B(m,p)alors S, + Spn—> B(nt+m,p) démonstration

24 Loi de Poisson

La loi de Poisson découverte au début du XIX® siécle par le magistrat francais Siméon-Denis
Poisson s’applique souvent aux phénomenes accidentels ot la probabilité p est trés faible

(p <0,05). Elle peut également dans certaines conditions étre définie comme limite d’une loi

binomiale.

241 Approximation dune loi binomiale

Lorsque n devient grand, le calcul des probabilités d’une loi binomiale
k_k _n-k
P(Sn :k)zcnp q
devient tres fastidieux. On va donc, sous certaines conditions, trouver une approximation de
Pk plus maniable.

Comportement asymptotique :
si n—>0 et p—0,
alors X: B(np) — P(L) avecnp—> A

Remarque : Cette approximation est correcte si n > 50 et np < 5.

Exemple :

Soit une loi binomiale de parameétres (100 ; 0,01), les valeurs des probabilités pour kde 0 a 5
ainsi que leur approximation & 107 avec une loi de Poisson de paramétre (A= np =1) sont
données dans le tableau ci-dessous :

k 0 1 2 3 4 5

P(X=k) 0,366 0,370 0,185 0,061 0,015 0,000
Approximation 0,368 0,368 0,184 0,061 0,015 0,003




Dans le cas de cet exemple ot » =100 et np =1, I"approximation de la loi binomiale par une
loi de poisson donne des valeurs de probabilités identiques a 10~ pres.

242 Loi de Poisson

On appelle processus poissonnien (ou processus de Poisson), le modéle probabiliste des
situations qui voient un flux d’événements se produire les uns a la suite des autres de fagon
aléatoire (dans le temps et dans [’espace), obéissant aux conditions suivantes :

- la probabilité de réalisation de I’évenement au cours d’une petite période ou sur une
petite portion d’espace At est proportionnelle a Af soit pAr .

- elle est indépendante de ce qui s’est produit antérieurement ou a cote,

- la probabilité de deux apparitions sur le méme Ar est négligeable.

Ainsi, des événements qui se réalisent de fagon aléatoire comme des pannes de machines, des
accidents d’avions, des fautes dans un texte, ...peuvent étre considérés comme relevant d’un
processus poissonnien.

Une variable aléatoire X a valeurs dans R suit une loi de Poisson de paramétre A (A > 0) si
&ke—l

k!

les réels py sont donnés par PX=k)=

on note : X = P(r)

Remargue : Une loi de Poisson est donnée par sa loi de probabilité :
(1) Yk, P(X=k)>0

e_’{ﬁLk 2 llk /‘{.k A
Q) D PX=k)=), =g * Y — of ) —=e¢
k=0 k=0 k! k>0 k! =0 k!
ot D PX=k)=ete* =1
k=0
Exemple :

Une suspension bactérienne contient 5000 bactéries/litre. On ensemence & partir de cette

suspension, 50 boites de Pétri, a raison d’1 cm® par boite. Si X représente le nombre de
colonies par boite, alors la loi de probabilité de X est :

X - P (3=5)

La probabilité qu’il n’y ait aucune colonie sur la boite de Pétri est :

10




0 -5

P(X=0)=

=0,0067 soit approximativement 0,67 % de chance.

La probabilité qu’il n’y ait au moins une colonie sur la boite de Pétri est :

P(X > 0)=1- P(X = 0) = 1-0,0067 = 0,9933 soit 99,3 % de chance d’avoir au moins
une colonie bactérienne qui se développe dans la boitc de Pétri. (voir événement contraire)

Comme pour la loi binomiale, il est possible d’utiliser une formule de récurrence pour
calculer les valeurs des probabilités successives :

P(X=k) =%P(X= k1)

243  Espérance et variance

L’espérance d’une variable aléatoire de Poisson est EX)=»M\

Par définition E(X)= kak Zk avec k € N valeurs prises par lav.a. X

k=0

2 3 k+L 2 k
avec Z—— —[ .+—”—+ Lt sz /1[1 o 5 A i-J

k"-{}

dPon  EX)= ;ae"‘z PR )

k>[}

La variance d’une variable de Poisson est X)=»x
; -4
Par définition V(X)=> Kp,—EX) =Y K 7

k=0 k=0 k

en posant k” = k+ k(k—1), alors

2/18 ki k=1 .« 4
Dk _Z i ZTM

k=0 - k>0 k=0
:k -4 AZ 2‘3 /ﬁ[{k+ 1 3 4 k42
dod Y B2 = e_;{/'l-%_ =+ ...+—J+e""[ P s -ﬂ'———J
il o 2 i 2
dou e "‘Z—u{ Z——

kz[} k=0 k!

11



d’ot V(X)=Le e+ e’ -1 =4

Remarque : 11 est a noter que dans le cas d’une variable aléatoire de Poisson, I’espérance
et la variance prennent la méme valeur. Ceci est un élément a prendre en compte lors des
tests de conformité a une loi de probabilité.

Exemples :

Dans le cadre de la culture bactérienne, le nombre moyen de colonies attendu sur la boite de
Pétri est : E(X)=A = 5 colonies.

Ainsi si I’on effectue plusieurs cultures bactériennes (plusieurs boites de Pétri) a partir de la
méme solution initiale, on attend en moyenne cing colonies pour ’ensemble des boites.

En ce qui concerne la variance et I’écart-type , on aura :

VX)=4=5 et o(X) =4 V(X) = 2,24 colonies.

244 Stabilité de la lor de Poisson

Si X et Y sont deux variables aléatoires indépendantes suivant des lois de Poisson

respectivement

X —> PetY > P(ualors X+ Y- P (At

2.5 Loi binomiale négative

251 Définition

Sous le schéma de Bernoulli (épreuves identiques et indépendantes), on désire obtenir n
succes et ’on consideére la variable aléatoire discréte X qui représente le nombre d’épreuves
indépendantes & nécessaire a I’obtention des # succes.

X suit une loi binomiale négative de paramétres n et p notée 5N (n,p) si :

P(X= k)=Cf__]1pnqk_n aveckneN et k2n

12




Remarque : Dans le cas de la loi binomiale négative, le nombre de succés z est connu et
I’on cherche le nombre d’épreuves k, nécessaire pour obtenir les n succés. Ainsi le dernier
événement est connu car les épreuves cessent avec I’obtention du "™ succes et I’on choisit
n-1 objets parmi k-1. '

Exemple :
Pour étudier le domaine vital d’une population de poissons, des ¢metteurs radio sont fixés au

niveau de la nageoire dorsale aprés une légére anesthésie locale. Suite a divers aléas, on
considére que 30 % des poissons équipés ne sont pas repérés par la suite. Si ’on considere
gu’un minimum de 15 poissons doivent étre suivis pour avoir des résultats statistiquement
acceptables, la variable aléatoire X « nombre de poissons devant étre équipés » suit une loi

binomiale négative X— BN (15,0,70)

En posant comme hypothése que les causes de pertes de liaisons radio soient suffisamment
nombreuses pour assurer I’indépendance entre chaque épreuve, la probabilité d’étre obligé
- d’équiper 20 poissons est de :

19!
P(X =20)= —

14!51(0,70)15(0,30)5 = 0,13

252  Espérance et variance

n
L’espérance associée a une loi binomiale négative est : E(X)=—
p

q

La variance associée a une loi binomiale négative est : ViX)=n—

253 Lol géométrigue

Lorsque le nombre de succés » est égal a 1, la loi de la variable aléatoire discréte X porte

le nom de loi de Pascal ou loi géométrique de parametre p telle que :

PX=K=pd" avecke N’

13



Voici pourguoi :
Si ’on considére la variable aléatoire X « nombre de naissances observées avant
I’obtention d’une fille » avec p = 1/2 (méme probabilité de naissance d’une fille ou d’un
garcon), la loi suivit par X est une loi géométrique car :

X=1si{X=F}avec P(X=1)=p

X=2si {X=GnF}avec P(X=2)=gp

X=3si {X=GNGNF} avec PX=3)=qqp=¢’p
d’ou X =k si {X=GNGnN...N.GNF} avec k-1 {X=G} et donc P(X = k) = pg™!

D’ou I'espérance associée a la loi géométrique est : E(X)=—
14

et la variance associée a la loi géométrique est : V(X)= %
p

3 Lois continues

Par définition, les variables aléatoires continues prennent des valeurs continues sur un
intervalle donné.

3.1 Loiuniforme

311 Définition

La loi uniforme est la loi exacte de phénoménes continus uniformément répartis sur un
intervalle.

La variable aléatoire X suit une loi uniforme sur le segment [@,b] avec ¢ <b si sa
densité de probabilité est donnée par :
1
x 4
foy=7—
fx)=0 si x & [a,b]

si x € [a,b]

14



1 1
b-a
0 f >
a b x a b %
Fonction de densité de probabilité Fonction de répartition

Quelques commentaires :

(1) La loi uniforme continue étant une loi de probabilité, I’aire hachurée en rouge sur la

figure ci-dessus vaut 1. Ceci implique que la valeur prise par f{x) vaut
-

(2) La probabilité que X € [a’,b’] avec @’ <b’eta’.b’ € [a,b] vaut :
Pa<x<b)=[ fx)dx=[. = I il
b—a b-a
(3) La fonction de répartition associée a la loi uniforme continue est telle que :
Fy(x)=0six<a
Fy(x)=1six>b

Fe(x)=

— 1 2
sia<x<bh
—-a

3.12 Espérance et variance

b+ a

I’espérance de la loi uniforme continue vaut : E(X)=

En effet par définition E(X)= E:j xf(x)dx
E(X)= .an xf(x)dx+ ijf(x)dx + .EOC xf(x)dx cours analyse (Intégrale)
or fw xf(x)dx=0 et Ew xf(x)dx =0 par définition de la loi uniforme continue

1 | x? .
—b—a{_:L

1 pa a7
E()Q—z(b_a)[b a’|= 2(b (b a)b+ a)=

=b_
b+a

15



b—a)’
La variance de la loi uniforme continue vaut : V(X)= %L

En effet par définition v =[x f(x)di— E(X)’

V(X)=J:xzbwab
+3 3_ g3 2
V(X)=b—l;[?} —E(X)2=,,ia[b 3 }—[b;a]

i_ .3 1 2 1
: {b aJ:S(szrab—i-az) ot {MJ=Z(bZ+2ab+a2)

2 A i . . = :
— E(X)” méme simplification que pour I’espérance

o p-a|l 3 4
v w2l lneae |l (p- gy
I

1 une variable aléatoire continue dépendant
les effets s’additionnent et dont aucune n’est
cquiert sa forme définitive avec Gauss (en
slle porte également les noms de: loi de

ss facteurs environnementaux (disponibilité
$tiques. Dans la mesure ou ces facteurs sont
1 peut supposer que la taille corporelle suit

Une variable aléatoire absolument continue X suit une loi normale de paramétres (1 , ) si
sa densité de probabilité est donnée par :

f:R >R

1[x—p 2

2N o *
Xk f{x)= e avecpelR etce R
fx) Aon 0

Notation : X—> Mu, o)




o0
Remarque : On admet que J:D f(x)dx=1 dans la mesure o I’intégration analytique est

impossible.

322  Ftude de Ja fonction densité de probabilité

La fonction fest paire autour d’un axe de symétrie x = . car fix + p)=Ap -x)
d’olt Dy =[p, +oof
La dérivé premiére f(x) est égale a : f(x) = _(x _'”Jj(x)

a

d’ou f'(x)=0pourx=p et f'(x) <0 pourx>p
La dérivé seconde f>’(x) estégalea:  f(x)= _%[1 - MJ £(x)
o o’ ’

d’ouf’(x)=0 pour x=p+o et f7(x)>0 pour x>p+o

X R L+ o + o0

0.2

relo- 0 s
£ |0 - 015]
1 ]
O 272' D.'l"
fx) |
1 B! ]
2 5 U.US_
o227 //z

-20 -10 o

Remarque : Le paramétre p représente I’axe de symétrie et o le degré d’aplatissement de
la courbe de la loi normale dont la forme est celle d’une courbe en cloche.

323  Espérance et variance

L’espérance de la loi normale vaut : EX)=p

La variance de la loi normale vaut : V(X)) = G




324 Stabilité de la loi normale

Theoreme :
Soient X) et X> deux variables aléatoires normales indépendantes de parametres
respectifs (U1, o1) , (M2, G2), alors leur somme X;+X; est une variable aléatoire normale

de paramétres (1 + [, O} +03 ).

Voici pourquoi :

(1) E(Xi+Xp) = E(X)) + E(X?) Propriété P, de 'espérance.

or E(X1)=p et £(Xy) = o d’ou EX+X2)=pi+ W

(2) "MXi+X3) =V(X) + "X2) Propriété P; de la_variance lorsque X; et X; sont
indépendantes.

or V(X)) =0 et V()= o’ dolt V(Xi+X) =0, +0)"

Ce théoréme se généralise immédiatement a la somme de n variables aléatoires normales
indépendantes.

3.3 Loi normale réduite

3.3.1 Définition

Une variable aléatoire continue X suit une loi normale réduite si sa densité de probabilité
est donnée par :

ffR> R
[ =P

xl—)f(x):me 2

Remarque : fest bien une loi de probabilité car :
s VxeR, fix)=0

» f est intégrable sur ]-o0, + o[ et f:f(x)dx =]



332  Etude de la fonction densité de probabilité

La fonction fest paire car f{-x) = f{x) d’ot Dz = [0,+e0 [
La dérivé premiére est f(x) = -x f{x) avec f’(x) < 0 pour x> 0.
La dérivée seconde est /7’ (x) =-flx) +x"flx) = (x2 —1) fx) qui s’annule pour x = 1 sur Dg.
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Remarque : L’axe de symétrie correspond a I’axe des ordonnces (x = 0) et le degré
d’aplatissement de la courbe de la loi normale réduite est 1.

J383 Espérance et variance

L’espérance d’une loi normale réduite est : EX)=0

En effet par définition E(X) = _E:j xf(x)dx.

Or la fonction a intégrer est impaire d’ott E(X)=0  (cours d’analyse : intégrale)

La variance d’une loi normale réduite est : nx)=1

En effet par définition V(X) = f:x 2 f(x)dx— E(X)"

. 1 o 5 -2
douV(X)=—2ﬁj_wxe dx

En effectuant une intégration par partie :
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o2 L, 2
V(X):_%L —xe ? _Eoc —e 2de avec [—xeT] =0

-
}C2
2

dx =1 par définition d’une fonction de répartition

or V(X) =:/;=:)r [Te

doa VX =1

3.34 Relation avec la loi normale

Si_X suit une loi normale NV (u,6), alors Z = = , une variable centrée réduite suit

une la loi normale réduite AV(0,1).

335 Calcul des probabilités d'une loi normale

La fonction de répartition de la loi normale réduite permet d’obtenir les probabilités
associées a toutes variables aléatoires normales N (u,o) aprés transformation en variable
centrée réduite.

On appelle fonction 7, la fonction de répartition d’une variable normale réduite X
telle que : T :R> R

12

tHfr(t)zP(X-ct):% [ e ar
g o

Les propriétés associées a la fonction de répartition T sont :

(Py) T est croissante, continue et dérivable sur R et vérifie :
lim z(f)=1 et limz(r)=0
—+w {—»—0

(P») VteR T+ (-)=1
VteR T () - T () =21() - 1
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Une application directe de la fonction 7 est la lecture des probabilités sur la table de la loi
normale réduite.

34 Lois déduites de la loi normale

341 Loidu y ? de Pearson

Définition
La loi de Pearson ou loi de ;gz {Khi deux) trouve de nombreuses applications dans le cadre

de la comparaison de proportions, des tests de conformité d’une distribution observée a une
distribution théorique et le test d’indépendance de deux caracteres qualitatifs. Ce sont les test
du khi-deux.

Soit Xj, X3, ..., Xi,..., Xy, n variables normales centrées réduites, on appelle
¥* la variable aléatoire définic par :
1
XZZXIZ +X22+...+X12+...+X52: Zlyxz
i=1

On dit que 7 suit une loi de Pearson a n degrés de liberté (d.d.L.).

Remargue : Si n =1, la variable du ¥* correspond au carré d’une variable normale réduite
de loi A{0,1) (voir Rapport entre loi de probabilité) .

Propriétés :

normales centrées réduites ct 5’1l existe &
X2+ X2 + X 4.+ XP+..+ X2 suit une

ne loi de Pearson a nt+m ddl
loi de Pearson a n-m ddl (si n<m)




Pour y*> 0, la fonction densité de probabilité

est de la forme :
z 1
C(l) =—==
e =~

Pour x> <0, Ax>)=0

D =Cmy2 e

Pour n > 1, on utilise la table du Khi 2

Remargue :

i=1

or EX;H=3dou N(XH)=3-1=2

ainsi V(2= 2 V(X*)=2n
i=1
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La constante C(7) est telle que Ef(x)dxz'l. La distribution du y* est

sque » augmente en se rapprochant de la
imilée lorsque n > 30.

E)=n

(; variable normale réduite

‘male réduite_avec £(X;) =0

V(xh) =2n

s ¢tant indépendantes,

- [EXOY




342 Loi de student

Définition

La loi de Student (ou loi de Student-Fisher) est utilisée lors des tests de comparaison de
paramétres comme la moyenne et dans 1’estimation de paramétres de la population a partir de
données sur un échantillon (Test de Student). Student est le pseudonyme du statisticien
anglais William Gosset qui travaillait comme conseiller a la brasserie Guinness et qui publia
en 1908 sous ce nom, une ¢tude portant sur cette variable aléatoire.

Soit U une variable aléatoire suivant une loi normale réduite A(0,1) et ¥ une variable

aléatoire suivant une loi de Pearson a n degrés de liberté xf , Uet V étant indépendantes, on

U
dit alors que 7, = 7 suit une loi de Student & n degrés de liberté.
U n

La fonction densité  de

probabilité est de la forme :

2

A= C(n)(l .

2

Loi réduite de Gauss

)
?’f]

Calcul des probabilités avec la

table de la loi de Student Loi de Fisher-Studen|

{a n degrés de ij

!l

Remarque : La constante C(7n) est telle que rf(x)dx:]. La distribution du 7' de

Student est symétrique et tend vers une loi normale lorsque » augmente indéfiniment.

Espérance ef variance

L’espérance de la variable de Student est : E(T)=0 sin>1




n
La variance de la variable de Student est : V(T)= > sin>2
n —

3.4.3 Loi de Fisher-Snedecor

La loi de Fisher-Snedecor est utilisée pour comparer deux variances observées et sert surtout
dans les trés nombreux tests d’analyse de variance et de covariance.

Soit U et V deux variables aléatoires indépendantes suivant une loi de Pearson
respectivement a » et m degrés de liberté.

n n
On dit que F' = suit une loi de Fisher-Snedecor a { } degrés de liberté.
m

/
V/m

Pour F > 0, la fonction densit¢ de
probabilit€ est de la forme :

1 nem
f(F) = C‘(n,m)ﬁ_‘z (m +nﬁ1)-[ g J
Pour F<0,AF)=0

Utilisation des tables de Fisher-Snedecor

pour le calcul des probabilités.

Remarque : Si n =1, alors on a la relation suivante : F{; ,,) = W =T, m2 (voir Rapport
m

entre loi de probabilité) .

Espérance et variance

L’espérance de la variable de Fisher-Snédecor est : Bl )= sim>2
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B 2m*(n+ m=2)
" n(m=2)(m-4)

La variance de la variable de Fisher-Snédecor est : V(F) si m>4

4  Convergence

Dans ce paragraphe, sont traités des éléments de calcul des probabilités dont 1’application
statistique est nombreuse. La partie fondamentale est le théoréme central limite. Les
éléments présentés permettent de préciser ce que signifie I’ajustement d’une loi de probabilité
par une autre (notion de convergence) et ainsi de justifier I’approximation d’une distribution
observée par une loi théorique (chapitre 7). De plus ces €léments permettent de donner des
limites d’erreurs possibles dans 1’estimation d’un élément d’une population (chapitre 6).

4.1 Convergence en loi

Soit une suite de » variables aléatoires X, X5, X, ..., Xi,..., X,. Cette suite converge en loi
vers la variable aléatoire X de fonction de répartition Fy quand # augmente indéfiniment, si
la suite des fonctions de répartition £, ,F, ,Fy .....F ,..F, tend vers la fonction de

répartition Fy pour tout x pour lequel Fy est continue.

Exemple :

Nous avons montré que la loi de probabilité d’une variable binomiale tend vers une loi de
Poisson lorsque # tend vers ’infini. Il en serait de méme des fonctions de répartition
correspondantes. On peut donc dire que la loi binomiale B(n,p) converge en loi vers une loi

de Poisson de paramétres np. (voir Rapport entre loi de probabilité).

42 Le théoréme central limite

Appelé également théoréme de la limite centrale, il fut établi par Liapounoff et Lindeberg.

On se place dans une situation_d’épreuves répétées, caractérisées par une suite
Xi, X, X, ..., Xiy..., Xy de n variables aléatoires indépendantes et de méme loi (espérance

E(X)) = n et variance V (X;) = o ). On définit ainsi deux nouvelles variables aléatoires :

la somme S, =X+ X+ X+ ..+ X,
X+X +..+X S

la moyenne M, =———-= 2 — =z

n n




telles que :

E(S,) =y EMy)=p
US,) =no” V(M,)= L8
n

Voici pouguoi :
Pour les deux variables aléatoires , les valeurs de I’espérance et de la variance sont li€es aux
propriétés de linéarité et d’indépendance.

Ces formules sont a la base des principaux estimateurs en statistique.

Théoreme central limite

Soit la variable aléatoire S, résultant de la somme de # variables aléatoires
indépendantes et de méme loi, on construit la variable centrée réduite telle que :

7 = S, —nu

(i}

Alors pour tout # € R, la fonction de répartition F(f) = P(Z, < f) est telle que :

<2

ﬂ(!)—)ﬁ J-;e_-?a'z quand 17 — oo ¢’est a dire M(0,1).

Remargue : On peut calculer Z, aussi bien a partir de S, que de M, car

S —nu M -—u

Y= "odn  ofn

Une variable aléatoire résultant de la somme de plusieurs v.a. ayant méme loi et méme
parametres est distribuée suivant une loi normale réduite lorsque le nombre d’épreuves n
tend vers I’infini.

Le théoréme central limite s’applique quelque soit la loi de probabilité suivic par les
variables aléatoires discrétes ou continues, pourvu que les épreuves soient indépendantes,
reproductibles et en trés grand nombre.

Grace au théoreme de la limite centrale, on peut voir que des phénomeénes dont la variation est
engendrée par un nombre important de causes indépendantes sont généralement susceptibles
d’étre représente€s par une loi normale.
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A TPaide de la convergence en loi et du théeréme central limite, il est possible de faire
I’approximation de certaines lois de probabilités par d’autres (voir Rapport entre loi_de

probabilité) .

4.3 Convergence vers la loi normale

4.3.1 La loi binomiale

Théoréme :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi binomiale de paramétres (np), alors
1 (k—,u P

(=2

P(X=k)zo'42_jz:e 4

avec p=EX)=npet o' =V(X)=npgq
La convergence est d’autant plus rapide que p est voisin de 0,5, distribution svmétrigue pour
la loi binomiale.

quand 1 —> o0 ¢’est a dire A{(0,1)

Remargue : On considére que I’approximation est valable si on a 4 la foismp > Setng > 5
(voir Rapport entre loi de probabilité).

4 3.2 Lor de Poisson

Théoréme :

Soit X une variable aléatoire suivant une loi de Poisson de paramétre L alors

(k2)?

242 quand 1 —> oo ¢’est a dire A{0,1)

1
PX= k)wmz—;e

avec E(X)=Aret V(X)=hr

Remarque : On considére qu’on peut faire ces approximations si A = 20 (voir Rapport
entre loi de probabilité).

44 Inégalité de Bienaymé-Tchébycheff
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L’inégalité de Markov et ’inégalité de Bienaymé-Tchébycheff s’appliquent aussi bien aux
variables aléatoires discrétes ou absolument continues. Elles permettent pour une variable
aléatoire X d’espérance E(X) = p et de variance 6> d’évaluer la probabilité pour que X differe
de la moyenne d’une quantité inférieure a une valeur 4.

Le probleme est de donner une consistance quantitative a la remarque déja faite que, plus
I’écart-type d’une variable aléatoire est faible, plus sa distribution de probabilité¢ est
concentrée autour de son espérance mathématique (voir degré d’aplatissement de la loi
normale). Afin de démontrer cette inégalité, nous allons présenter tout d’abord I'inégalité de
Markov.

4.4.1 Inégalité de Markov

Soit X une variable aléatoire admettant une espérance £(X) et une variance V(X), étant donné,
un réel #>0 Pinégalité de Markov donne :

P(X|=h) < ;712 E(X?)

Voici pourquoi :
P(X|= k) =D, p lasommation étant étendue 4 toutes les valeurs de 7 tels que x| > 7
iel

2 2
Xy - X; [ s
danscecas:lzleson lsk—’z = piSpihf;

1 1 i
ainsi ). p, s Y.pxl  dou ) p, <— E(X") et P(X|> 1) <— E(X?)

iel el iel

442 Inégalité de_Bienaymé- Tchébycheff

Si I’on applique I’inégalité de Markov a la variable aléatoire X—Xr, ona
— 1 s
P(X-X|> h) < 7 El(X = X))

or E[(X—X)']=V(X)= 0" eten passant & I'événement contraire, on a :

2
- o
PlX-X<h)21-—=
En posant &= to avec { > 0, on obtient I’in¢galit¢ suivante
X-X|

1
P( ﬁl‘)zl—r—2 sachant que ¢ > 0
o
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qui est équivalente a

L L o . , .
ve>0 P( >1) < 7 inégalité de Bienaymé-Tchébycheff
o

Remargue : Ces inégalités n’ont d’intérét que si ¢ est assez grand.
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