Chapitre 5

Calcul intégral

5.1 L’intégrale définie
5.1.1 Définition par sommes de Riemann

Soit f € C°[a: b] positive. On cherche a calculer I'aire S du domaine limité par le graphe de
f, 'axe Ox ainsi que les droites z = a et z = b.

[(=) |

a b

On partage Vintervalle [a; b] en n intervalles Iy, Iy, ...I, de fagon arbitraire Iy = [z—1; 2]
avec g = a et T, = b.

On choisit ensuite un & € I de facon toujours arbitraire. Notons Azy = z — 23— la
largeur de 'intervalle I et soit

Sn =) (&) - Axy

k=1

la somme des surfaces rectangulaires déterminées par I et [(&).
(’est une approximation de l'aire cherchée et cette approximation est d'autant meilleure
que les Azy sont petits et donc que le nombre d'intervalles n est grand. A la limite (si elle
existe), on obtiendra 'aire cherchée S. On pose alors la définition suivante :
Définition 5.1 (Fonction intégrable). La fonction f(z) est dite intégrable sur [a; b] si la
limite

8= lim Sn

n— oo

sup Az = 0

existe et ceci indépendamment du choix des zj. et des &. On note cette limite
b
[ f(z) dz.
[
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Remarque 5.2. On peut montrer, que pour qu’une fonction f(z) soit intégrable, il suffit
de montrer la convergence des suites S,, pour deux choix particuliers des &,. En effet, posons

M;. = sup f(z) my = inf f(z)
zClj zEl;

Alors my < f(&) < Mj pour tout choix de & € Ii et donc

n

n n
ka <Az < Zf(fk) Az < ZMI:‘A-TI:-
k=1 k=1 k

=1

=8n

Si les termes de gauche et de droite converge vers la méme limite S lorsque n — oo et
Az — 0, alors par le théoréme des gendarmes, la somme S,, converge également vers S
(pour tout choix des &) et [ est ainsi intégrable.

Remarque 5.3. Si f(z) < 0 pour tout = € [a;b] et f est intégrable, alors on a
b
/ f(z) dz < 0.
a

b
Ainsi / [(z) dz est une aire algébrique affectée d'un signe. Les domaines au-dessous de

P'axe Oz sont comptés négativement.
5.1.2 Propriétés de 'intégrale définie

1) [ﬂf(x)d:n=0
@)

b ' c
[ 1@ i+ [ f@ dz= [ fa) s
a b
= [ a=-[ 1@ i
(3) Linéarité de I'intégrale :
b b b
[@r@+ps) ds=a- [ @) as + 5 [ ofa)de

(4) Sia<bet f(z) < g(z) Yz € [a; b], alors

[:f(z)dxsj:g(x)dz

b b
[ 1@ as| < [ 7@ as

a a
DEMONSTRATION : Ceci découle du point (4) et de I'inégalité

~1f(@)| < f(z) < |f(=)]

pour tout z € [a; b].
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(6) Inégalité de Schwarz :

( [ @)(a) ) [f?(z)dx [ P() dz.

b
DEMONSTRATION : Pour tout t € Ron a / (f(z) — tg(x))* dz > 0 ce qui donne

b
[[(7@) - 21@o@) + £42(a) do > 0

et par (3) ,
/f2z)dx—2tf #(2)g dz+t2/ A(z) dz > 0

et ceci pour tout t. Le discriminant de cette équation du 2éme degré en £ doit donc étre
négatif on nul. Ainsi

A=B2—4AC=4(ff(x)y(x) dz)2—4f:f2(a:) dx/:g2(x)dx<o

O

Remarque 5.4. La variable d’intégration est une variable muette. Son changement n’af-
fecte en rien la valeur de I'intégrale :

/ " e f " ol

Définition 5.5. [ est continue par morceaux sur I = [a;b] §'il existe Iy = [zj_1; 2%
k=1,2,...,n avec 290 = a et z, = b de telle sorte que f(z) soit continue sur chaque

intervalle ouvert |zx_;; xx[, continue & gauche en z;, xa, ..., T, et continue a droite en
chaque zg, 71, ..., Tn-1- A
;
/ |
X % x x "

Théoréme 5.6. Toute fonction continue par morceaux est intégrable.

Sans démonstration.

5.1.3 Théoréme fondamental du calcul intégral
Dans cette section, nous allons montrer le lien entre I'intégrale définie et la dérivée.

Lemme 5.7 (Théoréme de la moyenne du calcul intégral). Soit I = [a;b], f € CO(I). Alors
il existe £ € I tel que

b
[ 1@ dz=1)-®-a).
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DEMONSTRATION :
Soit m = inf f(z) et M = sup f(z). Alors
zel zel

b
m»(b—a)é/ flz)dz < M- (b-a).

et donc .
1
flom) =m < 2 [ (o) do < M = f(am)
Comme f est continue, il existe un & € I avec f(§) = c par le corollaire du théoréme de
Bolzano (chapitre 3). O

Appliqué a l'intervalle [z; 2 + h] ce lemme assure I'existence d'un £ = z+6h (0 < 0 < 1)
avec

xrt+h
/ " ft) dt=h- f(z -+ Oh). (+)

Théoréme 5.8 (Théoréme fondamental du calcul intégral). Soit I = [a;b] et f € CO(I).
Posons

F(z) = [ " 5) at.
Alors F'(z) = f(z) pour tout z € I.

DEMONSTRATION :
Reprenons la définition de la dérivée :

F(z + h) — F(z)

Finl= 2
) 1 x+h T
—im 3 ([ rwa- [ o)
) 1 1 h
—’1;1_1110 E/; f(t) dt
o Lk
——;l‘u}}’ z-h-f(:r+9h) 0<0<1 par (¥
= lim J(x+ 6h)
= f(z) car f est continue.

En d’autres termes, on a

= [ 10 a] - e
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Explication intuitive :

dF(x)
dzx

dF(z) = F(z+ h) — F(z) = dz - f(z) = = f(z).

Théoréme 5.9. Soit f(x) intégrable sur I = [a;b] et F(z) telle que F'(z) = f(z). Alors

b
a

[a " J18) de = F(B) - Pl F()|

DEMONSTRATION : Posons ®(z) = [ f(t) dt.

Alors par le théoréeme précédent, on & &' (z) = f(z) = F'(z). Ainsi ®(z) = F(z) + ¢
(cf. chapitre 4).

Or ®(a) =0 = F(a)+c=0 = c=—F(a). Donc ®(z) = F(z) - F(a). On en
déduit que

b
B(b) = f £(t) dt = F(b) — F(a).

Corollaire 5.10. Soit f(x) une fonction continue et ¢(x) une fonction dérivable. Alors

(a)
d

2| 10| - -1
)

-~

W(z) 1
-~ [ ] f()dt| = f(¥(2)) - /() - £(#(2)) - ¢'(x)
L | J¢(=) i

5.2 Primitives

5.2.1 Définition et propriétés

Définition 5.11. Soit f(x) une fonction. Une primitive de f(z) est une fonction F(z)
telle que F'(z) = f(z).

Remarque 5.12. Si F(z) est une primitive de f(z), alors
G(z) =F(z)+c¢

en aussi une primitive de f(z). Réciproquement, deux primitives d'une méme fonction ne
different que d’une constante (cf. chapitre 4 : f'(z) =0 = [(z) = ¢).
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La section qui précéde a montré que le calcul d’une intégrale définie se raméne au calcul

d’une primitive.
[ f@) dz

De ce fait, on note
I’ensemble de toutes les primitives de f(z), que 'on appelle aussi intégrale indéfinie.

Déterminer les primitives d’une fonction est un probleme difficile.

Le théoreme du calcul intégral montre que toute fonction continue posséde une primitive.
Mais il existe des fonctions analytiques continues qui n’ont pas de primitives analytiques
comme par exemple f(z) = e .

Linéarité de la primitive : la linéarité de la dérivée implique celle de la primitive :

[af@ +so(a) ds=a- [ f)de+5- [ o(@) dz

5.2.2 Recherche des primitives
Primitives de quelques fonctions élémentaires

(I) Fonctions puissances Pour ¢ # —1, on a

et

(IT) Fonction exponentielle :
™ ds= lfz“" +C.

=]

(I11) Fonctions trigonométriques :
a 1 1.
/sm(az) dz = - cos(azx) +C [cos(az:) dzr = Esm(a:r) +C
(IV) ete...

Recherche par calcul direct

On obtient certaines primitives en transformant la fonction a intégrer de telle sorte a faire
apparaitre une forme connue de dérivée :

Exemples 5.13.
1
—_— =7 i - x
(1) f — dz =?. On sait que (y/pz +q)’ = 57==. On a donc

2

1 2 P /’ P 2
—_—dr = — —— = . —ee g = —a/ + 44
/\/px+q fp 2\/pz +q P 2\/px+q P s
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(2)
/cosz(pa:) dr = [%(1 + cos(2px)) dz = %:r: + %psin(Qp:c) +C.

3)

2+zr+1 2+1+z .1 1
- b7 ol s o i = + arct +C.
/ 3 d:c—/ (2 1)cs.’.:z: [ e ld:c In |z| arctan(r)

Plus généralement, comme (F(g(z)))' = F'(g(z)) - ¢'(x) , on a la formule

[ [(9(z)) - ' (z) dz = F(g(x)) + C (5.1)

ol F(u) est une primitive de f(u).

Une méthode pour intégrer est donc de mettre I'intégrant sous la forme f(g(z)) - ¢'(z) en
sachant trouver une primitive de f.
11 est donc important lors du calcul d’une intégrale de repérer les dérivées internes (= d(z)).

Exemples 5.14.

T 1 2z i |
1 —_—dr = b, | =—[2' 2+l_
”/m” fz\/zw—ﬂ‘"‘ ¥ i i
Z\KI§+1+C.

On a utilisé le principe précédent avec f(u) = —= et g(z) =22 +1 = ¢'(z) = 2z.
Vi

1 @ +1):
3 1/2

n—

dz = + C

(2) On veut calculer / coszsin® z dz. On voit que cosz est la dérivée de sinz. On pose

donc g(z) = sinz et f(u) = u® dont on connait une primitive : F(u) = ju®. Alors

) "
fcos:::gm3:c dz = F(g(z)) +C = Zsm4:c+ C.
g'(z) flg(z))

En appliquant la formule 5.1 & des fonctions f particuliéres, on obtient les formules sui-
vantes :

()
/ ¢'(z)e?® dz = &9 + C.
(I1) p
9@ . _
=) dz = In|g(z)| + C.
(111)
[@la@)de = 5 @ 0t
(1V)

(=)

T+ (@) dz = arctan[g(z)] + C.
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V)
[ ¢(@)cos(a(@) de = sinlg(z)] + C.

(VI) ete...

Intégration par parties

On sait que (fg)’ = f'g+ fg ce qui donne f'g = (fg)’ — f¢'. En intégrant des deux cotés
on obtient la régle d’intégration par parties :

f f(@)9(z) dz = f(2)g(z) - f f(@)d (@) dz. | (LPP)

Exemples 5.15.
(1)
z 4. LBP. _ z x x_ - v
/:ce dz =" z€ —fe dz=ze* -e"+C=¢"(z—1)+C.

avec f'=c* et g=r.
@) / Inzds=g(lnz—1)+C (cf. exercices)
(3)
/sin(z)c“ dz "= sin(z)e” — /cos(a:)c" dz
LEP. sin(z)e* — [cos(a:)e” - /—sin(x)e” d.r]
= (sinz — cosx)e” — /:ain(:::)cJr dz
On obtient (en passant le terme — [ sin(z)e® dz de I'autre c6té)
2. /sin(:a:]e‘B dzr = (sinz — cos z)e”

et donc
/Sin(:ﬂ)e: dr = %(s'mz — 0063:)6; 3 EF.

(4)

1

[a.rctanz dr = [ 1-arctanz dz LEr zarctanz—fa:- — dz
1+ 22

1
= garctanz — §ln(1+a:2) +C

en posant ' = 1 et g = arctan z.
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Intégration par changement de variable

Théoreéme 5.16. Soit f(x) une fonction continue sur un intervalle I et ¢ : [o; 8] — I
une fonction de classe C' avec a = ¢(a) et b= p(B). Alors

b B
[ 1@ dz= [ sew)-¢0 @
La transformation z — ¢(t) s’appelle un changement de variable.

On effectue done les trois substitutions suivantes :

(i) = =¢(t)

(i) dz = ¢/(t) dt

(iii) ET on change les bornes d’intégration.

()
DEMONSTRATION @ Soit G(z) = / J)dt et g(x) = f(p(z)) - ¢'(z). Alors par le
corollaire 5.10, on a 2

G'(z) = f(p(z)) - ¢'(z) = g(z).

La fonction G(z) est donc une primitive de g(z). Il s’ensuit que

A B
/ ot) dt =G| = G(6) - G(a)

ce qui donne
] w(B) pla) 0(8)
t)) - o'(t) dt = T) dx — ) dx = T) dx .
[ sy a= [ s e [ s as= [ s

O

Remarque 5.17. Ce changement de variable est également valable pour calculer une pri-
mitive de f(x) & condition de pouvoir inverser la fonction ¢(t) c’est-a-dire de pouvoir
écrire t = p~1(z).

Exemples 5.18.
1
1

dz.
o (1+22)V1+ 22

T =tant = dz = (1 + tan®t) dt

1. Calculons J =

On pose

0 T
avec —— <t < —.

Et comme tan(0) =0 et tan () = 1,0on a

5 1 ) =
J=/4 (l+t:au.nzv§)d£=‘/4 - dt
0o (1+tan?t)V1+ tan®t 0 1

i 1
=[ |cost|dt:/ cost dt =sint
0 0

/4 /2
0 2
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Comme ¢ est inversible sur I'intervalle considéré, cet exemple permet de trouver une

rimitive de f(z) = -
" (1+22)V1+22
En effet, on a t = arctan z, ce qui donne

F(z) = sint = sin(arctanz) 4 C.

- 1 f:ra(l—z2)5"2d:|:: ?
On a z € [-1;1]. On pose z = sint a ,—ggtg
x=sint => dr—=-cosldt

e

t = arcsinz = cost = cos(arcsinz) = /1 — z2.
On obtient

/9:3(1—:1:2)5*’2d::=fsinst-(1—3i112t)5"2-tmtdt=/sin:‘t-cosst-ooatdt
=/sint-(1 —cos2t)lcosﬁtdt:/(sintcosﬁt—sintcusst) dt
=—%cos7t+%cos9t+c

1L 1
- §(1 = x2)9,’2 o ?(1 .- I2)?,I'2 +C.

5.2.3 Intégration des fonctions rationnelles

P
Soit f(z) = % une fonction rationnelle & intégrer.

On effectue les étapes suivantes :

1%r¢ étape : si deg(P) > deg(Q), on effectue la division eulidienne de P(z) par Q(z) :
P(z) = Q(z)D(z) + R(z)

ce qui donne gg; = D(z) + % avec cette fois-ci deg(R) < deg(Q) et D(x) intégrable.

Dans la suite, on ne considére done que les fonctions rationnelles %%} avec deg(P) < deg(Q)
et Q(z) = 2" + - - + a1 + ap normalisé.

28me 4tape :  On sait que Q(z) se factorise dans R en un produit de polynomes du premier
degré et/ou du deuxiéme degré sans racines réelles :

Q(z) = (z — a1)™ -+ (z — ap)™(a® + 241z + By)"* - -- (2 + 24,z + By)" (5.2)

P
On décompose alors la fraction rationnelle Qg; en une somme de fractions simples, chaque
terme dans (5.2) contribuant de la maniére suivante :
—y m N —— fr - - l.| ‘ -
(z—a)™ o G—af oot o actions simples de lére espéce
Dz + E, Doz + Eo Dz + Dy

(22 + 24z + B)' = -

"7 (2% + 2Az + B)!
fractions simples de 2éme espéce

z2+2Az+ B = (z?+2Az + B)?
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3%m€ Gtape :  On intégre chaque fraction simple (cf. plus bas).

Exemples pour la 2éme étape :

1)
2+z+4 B Z2+z+4 _Cl+ Cy Dz+ E
234222 -2z z(z—1)(a2+2) z z-1 22+2
e En multipliant (*) par = et en posant z = 0, on obtient

2 +z+4 Cax (D:.-:+E)a:]
(z —1)(22 + 2) lz=0 z—1 r2+2 lz=0
4

=T

(*)

=[Cl+

donc Cy = —2.

e En multipliant (*) par # — 1 et en posant z = 1, on obtient

2 +z+4 Gz -1) (Dz+ E)(z—-1)
2@ +2) “ O e

z=1
6
T

donec Cy = 2.

e En multipliant (*) par z et en faisant z — oo, on obtient
0=C1+Cs+D
done D = 0.

e On choisit une valeur particuliére pour déterminer E. Par exemple, en posant z = —1,

C.
on a % =-C; - ?2 + 3 °e qui donne E = —1. En conclusion

a2 +z+4 o 2, 0 1
z(z—1)(z2+2) =z z-1 242

2)
2 +52+2 2 +5x4+2 G 4 G G G
(22-12 (z-1)2x+1)2 z-1 (z-12 z+1 (z+1)%

e Multiplication par (z —1)? et z:=1: % =Csy

e Multiplication par (z +1)? et z:= —1: _T4 =Ci=-1

e Multiplication par z et £ -+ 00 : 1= C; + C3
e Onposez—=0:2=-C;1+C2+C3+ Cqdonc 1 =C3 —C,

Les 2 derniéres équations donne : C3 = 1 et C; = 0. Finalement

B+5c+2 2 1 1
@-12 (@-1? z+1 (z+10
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3eéme étape : intégration des fractions simples

Les fractions simples ont toutes des primitives élémentaires :
Fractions simples de lére espece :

e si m # 1 alors
1 1 1
(m—a)mdx__(m—l)‘(a:-—a)’"‘1+0

e sinon

1
f dz=Mlz—a|+C
[ el -

Fractions simples de 2éme espéce :

Dz +E /D(2x+2A)+E DA
z24+2Az+ B 2+2Az+ B
D 2z + 2A 1
fx2+2A..~:+B & (E_DA)f(m+A‘+B r A
E-D v 2
~—2-ln(:1;2+2A:1:+B) + - 1/ . dom Ag
2 vB— AE ( 4+ A )
VB-AZ
D E - DA z+ A
== .Iln(z® +24Az+ B) + ——— arct (——-—) C
g "o Bl = A Wy R
(5.3)
f Dz +E dx_fg(2x+2A)+E—DAdx
(a2 +2Az+ B)2 (22 + 2Az + B)?
D 2z + 2A 1
__/(1:2+2Az+8)2 * (E_DA)/(;1:2+2Au':+13’)2
D 1
=2 Fremrs T DA
Il reste a calculer )
(z2 4+ 2Az + B)? -

On pose u — = + A et on applique la formule suivante :

f;duz S ES : arcta.n( )+C
(u? + B)? 268(u? +B)  28VB VB

La formule précédente peut étre vérifiée directement ou s’obtient par parties. Plus
généralement on a la formule récurrente :

f 1 du — u 4 2n—1 1
(u? + g)nt s 2nB(u? + g)n 2nf3 (u? + ﬁ)

Exemple complet : Calculons / Piz) dz = ] %
3+ x4 -2
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lére étape : division euclidienne : 7 — 2z° = (-2)(z® + 22 — 2) + (222 + 3) et donc

7-2° _ . 27+3
B 4+z2-2 P +22-2

2¢me étape : On factorise Q(z) : Q(z) =2 + 22 — 2 = (z - 1)(z% + 22+ 2)
Décomposition en fractions simples :

222 +3 Ci Dz+ E

(z—1)(z2 + 2z +2) z—1 212242

5
e Multiplication par z — let x =1 : 5= Ci done C; = 1.
e Multiplication par z et £ > 00 : 2= Cy + D donec D = 1.
. 3:0:%=—C1+%dunnef,‘-——l.

Finalement
252 + 3 1 z—1

(z—1)(22 + 22+ 2) =:.-:—1+:1:2+2z+2

3eme étape : Intégration

/ 2 dr=ee= 40

r—1

sk !
/mﬁ= 5 In(e" + 22 +2) — 2arctan(z +1) + C

en appliquant la formule (5.3) avec A = 1, B =2, D = 1 et E = —1. En mettant ces termes
ensembles, on obtient

P(z) , 222 +3

W“"—/‘“—Wﬂ
1 z—1

—‘2“]m‘“ +fm‘“’

1
= —2J:+I.n|x—1|+§ln(:::2+2.1:+2)—2arcta.n(:r+ 1)+ C.

5.2.4 Intégration des fonctions rationnelles de fonctions trigonométriques
P(sin z; cos )

——— =, on effectue un des changements de
Q(sin z; cos x)

Pour intégrer une fonction de la forme
variables suivants :

(a) t =sinz out=cosz

t 1 1
b) t = tanz ce qui donne sinx — , COST=——— et dr—= dt
(&) " 1+t V1+1t2 1+1¢2
2t 1-¢ 2

dt.

)
¢) L =tan — = si = —, - t —
(c) § Tmmeraan meesgTey 8 1+122

Le dernier changement (c) fonctionne toujours mais peut étre plus compliqué que les chan-
gements (a) et (b).
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Exemple 5.19.

tan z sinx .
/mdz‘f oosz(l-l-cos?z)dx changement (a) : t = cosz et dt = ~sinzdz

1 1 -
-~ [xom = [G-wp®

—-%ln(l +t2)—ln|t|+C;%ln(1+coszz)—ln|cosz|+a

5.2.5 Quelques autres techniques
(A) VaZ — %22

Pour intégrer une fonction comportant des termes de la forme v/a? — b2z2 on peut parfois
effectuer le changement de variable

;c:‘-;sint - dz;%mstdt

ce qui donne vaZ? — b?z2 = |a|\/1 — sin’t = |a| cost.

Exemple :
/\/1+:r2d:r:/v’l-sin2£wstdt
-—/\/oosztcostdt=/oosztdt
-/5(1+oos(2z))dt~ L v lanen+c
* 3 T2 4
%arcsinx + isin(2 arcsinz) + C
(B) Va? + b2

Pour des fonctions comportant un terme de la forme v/a? + b222, on effectue le changement

= %sinh(t) ce qui donne dr = %cosh(t) dt et

Va2 + b222 = |a|Vcosh?t = |a| cosht.

Exemple :

/\/1+z2dz=/\/1+sinh2tcoshtdt

=/eosh2£dt=/%(t+cwh(2t)) dt

1 i .
—§t+4—smht+C

1
= Ea.rcsinh:x + isinh(2arcsinh z)+C
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(C) Fonctions irrationnelles

vz +1
:.':4\/_(13

t=z = =15 = dzr = 6t°dt.

Ceci donne /= = 3 ot ¢z = (2. L’intégrale se transforme en une intégrale rationnelle :
&r gr

=7

Exemple : /
On pose

VZ+1 B8+1 _,
4 dz= | —— 6t° dt
—43/},@ tb—4t26t
t6 4¢3
=6 dt=...
t4—4

5.3 Intégrales impropres

5.3.1 Définitions

On désire calculer des termes de la forme /m f(z) dx. Quel sens donner a la borne oo ?
a

Définition 5.20. Soit f(z) une fonction bornée et continue. On appelle intégrale im-
propre de lére espéce une intégrale de f(z) ol I'une des bornes tend vers l'infini.
On pose

£
8 = [ f(o)dz
a
et 'on calcule Elim ®(£). Si cette limite existe, on définit
+00

[ 1@ dz = jim w0).

oC
On note parfois / f(z) dz = F(a:)lw ou F(z) est une primitive de f(z).
a a

Exemples 5.21.

3
(1) f Tdr = Ilm e "dzr = lim —e"]z 11m [1 —e ‘f] = 1.

0 £€—00

(2) Que vaut/ coszdzr? On a
0
¢ €
foosrd:c=sina:| =siné
0 0

o0
et la limite Elim sin £ n’existe pas. Donc / cos z dx n’existe pas.
=300 0

Définition 5.22. Soit f(z) une fonction continue sur |a; b] avee lun = +00. On appelle
z—at

intégrale impropre de 2éme espéce 'intégrale f flz)dz
a
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Si la limite existe, on pose

l%@@=ﬁﬁﬁj@ﬂ.

On note parfois
b b
[ 1@ da = r@),

Ici F(a™) signifie lim F(z).
T-ra

Exemples 5.23.

1 4
(a)'/;ﬁdx HM[\/_dm lim [2vz]! = lim (2-2v6) =2.

e—0+

(b) L’intégrale
1
- —dzx
0o T
n’existe pas car

[
= dz = In(1) ~ In(¢) = ~ In(¢)

et la limite quand ¢ — 0" n’existe pas (elle vaut +00).

Définitions :
e Si une intégrale impropre existe, on dit qu’elle converge ; sinon, elle diverge.

e Unc intégrale impropre / f(z) dz est absolument convergente si / | f(x)| dx converge.
I

Ici, et dans la suite, on peut avoir I = [a;00[ ou I =] — oc; b].

Théoréme 5.24. Soit f(z) € C°(I). Si / |f(x)| dx converge, alors /f(:z} dz converyge.
I I

b b
DEMONSTRATION : Ceci découle de I'inégalité | / f(a:)da:| < / |f(x)| dz.
a a

Techniques d’intégration

Les intégrations par parties et par changement de variables s’appliquent aussi aux intégrales

impropres :
~ LP.P o0 - 00
Exemple 5.25. / ze ¥dr = —gze | -— / S e s ) [e—x] -
0 0 0 0
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Quelques remarques importantes

+o0
(1) Pour calculer Vintégrale f(z) dz, il faut calculer

—0C

+oo

f(:r)d:r— hm/f(a:)d:c+hm/f:r)d:r

Jim [ 1(x) da

Exemple : L’intégrale / sinz dx n’existe pas car les limites

et NON PAS

—00
0 : £
lim sinz dx et lim sinz dz
£-r—00 £ §—00 Jp
n’existent pas.
1l est FAUX de penser que f sinz dz = ( parce que sin est impaire.
—00
5 1
(2) Pour calculer /0 @22 dz, il faut calculer

/: (z-2 f (z - 2)2

car la fonction a un pole en z = 2. Or

* 1 1
/0 (z — 2)2 e

3
ne converge pas. Donc l'intégrale ] —5v3 4% ne converge pas.
0o (z-2)

S | 1
./0 (z—2)2 d'n__:::—2

2

0

Le calcul

est FAUX.

5.3.2 Criteres de convergence

Comme pour les séries, on a un critére de comparaison :

Théoréme 5.26. Soient f(z) et g(x) deuz fonctions telles que |f(z)| < |g(z)| sur 1.
1) Si lintégrale / lg(z)| dz converge, alors l'intégrale / |f(z)| dz converge.
I T

2) 8i lintégrale / |f(z)| dz diverge alors I'intégrale / lg(z)| dz diverge.
I 1

Ce théoréme est trés utile avec les résultats suivants :
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Théoréeme 5.27.

gt {l——irbl-f sir<1

o =¥ | 4o sir>1l.

*1
Done l'intégrale [ i dx converge si et seulement si T < 1.
0
DEMONSTRATION : Pour r # 1, on a
. 1
j g " dz = ' T
0 1-r

b1 b
Sir:l,onaf—da:=1nz:| = +-00. O
0o T 0

b 1 - 5
L =07 dr<l
400 dmrsl

0

Exemple : le critére de comparaison permet d’affirmer que 'intégrale ————
P P p q ar [ ‘/—( mg +1)
1

i F
converge car —=——— B ) \/_—

11 pour z €]0; 2].
2

Théoréme 5.28. Soient a >0 et r > 0. Alors
e | 400 st T€1
f —dx={_1 al™™ sir>1
a r—1 : i

-1
Ainsi / pr dz converge st et seulement si v > 1.
a

DEMONSTRATION : Pour r # 1, on a

]Mde_— L zl-r
5 =2 L=¥

o0 1 oo
Pour v = 1, ona/ —dx = [lnz:} = +4-00. O
s & a

+

- 00 si r<l
T e osir>L

Application : soit f(z) = gg} une fonction rationnelle. Supposons que Q(z) # 0 pour
o0
> a. Alors ] f(x) dz converge lorsque

deg(Q) — deg(P) > 2

et diverge sinon.

Exemple :

/ I(1+008 T)
o 1+22

o0

o 1+z2

et

deg(1 + z%) — deg(z) = 1 # 2.
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Fonctions exponentielles

Pourg>0etacRona

oo

i " |
[ e Pdr=——¢ "
a q

= _e W
a q

o0
Corollaire 5.29. Pour toutl p,q > 0 et tout a € R, l'intégrale / e dx converge.
a

DEMONSTRATION : En effet, on a

¥ 00 0
e‘l!‘z"

ce qui implique, qu'il existe N € N tel que
P < et/ V> N.

Done zPe % < e 9/2%_ Le critére de comparaison implique la convergence de I'intégrale
considérée.

5.4 Application : calcul d’aires

5.4.1 Aire entre 2 courbes

Nous avons vu que 'aire du domaine limité par Oz et y = f(x) entre a et = est donné par

a0 = [foe = A@-s0) = L@

— dA = f(z)dz = ydz. (%)

dA est I'élément différentiel d’aire et on a

A=/dA.

Si f(z) < g(z) sur le domaine considéré, alors I'aire du domaine limité par y = f(z) et
y = g(z) entre a et b est donné par

b
f,. [f(@) - 9()] de.

ATTENTION : si le graphe de f coupe celui de g, il faut faire attention au signe.

Dans certains cas, il est plus simple d’intégrer en fonction de la variable y, les bords du
domaine étant alors des fonctions de y. On a la formule symétrique :

dA = z(y) dy.
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Exemple : calculons I'aire du domaine compris entre la droite z + y — 0 et la parabole
v =2y—az.
ly

4+
3.
23
1
5 : X
4 -3 -3 -1 1 2 3 4
/ -1
e 2
K4q=0
3 J

e On calcule d’abord les points d’intersection : O(0;0) et I(—3;3).
e On exprime les bords comme des fonctions de la variable y :
droite : z = —y = g1(y)
parabole : z = 2y — y% = go(y).
Alors
dA = [g2(y) — 1)) = [2y — ¥*) — (—v)] dy = 3y — ¥*) dy

et 'aire est donc
y=3 S5 141 8
A= [dA= -dy= |z -8 ==
/d /,,:03" ol [2” il Mg

Représentation paramétrique
Supposons qu'une courbe soit donnée sous forme paramétrique :

{ o

Alors #(t) = % = dz = @(L)dt. La formule (*) devient

dA = ydz = y(t)#(t) dt

et I'aire entre t = tp et t = g vaut alors

tQ
A= y(t)z(t) dt.

Lp

Exemple : la cycloide

La trajectoire d’un point d’un cercle roulant sur une droite est donnée par la cycloide :

{ z(t) = R(t — sint)
y(t) = R(1 — cost)

Calculons 'aire d’un arc de cycloide.
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Y
4
3 Q.4
2
1
m x
3 -3 1 2 3 4

On a #(t) = R(1 — cost). Alors
2w T
A;/O. y(t):i:(t)dt=[}2 R(1 — cost)R(1 — cost) dt
2
= m/ (1 —2cost + cos®t) dt = R%(2x — 0+ 7) = 3w R?
0

Rappel :
2®

2w
w52t+sin2tdt=/ 1-dt=2n
0 0

2
et donc par symétrie f cos’tdt = .
0
5.4.2 Domaine fermé

= z(t)

our t € [{1; 1],
y=yt) P ltrita]

Soit D un domaine fermé dont la frontiére est définie par {

g

-

.

F
Onat, <ip<tg<lts.

Tp Tp tp t2 tp
AD=/ y'da:—/ y'd:c=/ y(t):i:(t)dt—(/ y(t)x’(t)dt+/ y(t):i:(t)dt)
g TG ter te i
tg t2 tp
=~ [Cu- [ vi- [y
tp ta t
t2
— —/ ay dt
151

En intégrant selon y, ¢’est-a-dire en prenant dA = zdy, on obtient

t2
AD=/ 1 dt.
t
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En additionnant les 2 formules et en divisant par 2, on obtient

Az%f(z;}—:i:y) dt.

l2

f = intégrale curviligne = / .
i1
ol [t1; 2] parcourt le bord de D dans le sens trigo une et une seule fois.

Exemple : Aire de la boucle de la courbe T': % — 232 + 24 =0

021

0.2

L

Paramétrisation : si 'on pose y = tz, on obtient t3z% — 223 4+ 2% = 0 ce qui donne
3 [(8 -t + :-:] =0 et donc
r=12-¢
{ y= 3¢t

t=0-— (0;0)

t=1-— (0;0)

Et pour 0 <t <1,0onaz>0ety>0. Donc si £ parcourt I'intervalle [0; 1], on parcourt le
bord de D une et une seule fois. Alors

1 P 1 .
AZE/ (a9 — &y) df,-_%f (8% — £3)(312 — 4t3) — (2t — 36%)(t3 — t*) dt
0 0
I Py .. 4
_5/0 th(1-1) e o,

5.4.3 Surfaces sectorielles

Domaines limités par un arc PQ et par les segments OPF et OQ. Alors

1 [le
A=—/ (xy — zy) dt
2 /i

r
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DEMONSTRATION :
Paramétrisation de OP :
g=4f =1 R
= 4 —gy=mt—mt =10
{ o it (pente = m) =} { A, = zy—iy=mt—m

Idem pour QO : zy — 3y = 0.

Donc
Q Q
f(n:‘g}—a':y)dt:[ +/ +/ =0+f ..._,_0,._/ Ty — &Y.
op PQ Q0 P P

Exemple : secteur d'une ellipse d’équation : { Tz = acost

y = bsint
y
4
3 thﬂ
2z
1 PG‘QW
4 -3 =2 -l E 2 4
-1
-2

Alors ‘o y
A=2 [*(acost-beost+ asint bsint) dt = 3ab- (tq — t).
tp

Sit =0 et t = 27, on obtient I'aire de l'ellipse :

Aellipse = mab.

Coordonnées polaires
Si Parc PQ est donnée en coordonnées polaires p = p(y), alors
T = pCcosy et y = psing

donne

T = pcosy — psiny et Yy = psing + pcos p.
L’aire est égale alors &

1 Y. .
A=§/ (zy — dy) dp
P

1 [¥Q = : . .
=§/ peos - (psing + peos p) — psing - (pcosp — psinp) dp
wr

1 [¥Q .
=§f P - (cos® g +sin? @) dy
ep

1 [,
- / P’ () dp.
©

P



y
é 2o 4
Explication intuitive :
3.
2 Gcﬂ ‘:Q
i Patp
5 X
4 -3 -2 -1 1 2 3 4
-1
-2
L’aire du triangle infinitésimal est égale a 3

1 1 1 1
dA=5-baseohautcurﬂ:.'ids-p=§p-dgo-p=Epzdtp.

Exemple : Aire du domaine hachuré de la spirale hyperbolique : p = —3-.

1 b )

W

1 T a2 o 1 a
o3[ L) 42
2(11'{4‘92 wfé‘la ) 2( ¥

5.4.4 Longueur d’arc

Soit I' : y = f(z) une courbe avec f dérivable. On note s la longuecur d’arc de I’ entre le
point P et le point (). On approxime I'arc PQ par une suite de cordes P Fj 1.

R

By

s

Longueur de la corde PPy 1 :

|PePita| = Al = ([ Az} + Ay}

Si I'on divise I'are en n cordes alors on a

sﬂ_ZAzk_Z,/Azk+Ayk—z1/ Ay" (*)

k=0
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Lorsque n —» oo et Az, Ayx — 0 alors % e g =1/ et la séric (*) a comme limite
Lk

3=/2Q \/1+y’(1:)24:£:::=/IQ V1+ fi(z)? dz

De s(z) = /: V14 f'(z)? dz on en déduit §'(z) = g = y/1+ f'(z)? et donc

ds = §'(z) - dx = \/dz? + dy? (%x)

ds = élément différentiel de longueur d’arc.

Si la courbe est sous forme paramétrique :

| z=2(t) dz = i(t) dt
‘"-{y=y(;) . {dy-—ﬂ(t)dt

la formule (**) devient | ds = \/3(t)% + y(t)? dt |et ainsi

8= / - V()2 +y(t)? dt

tp

Exemple 5.30.
Longueur d’une ellipse :

2 2
T y
N:—+==1
a? T b?
avec 0 < a <b.
Paramétrisation : g a(':OSt =3 a: =
y = bsint. y = beost
Alors la longueur vaut :
2r 2w a\2
Iy.= Va?sin?t + b2 cos? t dt:bf \/(3) sin?t + cos?t dt
0 0

27
:b/ 1—k2sint dt
0

5 . a 2
onk =1- ( 3) :
Cette intégrale n’est pas élémentaire : on ne peut la calculer qu’avec des méthodes numériques.
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Longueur en coordonnées polaires
Soit I' : p = p() donnée en coordonnées polaires. Alors les équations
T = pcosy et y = psiny
donnent, comme précédemment,
T = pcosyp — psing et 7y = psing + pcos .
L’élément différentiel de longueur vaut alors

ds = V2 + 32 dp = --- = V/p*(9) + i (¢) do

et la longueur entre les points P et @ vaut

s= [ VED T de.
op

Exemple : Longueur de la cardioide : p = a(1 + cos @) avec a > 0.

=2% *
L=/ \/a2(1 +c0s p)? + a?sin’ ¢ dt.o=2a/ V2+2cosp dp
, ) e

0
- =4cos? £

w (L M M
.—.2afu |‘)_cos%{ dap=4a/0 oos%d:p:Sasin%E;Sa.

5.5 Calcul des volumes

5.5.1 Cas on 'aire des sections est connue

On suppose que l'aire A de la section de ce corps par chaque plan horizontaux est connue;
elle est alors fonction de z : A — A(z).

Le volume du domaine du corps limité par 2 plans trés proches z = 2z et 2 = zp + Az est
approximativement égale au volume du cylindre de base A(z;) et de hauteur Az;. Ainsi

AV = A(z) - Az
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En partageant ainsi la hauteur du corps en n intervalles, on obtient :

Vo= A(zx)- Az
k=0

C’est une somme de Riemann et 'on peut faire tendre n vers U'infini. Si la limite existe, on
obtient

= hm V;.—/ A(2) d=.

Exemples 5.31.
(1) Volume d’un cone de base quelconque B et de hauteur h.

Comme B ¢t B(z) sont homothétiques, on a pour tout z € [0; &) :

Do) - -

h h h
B B B,, B 14" 1
—’/; B(z)dz-/O. ki dz—hz 3% —3B h.

Done

(2) Volume de V'ellipsoide :

c—— + cm——
(ado)? ~ (bdo)?
L’aire de chaque ellipse vaut

Ao = ‘ﬂ'(aéo)(b&o) - :mbé% = mab - (1 S

Bl
e

=3 A(z) = mab (1 - :—:) .
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On obtient pour le volume :

c 22 c z2 22
V= _cﬂ-ab(l_?) d.'z=27rab[o (1—?) dz = 2mwab (z - 3—02)

1
Si @ = b= ¢ = R, l'ellipsoide est une sphére de volume V = g'ﬂ‘RB.

5.5.2 Corps de révolution

Considérons une courbe I : y = f(z)

On peut générer un volume en faisant tourner
e le domaine D autour de 'axe Ou : alors

dV = my’ dz

et donc -
V=n / (z) dz.
x1

e lc domaine D’ autour de I'axe Oy :

dV = rz’dy

ce qui donne

v-r/ Ry
v

1
ou également

V—fr/:sz f'(z)dx

=dy

car dy = f'(z) dz.

Si le domaine est limité par deux courbes f et g, alors

V=r [ @) - fa)da
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Exemple 5.32. y = f(z) = 22% entre O(0;0) et P(1;2).

1
Rotation autour de 'axe Oz du domaine D : V =« f 425 dz = %‘.ﬂ‘.
0

1/3
Rotations autour de I'axe Oy du domaine D : z = f~'(y) = g(y) = (E) et h(y) = 1.

7.
Alors

y=2 2 2/3 1 3 "
- - 3 - - I - o RS
v ?r/_o h(y)*—g(y)" dy ﬂ[o 1 (2) dy =m (y 57 " 5Y )

g 47

6

0

Courbes paramétriques

| z=2z(1)
F'{y=y(t)

dV = my?(t)(t) dt (rotation autour de I'axe Ox)

dV = nz?(t)y(t) dt (rotation autour de I'axe Oy)

Si pour t € [ti;t], le domaine limité par T’ est fermé et entiérement situé d’un coté
de 1’axe, alors le volume du corps de révolution est

Vs f )i dt.

51

Exemple : Volume du tore :

{ z= R+ rcost t € [0;2n]

y =rsint
Alors (axe de rotation — axe Oy)
2m
V= w/ng dt =m
0

= 7r(0 + 2Rr - 7+ 0) = 272 Rr?.

2m
(R+rcost)? - rcost dt = ﬂr/ (R?cost + 2Rr cos® t + 7 cos® t) dt
0
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5.6 Surface de révolution

Rotation autour de 'axe Oz

On considére & nouveau une courbe I' : y = f(z) que 'on fait tourner antour de I'axe Ou.
)

L g fbe)

—> X

On engendre ainsi une surface de révolution dont on veut déterminer 'aire.

Pour ce faire, on divise I' en n cordes Pp_1P;. Chaque segment Pi_,Pj engendre, en tour-
nant, une surface qui est égale a

@)+ )

Asp =27 2

A 2
ol li est la longueur de la corde Py Pg. Or, on a montré que I = {/1+ (ﬁ) Axg.

Donc

2
Sn—ZA‘Ik 22 f(zr— +f(-'1-'k) 1*‘(%%) . Az

En faisant tendre n vers l’mﬁm, on obtient, si la limite existe

zQ
S=21r/ [(@)V/1+ f'(z)? dx

L’élément différentiel de surface est

dS = 2nyds = 2ny - \/dz? + dy? = 27 f(z)\/1+ f'(z)? dz

olt ds = élément différentiel de longueur = \/dz? + dy? dr.

Rotation autour de I'axe Oy

Par analogie, la rotation autour de 'axe Oy donnera la surface

8= 2?1'/20 zy/1+ f(x)? dx.
zp

Iei, on a dS = 2nz ds
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Exemples 5.33.
1) Miroir parabolique : soit y = z? un arc de parabole avec 0 < z < 1.
La rotation autour de Oy donne un miroir parabolique.

Sa surface vaut

1 2 1
8= 211'/ zV1+4z%ds = %g (1 +4:1:2)3"2|0 = %(5\/5— 1).
0

z= Rcosgp

m
ystinfﬂ {pe [0!_]‘

2) Surface d’une sphére. On a T': {

/2
8=1: /dS =9 21r/ z\/E(p)? + y(p)? dg
0

w2
.—41r/ Rcos¢ - Rdp = ATR?.
0

5.7 Convergence des séries : critére intégral

0
Considérons la série i termes positifs z Up.

n=1
Posons f(n) = u, et prolongeons la fonction discréte f(n) aux valeurs réelles z > 1.
™

R
111

0 A————— — -0
4 r a Y ¥ | & >

La condition nécessaire de convergence de la série est que u, — 0 ce qui implique que
f(z) — 0.
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Om impose de plus que f(z) soit décroissante.
Alors la somme partielle
Sp=u1t+us+---+uy

est la somme des aires des rectangles de base 1 et de hauteur f(n). Comme f(x) décroit,
on a

Uy > /:H flz)dz

et donc
2 n+1 +1
s,,)/ f(:.-:)d:r+~-+/ =T i)de
1 n 1
De méme, A
n|
= S0+ 1) 1< [ fla)da
n
d’ol

2 n+1 +1
sn+1<u1+/ +---+f =u + f(z)dz.
1 n 1

Si I'on fait tendre n vers I'infini, on obtient le critére suivant :
o0
e sil= f f(z) dz diverge, alors s, > /m f(z)dz : la série diverge
1 1

00
e sil= / [(z) dz converge, alors lil*Il Sn41 = 8 < up + I : la série converge
1 n—»o0

Applications
Les séries Z % (r > 0) converge si r > 1 et diverge sinon.

Exemples :

oo
1) Que peut-on dire de Z ﬁ T

k=2
Posons 1
f(@) = ——.
¥ . " - i .
e On a bien f(z) décroissante car f' = —($m3)2(ln..~:+ 1)<0siz>2.

0 00 1 oo
0/2 f(:r:)d:c—fg mdx— [lnlln:a;'|]2 = 400.

On en déduit que la série diverge.

— 1
2) Prenons Z e L
£~ k(lln k) ‘
Alors f(z) = o, s | (a2 est décroissante et
i ~1 2 4 1 .1 1
/2. f(z)dz —£ ;(lnx) dz = —(Inz) . Mo {l_l__*mm e~ g

On en déduit que la série converge.



