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Chapitre 5

Régression linéaire

Supposons que 'on se donne deux caractéristiques X et Y sur une méme population.
Par exemple, on pourrait mesurer la taille en centimétres pour X et le poids en kilo-
grammes pour Y des lycéens de premiére année. Pour cela, on mesure les caractéristiques
X et Y sur un échantillon aléatoire de taille n. On obtient ainsi des observations & deux

coordonnées (z;,y;) pour 7 € {1,2,...,n}. Pour cet exemple, prenons n = 5.
éleve 1 1 2 3 4 5 | moyennes

taille en ecm x; || 162 | 167 | 172 | 185 | 190 z = 1762
poidsenkg ;|| 70| 72| 62| 68| 79 y= 702

La méthode la plus simple pour observer la relation entre X et Y est de représenter ces
points dans le plan oii 'axe horizontal représente la caractéristique X et I'axe vertical la
caractéristique Y. Une telle représentation est appelée un diagramme de dispersion.

Yy
80 | (4':5;!!5)
.
7? r
" (12;92)
(Il;yl) b4
70 . o]
(E37) -
65 1 (743ya)
L]
60 1 (x3;93)
: . v . ' ' T
160 165 170 175 180 185 190

Si la relation entre X et Y est exacte, alors on devrait pouvoir trouver, pour une mesure z;
donnée, 'UNIQUE valeur pour y;. Ainsi, Y serait une FONCTION de X (y = f(xz)).

Malheureusement (ou heureusement), il se trouve que dans la plupart des cas, la relation
n’est pas exacte (par exemple deux individus de méme taille n’ont pas exactement le
méme poids). Néanmoins, méme s’il n’y a pas de relation exacte, il se pourrait qu’il y ait
une relation théorique et que, dans chaque mesure, il y ait une part aléatoire.

Dans un tel contexte, on dit que Y est la variable dépendante, et X est la variable
indépendante.
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Pour commencer, on va regarder s’il y a une chance pour que la relation (exacte ou non)
entre X et Y soit affine (le graphe d’une fonction affine est une droite).

On va donc essayer de faire passer une droite “au mieux” parmi les points (z;, ¥:).

Y
80 - (z559s5)
€5

- (z2;92) +b (w45 9a)

- (@1591) (e3:38) Y= (w53 )

€1
o | (o) [20) ey (e4i34)
60 1 (z3393)
160 165 170 178 180 1R85 190

Les notations de la régression linéaire

Yi y; est la mesure effective associée a x;.

y =az + b | Il s’agit du modele affine théorique entre les caractéristiques X et Y.
1l faut déterminer les valeurs des bons paramétres a et b.

¥i = az; + b | Y; est 'approximation théorique par le modéle affine associée & ;.

€ =Y; — Ui | e est Perreur entre la mesure effective y; et son approximation théo-
rique ¥; associée a la i-iéme mesure. Les e; sont appelés les résidus
associés au modéle.

On a ainsi. modéle linéaire

Gy - P —
&=Y~—% <= yi=%te <= y = axi+b +e

5.1 La droite des moindres carrés

Dans ce cas le modéle théorique y = ax + b est construit de maniére a ce que la somme
des carrés des résidus soit la plus petite possible.

n
Autrement dit, on veut a et b tels que la somme Y ? soit minimale.
i=1

Pourquoi les carrés

1. L’élévation au carré néglige les signes. Ainsi une erreur négative ne sera pas com-
pensée par une erreur positive.

2. L’¢lévation au carré réduit les petits écarts (car (3)? = 1; (3)? = &) et amplifie les
grands écarts (car 2% = 4; 4% = 16).

Bien siir, il existe d’autres méthodes, comme la méthode des moindres valeurs absolues
ou I'on cherche les paramétres a et b qui minimisent -, |e;|. Mais les calculs associés a
cette méthode sont plus compliqués.
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Un résultat pratique
Les deux sommes suivantes sont égales.
n n
Z(-’Fi -Z) (% -y = EI:'!J:‘ — nITy
=1 i=1
Preuve

On commence par développer la somme de gauche (les sommes ayant toujours les mémes
indices, on les notera juste }_). A la fin du calcul, on utilise nZ = Y z; et ny = Y ..

(= —Z) (s —7)

S (ziyi — Ty — Y+ TY)

p 3 s s sins
= Sy - YTy — Yoy + YTy
o - _ -

= Yo —Tyw - Tro + Ty 1
E_:_s YTy — TnY — YnT + nITy

= Y. %Y — nIyY

Notations

On va ainsi noter ! chacune de ces deux sommes oxy.

n

Y (@i —F) (i —9) =oxy =Yzt — nTY

i=1 i=1
En remplagant Y par X ou X par Y, on a les formules suivantes.

n

n L] n
Z(-’ﬂi -z} =oxx = Z-’Bf - nT? et Z(y: -9’ =oyy = E yi — ny’

i=1

Théoréme des moindres carrés

Les valeurs des paramétres a et b pour la droite des moindres carrés y = ax + b sont :

IXX

Ces formules ne sont valables que §’il existe au moins deux z; qui ont des valeurs différentes
(sinon, il y a une division par zéro dans la formule pour a).

Conséquences graphiques

Dans la section 5.6, on montre deux propriétés graphiquement intéressantes.
1. la droite des moindres carrés y = ax + b passe par (Z;7), qui est le centre de gravité
des points (z;;y;). En effet, on a la relation ¥ = aZ + b.

2. la droite des moindres carrés y = ax +b est telle que la somme des résidus est nulle.
En effet, la relation Y 7; = ¥ y; est équivalente & " e; = 0.

Ainsi, la droite de régression est agréable a regarder.

1. Par rapport aux notations en probabilités, on a ox x = no?(X) et oyy = no?(Y) on o(X) et o(Y)
représentent les écarts types respectifs de X et de Y. De méme, oxy = nCov(X,Y) ou Cov(X,Y) est
la covariance de X et de Y. De plus, si on travaille avec des échantillons, les estimateurs de la variance
et de la covariance sont sans biais lorsqu’on remplace n par (n — 1).
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5.2 Le coefficient de corrélation

On est maintenant capable de faire passer “au mieux” une droite parmi un nuage de points
selon la méthode des moindres carrés. Cela ne nous dit toujours pas s’il y a une relation
(ne serait-ce que linéaire) entre les caractéres X et Y. Pour cela, les mathématiciens ont
inventé un outil : il s’agit du coefficient de corrélation défini par

oxXy

VIXX\OyYy

Propriétés de ce coefficient
Le coefficient de corrélation est toujours compris entre —1 et 1.
-1<p<1
C’est un outil qui permet de mesurer si la relation est linéaire, presque linéaire ou trés
peu linéaire.
e Lorsque p est proche de 0, alors la relation n’est pas linéaire. Soit les variables sont
indépendantes, soit il y a un autre type de relation (voir page 72).
e Plus p est proche de 1, plus les points sont proches de la droite des moindres carrés
(qui sera de pente positive).
e Plus p est proche de —1, plus les points sont proches de la droite des moindres
carrés (qui sera de pente négative). -

Moralité Plus |p| est proche de 1, meilleure est I'approximation par la droite des
moindres carrés. On dit alors que X et Y sont corrélés (ou linéairement dépendants).

Exemples
y y
15 = . 5
.
0 1 2 » 0 . .® .
) . . b
5 _.0\0—-\ 5 —__* _o-age—
L . L
L] “
0 ® - -~ 0 --2 E
. . - & — - . . . . T
3 40 45 50 55 60 65 35 40 45 50 55 60 65
p = —0.150 p=0.073
v Y
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5.3 Le coefficient de détermination

Relation évidente

Les valeurs y; et i proviennent directement des données. Les valeurs 3; sont obtenues a
partir du modéle. Ces trois valeurs sont liées par la relation suivante.

dépend aussi ne dépend que
du modéle des données
23 -~ e -~ _-\ e
(’yi i yx‘) 2 (yi = 'y) - (y:‘ - y)
——
résidu

Relation «miraculeuse»

Cette relation est vraie lorsqu’on utilise le modéle de la droite des moindres carrés.

n

Z(yi‘_gi)2 i i(@‘—gf = i(yr?f

i=1
Ny "
T - i
variation due variation due variation totale
aux résidus au modéle (car somme des

deux autres)

Définition du coefficient de détermination

Le coefficient de détermination, noté R?, est défini par

> (G- 7)°
R2 — 1:1
‘_g (v — ?)2

Propriétés de ce coefficient

Lorsque la relation «miraculeuse» est vraie, le coefficient de détermination détermine le
rapport entre la variation due au modéle et la variation totale. C’est donc le pourcentage
de la variation due au modéle dans la variation totale.

Pour cette raison, le coefficient de détermination est toujours compris entre 0 et 1.
0SS R’<1

e Lorsque R? est proche de 0, prés du 100% de la variation totale est expliquée par la
variation due aux résidus. Cela signifie que le modéle n’est pas adapté aux données.

e Lorsque R? est proche de 1, prés du 100% de la variation totale est expliquée par la
variation due au modéle. Cela signifie que le modéle est bien adapté aux données.
Théoréme de retrouvailles

Lorsque le modéle est celui de la droite des moindres carrés, le coefficient de détermination
est égal au carré du coeflicient de corrélation. Autrement dit

R2 - p?.
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5.4 La droite des moindres carrés forcée a l’origine

Dans ce cas le modéle théorique y = ax + b est construit de maniére a ce que
1. la droite passe par l'origine du plan;

2. la somme des carrés des résidus soit la plus petite possible.

Autrement dit, on veut a et b tels que

1. b= 0, ainsi le modéle est y = ax.

T
2. la somme Y €? soit minimale.
i=1

Théoréme des moindres carrés pour la version forcée a 'origine

La valeur du paramétre a pour la droite des moindres carrés y = az cst :

(0) n n
o Ty © _ © _ 2
a= ;(_(F ol Oyy = E Tiyi et oxy = E T;
XX i=1 1=1

Cette formule n’est valable que s’il existe au moins deux z; qui ont des valeurs différentes
(sinon, il y a une division par zéro dans la formule pour a).

Ennuis
1. la droite des moindres carrés y = ax ne passe pas forcément par (Z;7), qui est le
centre de gravité des points (z;; ;).

2. la droite des moindres carrés y = ax ne vérifie pas forcément la relation 3 7; = > v,
et ainsi la somme des résidus ) e; n’est pas forcément nulle.

Ainsi, & I'ceil, cette droite peut paraitre un peu bizarre.

Exemple

Lors d’une expérience d’osmose en biologie, un arbre chimique grandit dans une solution
a 30% de saccharose. On cherche & déterminer la vitesse moyenne de croissance de I'arbre
chimique durant les 15 premiéres minutes qui sera la pente de la droite des moindres
carrés. Lors des mesures, des éléves ont obtenus les nombres suivants.

temps (mmin) | 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15
hauteur (cm)|0.0 1.5 29 43 55 66 7.8 9.0 103 11.4 125 13.7 14.7 158 168 17.7

On trouve

a21.23 ¢cm - min~!

Les relations des pages 68 et 69 ne sont pas toujours vraies dans le cas du modéle y = az.
[’exemple précédent infirme chacune de ces formules.

Néanmoins, on peut les retrouver si, dans ces relations, on remplace Z et 7 par 0, comme
on le voit & la page suivante. Ce qui explique la notation avec les exposants ).

Bien évidemment, si le centre de gravité (Z;¥) est l'origine du plan, les droites des
moindres carrés y = ax + b et le modéle qui force la droite a 'origine sont les mémes.
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5.4.1 Les coefficients de détermination et de corrélation

Relation évidente dsﬁe;doggl?i ki
Y des données
o - A‘ f'""'\
(vi—%) + 5 = Yi
\W-"J
résidu

Relation «miraculeuse»

n n n
Z(yi_gi)2 + Z@? = ny
i=1 i=1 i=1

——

S

variation due variation due variation totale

aux résidus au modéle par (car somme des
rapport & 0 deux autres)

Les coefficients de détermination et de corrélations

oD = i T
LIPS XYy Z il
; - o5l (0) -
RP=C et iyl e ol oy = g:cf
;yiz Oxx\/ %y © . :
= Oyy = El Yi
=

Théoréme de retrouvailles
Méme dans ce modéle ou la droite des moindres carrés est forcée a 'origine, on a

R2=p2

5.4.2 Preuves

Méme si on a perdu 'ingrédient 7; = > ;. On conserve I'ingrédient Y97 = 3 %ivi.
En effet

n a5\ 2  Tils
Y7 = Tiam) = a®¥2} = (%) 2T = (_Zkrk_%z:(c?‘ ‘y‘).

>k TkYk ) -
= i\ =—zm) = 2;(aziw) = i
Zﬁ,( S a2 o 2aul : Yi) Eyy

Preuve de la relation «miraculeuse»

On peut maintenant prouver la relation «miraculeusey.
~\2 -~ o~
Y-+ = Ty -2 vl + LW+ LT
i )
TEN TR TR+ AIR = Ty

Preuve du théoréme de retrouvailles

2_237?_2(‘”’1)2_ 2_25‘3?_
il - . - Il 7

©\?* O © 2
(axy) Bt 7 L. S 7
(0) (0) 0 (o) —

Oxx Oyy Ux.}xo'gﬂ)r'
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5.5 Autres types de régression

5.5.1 Préambule : une autre vision de la régression linéaire

On suppose que les données sont liées par une relation linéaire, non exacte, de la facon
suivante.
¥i =az; +b+e;

En suivant la méthode des moindres carrés, on trouve le minimum de Y, €? en annulant

le gradient ? : cela revient & résoudre le systéme suivant d’inconnues a et b.

T n n
E yizi = ay,z: + b E T
=

i=1 i=1

Yy = adl.z; + bn

t=1 i=1

5.5.2 Régression quadratique

On suppose que les données sont liées par une relation quadratique, non exacte, de la
facon suivante.
yi = ax? +bz; +c+e;

En suivant la méthode des moindres carrés, on trouve le minimum de 3", €? en annulant

le gradient? : cela revient & résoudre le systéme suivant d’inconnues a, b et c.

L

[ n (] n
Y ur; = a)af + by z} + cY a?
i=1 i=1 i=1
n n n
Y Yuwi = aX z} + bY 2t + Y
it =1 b |
n n T
v = aXz? + bYz + cn
=1

i=1

5.5.3 Régression hyperbolique

On suppose que les données sont liées par une relation hyperbolique, non exacte, de la
fagon suivante.

1 1
—=az;+b+e;

=
Y ar; +b+e; Ui

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer?® en utilisant le changement de variable
suivant :

1 1 1 1
Z== = Y=-=- e zi=— = Y= —
y z Yi zZ
On trouve que : 1
y:
=+ on [a= 22| o f=7=a3]
(4=> z=a:l:+b) XX

2. Le gradient est une notion vue a 'université qui ne peut étre expliquée qu’en deuxiéme année de
lycée (il faut savoir dériver).

3. La vraie méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des &; donnés
par la relation y; = E-c.l_+5 + £;. Néanmoins les calculs sont ici trés complexes.
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5.5.4 Régression exponentielle

On suppose que les données sont liées par une relation exponentielle, non exacte, de la
facon suivante.

yi =b-a" - 10% <= log(y;) = log(a)z; + log(b) + &;

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer? en utilisant le changement de variable
suivant :

w=log(y) < y=10" et w; =log(y;)) <= y; = 10"

On trouve que :
TXW

y=b-a  logle) = o lg0) =T a7
(i) ey * o
BE w\
Oxx

5.5.5 Régression d’une puissance
On suppose que les données sont liées par une puissance, non exacte, de la facon suivante.
yi =b-z¢ - 10% <= log(y:) = alog(x;) + log(b) + e;

La méthode des moindres carrés peut s’appliquer ® en utilisant le changement de variable
suivant :

w=log(y) < y=10" et w; = log(y;) <= y;=10"
et
v=Ilog(z) <= z=10" et v; =log(z;)) < =z; =10%

On trouve que :

U= b-z* ovw log(b) =W-—a?

= 27| ot

(4=> w = av + log(b) ) o ovv Py

5.5.6 Régression logarithmique

On suppose que les données sont liées par une relation logarithmique, non exacte, de la
fagon suivante.
y; = alog(z;) + b+ ¢;

Cette fois la vraie méthode des moindres carrés peut s’appliquer en utilisant le change-
ment de variable suivant :

v=log(z) <= z=10" et v; = log(z;) <= z;=10%

" avy = e

(4=)~ y=a.v+b) _owy

On trouve que :  y = alog(x;) + b

4. La vraie méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des &; donnés
par la relation y; = b - a®™ + ;. Néanmoins les calculs sont ici trés complexes.

5. La vraie méthode des moindres carrés consisterait & minimiser la somme des carrés des £; donnés
par la relation y; = b-z{ + £;. Néammoins les calculs sont ici trés complexes.
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5.6 Preuves des théorémes

5.6.1 Preuve des théorémes des moindres carrés
Rappel sur les paraboles
Une parabole d’expression fonctionnelle p(z) = az® + Sz + v avec a > 0 a un minimum

pour z = —£.

Preuve du théoréme sur les moindres carrés

Trouvons une valeur de b tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En d’autres
termes, on veut trouver le minimum de 'expression suivante.

>t

i=1

En utilisant le fait que 7; = az; + b, on peut rendre cette somme dépendante du para-
métre b. C’est pourquoi, cette somme est momentanément appelée S(b).

S®) = Y€l =D -0 = Y (i~ (azi+0))°

= Y (m—az)-b)" = Y (% — a2:)* — 2y — az)b+ 1?)

= Z(yi — az;)* - 2b Z(yi - ax;) + sz

i=1

= i(ye —az;)* ~2b (iy - ai:«:;) + ibz

n n
Or Y yi=nyet Y z; =nT, ainsi on a

i=1 =1

S(b) i(y,» — az;)? — 2b(ny — anz) + nb?

= n b —2n(—aZ)b + X(y, — az;)?
a>0 8 i=1

~

Par le rappel ci-dessus, la valeur de b qui minimise S(b) est donnée par

2n(y — a7)
b - — L =TU—aT
on J—aT

Maintenant qu’on a établi la relation b = 7 — aZ, 'expression de la droite des moindres
carrés est ainsi devenue

y=ar+b=ar+y—aZT=a(lz-7)+7
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Il faut maintenant trouver a tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En
d’autres termes, on veut trouver le minimum de 'expression suivante.

n

D&

i=1

En utilisant le fait que ¥; = az;+b = a(z;—Z)+7¥, on peut rendre cette somme uniquement
dépendante du paramétre a. C’est pourquoi, on a décidé d’appeler la somme S(a).

S(a) = Zj:ef = zn:(ys‘ -5)? = i (yi - (a(z; — ) +§))2 — Zu: (y;- —a(z; - T) — §)2

i=1 i=1 i=1

On cherche a trouver a tel que S(a) est le plus petit possible. On sait que S(a) > 0 (car
une somme de nombres positifs (ou nuls) ne peut étre que positive (ou nulle)).

On a donc
S@ = 3 (w-a@-2-7) = 3 (w-9-om-2)
- i;l (s — 97 - 20(z: - )(ws - 7) + a*(z: — 7)?)
= Z(?}i -9)’-2 Z(:L‘.- ~-Z)(y: —9) +a Z(-'ri -z)’
f=1 i=1 - " i=1

ayy axy oxXX

2
= oxxa® — 20xya+ oyy
\\’J

>0
Par le rappel ci-dessus, la valeur de a qui minimise S(a) est donnée par

o — 20xy  oOxy
20xx OXX

Mais, il faut que oxx > 0 afin d’avoir un minimum. C’est le cas s’il y a au moins deux z;
qui sont différents. []
Preuve pour la version forcée a 'origine

Trouvons une valeur de a tel que la somme des résidus au carré soit minimale. En d’autres
termes, on veut trouver le minimum de I'expression suivante.

n 2 n n n L
S(a) =3 (?}-' . "”’i) = 2. (3&2 — 2az;y; +021'?) =) ¥-2) zy+a®y z?
=1 i=1 =1

=1 i=1

©) 2 (0) (0) (0) (©) (0)
=Uxxﬂ —2axya+ayy Tyy Txy xX
v
>0

Par le rappel ci-dessus, la valeur de a qui minimise S(a) est donnée par

(0) (0)

= 20xy _ Oxy
(0) (0)

20xx Oxx

Mais, il faut que o'ty > 0 afin d’avoir un minimum. C’est le cas s'il y a au moins deux z;
qui sont différents. [
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5.6.2 Preuves de la relation «miraculeuse»

On a besoin de deux ingrédients.

YNom=Dw et D W=D G|k

Si le modéle vérifie ces deux ingrédients, alors la relation «miraculeuse» est vraie.

En effet, on a

Yw-%) + L@-9)’

= S -2+ + @ -20y+7?)

R ) BN i A B R) R
e’ N

YE-2XF+IR + TR -G p+ny?
T SR oY R4+TR + L5 - 2ng?+np?

= SR-X% + Y -ny?

- Yy - ny’

notatiﬂ] ovVy . 2
yoas 7 2 (% —79)

|1

5.6.3 Les deux visions pour la droite de régression

A la page 72, on affirme que a et b satisfont le systéme suivant.

Yuz: = ad2? + b)Y — Syizi = ad.z? + bnT
¥ = a)y.r + bn ny = an¥T + bn

A la page 67, on a donné les valeurs suivantes de a ct b.

oxy s -
a=—— et b=y—aZT
Oxx

On retrouve ces coefficients en résolvant le systéme d’équation. En effet, la deuxiéme ligne
est équivalente a
Yy=aT+b < b=y—aT

De plus si, & la premiére ligne, on soustrait 7 fois la deuxiéme, cette premiére ligne devient
Y yxi—nIg=a) 2} —anZF? & Y yz; —nTF=a() 1} -n7?)

oxXy
oxx

— Oxy =a0xx +— a=
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5.6.4 Preuve des ingrédients pour le modéle linéaire

On se rappelle que a et b sont solutions du systéme

k) Yym = e}y + by
Yy = ad.z; + bn

Preuve du premier ingrédient

On utilise le fait que ¥; = ax; + b, on développe et on observe le systéme.
Y=Y (azi+b) =aXai+bn E Ty,

Preuve du deuxiéme ingrédient

On utilise le fait que ¥; = az; + b, on développe et on observe le systéme.
T# = T(azi+b)’ = ¥ (a2 +2abz + ) = a?Y 22 +2abY 7+ P
= al@z}+bY z;)+abY z; + bn
= alaX z}+bY z;) +b(aY =z +bn)
® aY YTi + b3 v
= Y yi(az; +b)
= Y ¥l = LU

5.6.5 Preuve du théoréme de retrouvailles

On se rappelle que et a = Y o b=%y—aZ.

R = E(At_?)z » E(azi+b—?)2 _ Z(axg+§—a§-—y)2
>w- ?)2 > (vi— ?)2 > (i — ?)2
= E(M"_aff = 2'2(37{“35)2 B oxy 2_0'XX = 0‘2XY‘UXX
E(?ﬁ-?)g ! E(y,-—ﬂf (Jxx) Oyy o%x Oyy

o *
XY = ( oxy ) - p2
OxXXOyy VOIXxA/Oyy
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5.6.6 Preuve des ingrédients pour le modéle quadratique

On se rappelle que a, b et ¢ sont solutions du systéme

Yyri = ayz; + bY@ + e
(®):8 Ywzi = adoz? + b 2?2 + cX =
Sy = aXz? + bz + c¢n

Preuve du premier ingrédient

On utilise le fait que J; = ax? + bz; + ¢, on développe et on observe le systéme.

zf;} = Z (az? + bx; + c) =a2xf+bz:c,-+cn(§) Zy,-

Preuve du deuxiéme ingrédient

On utilise le fait que ; = az? + bz; + ¢, on développe et on observe le systéme.
Y72 = ¥ (az?+bzi+0)’
= Y (a’z} + 2aba? + b’ + 2acx? + 2bex; + )
= a?Y z}+2abY 2} + VY 22 +2acYy 22 +2bc) z; +cn
= a(aXz{+bdY 2} +cY z?)
+ab) z}+ VY 2 +ac) z} +2bc) zi+En
= alaXz}+bY 2} +cY 2?)
"+ bey 40X Y w)
+ac) z} +bed ;i +An
= alaX 2l +bY 2} +cY a?)
+b(aXad+bY 2l +c Y )
+c(ey 2?2+ b)Y 2 +cn)
= aY yri+bY yizi+cY u
= Y yi(az? + bz; +c)

= YUl = LU



