Chapitre 6

Equations différentielles ordinaires

6.1 Introduction et définitions
Cherchons toutes les fonctions y = f(z) satisfaisant ’équation fonctionnelle
f'(z) + f(z) =0 (%)

En essayant, on trouve que f(x) = e™* satisfait I’équation (x).

Y a-t-il d’autres solutions ?

Par linéarité, f(z) = Ce™* est aussi une solution pour tout C' € R. On verra plus tard que
toute solution de (*) est de la forme Ce™*.

L’équation () est une équation différentielle du ler ordre = équation reliant une fonc-
tion inconnue f(z) et sa dérivée f'(z).

Définition 6.1. Plus généralement, une équation différentielle d’ordre n est une équation

®(z,9,¥,...,4™) =0
faisant intervenir une variable z, une fonction inconnue y = y(z) et ses dérivées v/(z),

y"(z), ...y (z) jusqu'a lordre n.

Exemples 6.2.

1. Circuit électrique RLC série :

R L
A }—LTOO00 ——
Up up +q
u(t) HCT -
-q
X0

Notons g(t) la charge sur la capacité. Alors le courant est la dérivée de la charge :

I(t) = q4(t).
e résistance R : Up = RI(t) = Rq(t)
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t
e inductance L : Uy, = L - %E) = Lj(t)

e capacité C : ¢ = CU¢g
e U = U(t) : tension de la source.
Alors on doit avoir Ug + Ug + Uy, = U(t) ce qui donne
. 1 "
Ri(t) + alt) + Li(t) = U(2).
C’est une équation différentielle d’ordre 2.
2. En mécanique newtonnienne on a ’équation F = ma.
Soit £ le temps, y(t) la position, §(t) la vitesse et ij(1) 'accélération. Si on suppose que

la force dépend du temps, de la position et de la vitesse F = F(t,y,%) , on doit résoudre
I’équation différentielle du 2éme ordre :

mij = F(t,y,9)

Remarque 6.3 (Conditions initiales). Pour résoudre une équation différenticlle, on fait
une intégration : la solution générale contient donc une (ou plusieurs) constante(s)
Ci1; Cy; «+Ln-

Souvent, & 1'équation différenticlle ®(z,y,7/,...,y™) = 0 s’ajoute une condition initiale

y(zo) = w, ¥'(z0)=vo, ..., ¥ V(z) = by.

Cette condition initiale impose la valeur des constantes C; : on parle de solution parti-
culiére.

6.2 Equation différentielle du premier ordre
Forme générale : ®(x,y,1') = 0.

Sous des hypothéses tres larges, on peut écrire

¥ = ¢(z,y)

(Cest la forme normale.

6.2.1 Equation séparable

Si
y' = é(z,y) = f(x)9(y)
on dit que I'équation différentielle est séparable. On a alors

- Ly S
s ¥ flz) = J(z) =5 )ﬂl!,«—.f(-‘ﬂ)d'«r

g(y) dz
1
—p f 7 = / f(z) dz

Le probleme se rameéne a 2 intégrations.
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Exemples 6.4.
1. zy/ —2y =0

1 dy 2 1. 2

1
- /édy: /;dz s ipj=tniied = B=dt-d
= y=0C-2* CeR (solution générale)

Si de plus on veut y(1) = 2, alors y(z) = 2z°.

2.y = (1+2z)y/1+42
= B _imyiTe = /ﬁdw[(lwz)dz

== arcsinh (y) =z + 2% +C
= y(z) =sinh(z + 2>+ C)  solution générale

Si I'on veut par exemple y(0) = 0 alors y(z) = sinh(z + z2).
Equation autonome
Un cas particulier d’équation séparable est celui des équations dites autonomes :
v =g(y).

L’équation est indépendante de z . On a alors

dy _ -
=t = gyd=d

Aprés intégration on obtient

1
/mdy=:::+0 (%)

Exemple : résoudre y' = y? + . Alors ﬁ_fy =dz. Or

1 1 1 Y
dy= | =~ ——dy=Inly| In|l+y|=In|—2
fy"+y Y /y y+17 Iyl ~Inf1+y] |yr+1

L’équation () devient In |§4y-_1' =z + ¢ ce qui donne

jy—i—1=:te"e’=0c’ CeR

Cette équation implicite se résoud pour donner

(#) = T = —
' T et-1 e=*-C
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6.2.2 Equation homogeéne en x et y

Définition 6.5. On dit que ¢(z,y) est homogeéne de degré 0 en x et y si

o(tz, ty) = d(z,y) pour tout ¢ € R.

Exemples 6.6.

z3 + . ;
1. ¢(z,y) = W_:g; est homogene de degré 0 (]dfé%) car
323 4+ 1xt?y? 23 4 29
é(tz,ty) = Y = = d(z).

33 + 1222y 3+ oy

2. ¢(z,y) = zy n’est pas homogene de degré 0 car ¢(tz,ty) = t2zy # ¢(z,y)

2z + 2 lz+
3 ¢(z,9) = EXR n’est pas homogeéne car ¢(2z,2y) = s - 3 ;r:yy # é(z,y).
Résolution : On effectue le changement de fonction | y(z) = u(z) -z
== y’ =zu' +u
et ceci nous rameéne A une équation séparable en x et u(x).
Exemple : i = v homogene de degré 0
- m2 + y2 -
En posant y = ux et donc ¢/ = «'z + u, on obtient
" z%u u i i@ 1 u | — du 1 u®
L L = = = e v | —— —_— s | ——
2?2 +u2z? 14 u? r [1+4u? dz =z 1+ u?
1+ u? 1 1+ u? 1
- +1u du=—dzx = /— +3u. du=/—d:t:
U & u z

1
== m—ln|u|=1n|z:|+r:.

Y
Comme u = =, on trouve
-

2
I_ — s z2 [2y? R
25? =n|z|+In|y/z|+c=Inly|+c = e = |y| e(' :

On obtient finalement
Cy =%

C’est une forme implicite impossible & résoudre sous la forme y = f(z).



6.2. EQUATION DIFFERENTIELLE DU PREMIER ORDRE 135

6.2.3 Equation linéaire

Une équation différentielle du premier ordre linéaire est (sous forme normale) :

¥ + a(z)y = b(z)

ATTENTION : elle est linéaire en y et y; pas en z.

® Le terme b(x) est appelé le second membre.
e Sib(z) = 0, 'équation est dite homogene. Sinon elle est inhomogéne ou avec second
membre.

Exemples 6.7.

cosT

Y + % y=2a? est linéaire inhomogene avec a(z) = et b(z) = 222

I
Y y+xy=2r—1 n'est pas linéaire
4 3
— e*y +42% =0 est linéaire homogene : y + —5; y=0

~

=a(z)
Pour résoudre une équation linéaire, on proceéde en 2 étapes :
(I) d’abord on résoud I’équation homogéne (en posant b(z) = 0);
(IT) puis on résoud 1’équation avec second membre.

(I) Equation homogéne
Soit y'(z) + a(z)y = 0.

— = —a(z)y — %dy = —a(z)dx
5 dy = Inly| = / —a(z)dr = —A(z) + ¢

olt A(z) est une primitive de a(z). Ceci donne finalement

Solution générale de I'équation homogene : | yu(z) = C - e 4@ CeR

On note w(z) = e~4),

Exemple 6.8. ' + z%y = 0.
Onaa(z) =22 —= A(z) = 2*/3 ce qui donne

y=Ce =3
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(IT) Equation inhomogéne (avec second membre)
Théoréme 6.9 (Théoreme 1). La solution générale de I’équation inhomogéne
v +a(z)y = b(x)

s’écrit comme la somme de la solution générale de l’équation homogéne et d’une solution
particuliére de la solution inhomogéne.

DEM : Soit w(z) une solution de I’équation homogeéne et yp(z) une solution particuliére de
la solution inhomogéne. Alors

[w(z) + yp(@)]' + a(2) [w(z) + yp(@)] = w(z) + a(z)w(z) + Yp(z) + a(@)yp(z) = b(z)
=0 =b(z)

ce qui montre que w(z) 4 yp(z) est une solution de 1’équation inhomogene.

Réciproquement, soit z;(z) et z3(x) deux solutions de ’équation inhomogene. Alors

[21(z) — 22(z)] + a(z) [21(2) — 22(2)] = 2](2) + a(2)21(2) — [2(2) + a(z) 22 ()]
= b(z) — b(z) =0

ce qui montre que w(x) = z(z) — z2(z) est solution de I'équation homogene et donc que
z21(z) = w(z) + z2(z). O

Résolution de I’équation avec second membre : Il reste & trouver une solution parti-
culiére de I'équation ¥’ + a(z)y = b(x). Pour cela on utilise la

A : Méthode des essais
On essaie une solution de la forme
yp(z) = K1 fi(z) + Kafa(z) + - - - + Knfa(z)

o les f; sont choisies relativement a la forme du second membre b(x).

Exemples 6.10.

1;
Y +y=e® +sinz (1)

On essaie yp(z) = K1 + Kpsinz + K3 cos z que I'on introduit dans (1). On obtient
Kie + Kacosz — Kgsinz + Kie* + Kosinz + Kscosz = ¢ +sinz

ce qui donne K; = } et le systéme

Ko+ K;=10
K, - K;=1

dont la solution est Ky = % et Ky = —%.
Une solution particuliére est donc

1 "
yp(z) = §(e’+sm:.-:—oosm).
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- Y+2y=2% (2
On essaie yp(z) = Ke 2. Introduit dans (2), ceci donne

—2Ke ™2 4 9Ke 2 — 92

qui est impossible. Le choix est mauvais.

3. 2z +y=22-12z.
On essaie yp(z) = K122 + Kox. Ceci donne

22- 2Kz + Ko)+ K122 + Koz = 2% — ¢

et donc 5K =1 et 3K3 = —1. Une solution particuliére est donc

Si la méthode des essais ne marche pas, on applique la méthode générale :

B : Méthode de la variation des constantes

On cherche une solution particuliére en posant

yp(z) = c(z)w(z)

137

ot w(x) = e~ A est la solution de I'équation homogene et c(x) une fonction a trouver.

En introduisant yp et y) dans 'équation y/'(z) + a(z)y(z) = b(x) on obtient
d(z)w(z) + c(z)w'(z) + a(z)c(z)w(z) = b(z)
ce qui devient, en utilisant le fait que w'(z) + a(z)w(z) = 0,
d(z)w(z) = b(z)
Finalement

_ b(=)

 w(z)

d(z)
ce qui montre que ¢(z) est une primitive de b(z)eA(®).

En résumé, une solution particuliére de I’équation y’ + a(z)y = b(z) est donnée par

yp(z) = c(z)e 4@

avec c(z) = / i((:;)) dz = / b(z)e’™® dz.
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Exemples 6.11.
1. Résoudre I'équation

VA ——ay=
1+ 22 (1+22)2°
N’ Nt
=a(z) =b(z)
1
= —In(1 + z?).
a(z) = l+ —s = A2) 2]11( + z%)
(I) Equation homogeéne :
—A(z) _ ~im(+a?) _ 1
w(z) =e = o —
(=) V1 + 22

La solution générale de I’équation homogéne est donc

yn(z) = Cw(z) = \/%—mz

(IT) Equation avec second membre :

T 1
e f w(z) © / TrapVl+ede= f QB Y= e

et alors une solution particuliere de I"équation inhomogene est donnée par
€q g

1 1 1
V1422 /1422 1422

yp(z) = c(z)w(z) = -

La solution générale est alors

) = Cu(a) +ypla) = o= — 1

VC e R.

2. Résoudre
Y +y=e"+sinz .
L ——
=(z)
(I) Equation homogeéne : ¢/ +y =0 = w(z) =e7
(II) Equation inhomogéne :

c(z) = /% dz = ./f:”(e’E +sinz)de = %eh -+ %e‘(sina: — COS )

et donc

yp(z) = w(zr)e(z) = %e"’ - %(sinx —cosx)

Finalement, la solution générale est
y(z) = Cw(z) + yp(z) = Ce™™ + c” + = (smz cos z).

3. Résoudre
zy —2y=2°-1z.

Forme normale :
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avec a(z) = —2 et b(z) =z — 1.
A . 3 '] 2
(I) Equation homogene : 3’ — = 0.

A(z) = fa(:::) dr = —2In|z| 3 w(z) = e A = g2Inlz] — ;2
et la solution générale de I'équation homogene est
yn(z) = Cu(z) = Cz.

(IT) Solution particuliere de I’équation inhomogene :

ofs) = i((’f)dz=f$(m-1)dz=/é—édz=1n|x|+é

Une solution particuliére est donc

1
yp(z) = w(z)e(z) = 2*(In|x| + =t z*In |z|.
La solution générale est alors
y(z) = yn(z) + yp(z) = C2? + z 4 2% In|z| CeR

6.2.4 Equation du type ' = ¢ (M‘f_)

dx fey+f
On se rameéne & une équation homogene de degré 0 en posant

z = £+ «a nouvelle variable
y—u+ B nouvelle fonction — ¢ — o’

ou « et f satisfont le systéme : { o+ +c=0

da+ef+f=0
Exemple 6.12.
r_2z+4+y+1
T dz+y
20+ 8+1=0 N
= {4a+ﬁ'—0 rx—2,ﬁ— 2
On pose done
r=£¢+1
y=u—2
L’équation devient (avec y/ = o)
T et CONN®

C’est une équation homogene de degré 0 car ¥(t€, tu) = (€, u).
Résolution de (*) : on pose u = v = u’ = v+ £v'. On obtient
26+&v 24w

A +&v 4+

v+ & =

C’est une équation séparable.
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6.2.5 Equation de Bernoulli

¥ =f@y+g(x)y" n#l

On divise I’équation par y™ pour obtenir

On pose

u(z) = Y1 =Y

Alorsv'=(1—n)-y™ -y = (l—n)-%.
L’équation devient
1

—— ' = f(z)u+ 9(a)

qui est une équation différentielle linéaire (en u(x)).

6.3 Equation différenticlle du 2éme ordre

Forme générale :
P(z,y,4/,y") =0

Forme normale :

y” = ¢(I7 y! yr)

6.3.1 Equation sans terme y

Si Péquation ne contient pas de y

Y’ = ¢(z,v), onpose u=y

ce qui donne u’ = @(z,u). C’est une équation du premier ordre en u(z).
Ayant trouvé u(z) on intégre pour obtenir y(z).

6.3.2 Equation autonome (sans terme z)
Si I’équation ne contient pas de z :

!

V'=¢(y.y), onpose z(y)=y
ce qui donne

,,__d,_i o d dy dz p
Yy dﬂ' d.’EZ(y) e dyz(y) d.f - dv & = z(y)z (y)‘
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ATTENTION : ici 2/(y) signifie % et pas %

Il suffit alors de résoudre I’équation du ler ordre en y :
2(y) - 2'(y) = ¢y, 2(y))-
Puis, quand 2(y) est trouvé, on résoud encore I'équation différentielle % = z(y).

Exemple : résoudre

w' =v?+yy’
Il n’y a pas de z.
Onposey =z2(y) = y'=2-2

1
=yzd=Fta = Z4)-_s)=y

1
C’est une équation du premier ordre linéaire inhomogene, avec a(y) = —; et b(y) = y.

On en déduit A(y) = —In|y| et w(y) = e AW — 4.
La solution générale est, apres calculs,

2(y) =Cy+y”.
) dy 2
Onrevientdarz: z=-—=Cy+vy
dx
dy 1(1 1 )
sy = ol dy = da.
Cy+y? c\y Cc+y) ¥
Intégration :
1 Y Y Cz+CK
= CnC+y| T+ = v+ C e De
Ceci donne y = D(y + C)e“? et finalement
CDeC* CD
y(x) = 1-DeCz ~ ¢Cz_D Wi e

6.3.3 Equation linéaire

Forme générale : Ay (z)y" + Az(z)y + As(z)y = B(z)
Forme normale :

v" + p(x)y + q(z)y = b(z)

Comme pour le ler ordre,

141

solution générale de I'équation inhomogene = solution générale de 1’équation homogene
+ une solution particuliere de I’équation inhomogeéne.

(cf. Théoréme 1)
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(I) Equation homogeéne

On considére 1’équation
v +p(z)y +q(z)y =0 (6.1)

Définition 6.13. Deux fonctions y;,y2 : I — R dont dites linéairement indépendantes si

[ay1(z) + Byz(z) =0 Vo el] = a=p=0.

Théoréme 6.14. I ’équation (6.1) posséde deux solutions linéairement indépendantes yy (x),
y2(z) et toute solution y(z) de (6.1) est de la forme

y(z) = Ciypi(z) + Caya(z)

avec C1,C2 € R

Il n’y a pas de méthode générale pour résoudre (6.1). Cependant, si on a trouvé une solution
y1(z), on peut chercher la seconde en posant

f2=uy

ou u satisfait une équation différentielle du ler ordre.

2
T
E le 6.15. ——y" —zy' +y=0.
xemple I‘|_2y oy +y=0
On remarque que y;(z) = z est une solution.
Posons ya = uz. Alors y5 = u'z + u et y3 = u”z + 2u’. Dans 'équation, ceci donne

& ol ’ ' ® 22
m(uz+2u)—x(ur+u)+u:c=0 = I—+2u +($—+2
= zf2u"—;f:2u’—0 = Pauf=0 =X J_y-0g
= pv=e = u=é€

= -z =0

et donc

y2 = ux = ze”,
La solution générale est donc, par le théoréme 6.14,

y(z) = Ciz + Cazc®™.

Un cas particulier est résoluble complétement : ce sont les
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Equations a coefficients constants

Forme normale :

V'+py+qu=0 pg€eR (%)

On cherche une solution de la forme y(z) = e*  En remplacant dans 1’équation, on trouve
A2 4+ pre?® 4 ge*® =0

ce qui donne A2 + pA + ¢ = 0.
Le polynome
PA) =X +pr+q

est appelé le polynéme caractéristique de ’équation (#x).

ler cas : P()) a deux racines réelles distinctes \; et Ay. Alors
y(z) = C1eMT + Cre?*®

est la solution générale.

2éme cas : P()\) a une racine réelle double A = A\ = As.
Alors y;(z) = ¢ est une solution et en posant y = uy; on obtient yy(x) = ze**. La
solution générale est alors
y(z) = Cy - X + Cy - ze’*.
déme cas : P(A) a deux racines complexes conjuguées

Al = p+ wot ct A2 = p — wot.

Alors ‘ ‘
elpwoi)z _ guz , ptuwpiz _ ouz [cos(woz) + isin(wyx)].

On en tire 2 solutions réelles linéairement indépendantes :
y(z) = e - [C} cos(woz) + Ca sin(wpz)]

est la solution générale.
wp = pulsation propre de I'équation (du systéme).
Si g < 0, c’est le facteur d’amortissement.

(IT) Equations linéaires inhomogeénes

On sait, par le théoréme 6.14, que la solution générale y(z) de 1’équation

y" +p(z)y + ¢(z) = b(z) (6.2)
est de la forme
y(x) = Crn(z) + Coya(x) + yp(z)

ot Cyyi () + Caya(x) est la solution générale de 'équation homogene et yp(x) une solution
particuliere de 'équation (6.2).
Il reste a trouver une solution particuliére & 'équation (6.2).
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A : Méthode des essais

On essaie une fonction de la forme

yp(z) =) oy - fila)
k
ol les fi sont judicieusement choisies.

Exemple :

y”+y=:c2+sing.

Pour z2 on pose : fi(z) = ayz% + asx + a3 ce qui donne

a =1
201 + (2 + aor + a3) = z? == ag =0 =5 fi(z) =2* -2
ag = —2
Pour sin §, on essaie f(x) = asin § ce qui donne
% sin S + asin = = sin = =3 f(m)“4sinx
a8 B | we §Fon

Une solution particuliére est donc

1 z
— 2% — Z.gin=
yp(z) =2z 2+3 sin 5

B : Méthode de Lagrange (ou variation des constantes)
Soit
w(z) = Ciy () + Cayz(2)

la solution générale de I'équation homogéne ot y; et yo sont linéairement indépendantes.
On cherche une solution de la forme

yp(z) = p1(z)y(2) + p2(z)y2(z)
ou 1 () et p2(z) sont des fonctions & déterminer.
On impose en plus

N+ 3205 =0 (1)
ce qui donne
Yp = 1 + 215 + P + o2 = piyh + payh
e ot
=

et

Yp = P191 + oavh + o10 + pavh

En substituant yp, y} et y} dans P'équation (6.2), on obtient

e1v1 + eavs + o1yl + paus + - (1) + p2us) + q - (Pr1wn + @aye) = b(z)
= P+ b+ [V oyl +an] + o2 [¥5 +pvh +que] =b(x)  (x%%)



6.3. EQUATION DIFFERENTIELLE DU 2EME ORDRE 145

Or
yi +oy +aqn =0
v +pya+qy2 =0
car y; et yo sont des solutions de I’équation homogeéne. Donc (* * *) devient
At + ok =b=z)  (IT)

Il faut donc résoudre le systéeme linéaire (I) + (II) :

{m%+m%=0
Y191 + yows = b(z)

qui 8’éerit matriciellement

(% %2)(8)-(u)

Le déterminant W — det(M) s’appelle le wronskien de y; et yo. Il est non nul car y; et yo
sont linéairement indépendantes. Alors

(5’1) =M_l'(b(?c))
-w (% ) ()
-l 7 (%o )

En intégrant ensuite ¢} et @5, on obtient ¢; et .

Exemples 6.16.
1. ¥ +y=sinz.
On a b(z) = sinz
(I) Equation homogene (& coefficients constants) : ¥ 4y — 0 =
y1(z) =sinz et ya(z) = cos .

(1I) Equation inhomogeéne :

M= - _ sinz cosz
vy v cosr —sinz

et donc W = det(M) = —1. Alors
(%)% )-(5)- (556

2

Intégration :

= @i(z)= %sin z et @) = —%x + %sin(?r).
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Une solution particuliere est donc
yp(T) = i1 + 292
1

1 sin(2z))

. : - 1
=sinz--sin“z+4cosz- (—zz+
2 2
e e

La solution générale de I'équation y” + y = sinz est alors

. 1
y(z) = Ciy1 + Caya + yp = C1sinz 4+ Cacosz — -2-xcosz.

2. Résoudre zy’ — 2z + 1)y + (z + 1)y = 2ze*

Forme normale : 3 — y = 2¢° s b(z) = 2€*

2r+1 1
ﬁ+z+
T i

(I) Equation homogene : en essayant on trouve y;(z) = €”.
On pose alors yo = uy; — ue®. Ceci donne

yp=u'e* +ue® et yy —u'e® +2u'e" +ue’.
Introduits dans I’équation & résoudre, on obtient

ze*(u” +2u' +u) — 2z + 1)e* (v + u) + (z + 1ue* =0

= uz-u=0 = u=2 = p(z)=1%"

n=e"

Donc{ gy i

(IT) Solution particuliére de I’équation inhomogene :
2

Mo (W v )_ et o o
A\ ) & (2 +22)
et donc W = det(M) = €**(2? + 2z — 22) = 2z¢?*. Alors
AN _ 1 (=bm\_ 1 [ -2¢1%=
eh ) 2ze2r \ byr ) 2ze? 2¢%e*
-z
-(7)
T

. 5 2 . 2
ce qui donne, apres intégration : p; = % et g2 = In|z|.
Une solution particuliére est donc

1
yr(z) = 11 + pay2 = —EzzeI +In|z|z%e”
N
y2

=

La solution générale de 1'équation étudiée est alors

y(z) = Ciy1 + Cryp + yp = Cre” + Coz’e® + 2 In |z|e” G, CaeR
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6.3.4 Equation de Ricati

¥ = g(z)y’ + f(z)y + h(z)

(C’est une équation du ler ordre (non linéaire). Aprés un changement de variable judicieux,
on se ramene a une équation linéaire homogene du 2¢me ordre.

!
L E. On obtient

0 i
PEVET0E) u

g 9@ w1 _(u“u- u'?)

@) u gz

L’équation devient alors

gx) v 1 (u"u - u'z) 1 u?  f(z)u
oL — . = c— — =L — +h(z g(z) - u
@) v i@ #F )T F e M e
u,,_(g’(:::)+ z)-u’+ z)h(z) -u=0
T 4 @) -+ o(a)h(a)
C’est une équation lincaire homogene du 2¢me ordre.
6.3.5 Equation différentielle d’Euler
22y + azy' + Py =0 équation diff. linéaire homogene du 2éme ordre

On essaie une solution de la forme y = 2" (pour = > 0) .
Dans I’équation, ceci donne :
2 r—2 r—1 ro__
zr(r-1)z" “+az-re" " + pz" =0.

On obtient alors r(r — 1)z" + arz™ 4+ fz" = 0 ou encore

r’4+(a@a-1r+4=0.

3 cas possibles :
ler cas : Deux solutions réelles distinctes rq et r2. Alors les 2 solutions linéairement indépen-
dantes sont

n=z" y=a"

2éme cas : Une solution réelle double r = r; — ro. Alors les 2 solutions linéairement
indépendantes sont
T

1 == y=2"lnz

3tme cas : Deux solutions complexes conjuguées :

rm=a+b et ro=a—bi



148 CHAPITRE 6. EQUATIONS DIFFERENTIELLES ORDINAIRES
Alors %50 — gag*h — gaetbinz _ 4o (cog(blnx) £ isin(blnz)).
On en tire 2 solutions réelles linéairement indépendantes :

y = z%sin(blnz) y2 = x“ cos(blnz)

Exemple 6.17.
L2y +2y+y=0 (a=1=p)

= r2+1=0 = r=%i = y(z)=sin(lnz) et y2=-cos(Inz)
=> y(z)=Cisinlnz+ Cycoslnz C1,C2 €R.
2. 2%y — 22y’ +2y=0 (a=-2, B=2)

= 2-3r42=0 = nrn=1r=2 =y@)=z ) =7’
= y(:t:)=C'1:r:+C'2x2 C;,Cs €R.

6.4 Applications

6.4.1 Position d’équilibre d’un cable
Céble fixé en ses extrémités et soumis & son propre poids.

1

x A

Forces agissant sur le bout M P :
e fension }'_'.'g en M et T en P.

e Poids : G=ji-g-son

[[Z]] = p = masse spécifique du cable,
g = constante universelle de gravitation et
s = longueur de I'arc PM.

Equilibre des forces :
1) composante verticale : T'sina = pgs
2) composante horizontale : T cos o = Tj.

On en tire
ngs

tan o =
T

Donc

r_@_ __ g ‘ 2
yr-dx—tana—,-r—s—KA vV1+y(z)? dz.
0 0
~—

=K
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On doit résoudre 1'équation
y’:Kf V1+y?dz (*)
0

avec les conditions initiales :
y'(0)=0
y(0) = h=O0OM

En dérivant (%), on trouve

o du
! =K1+ = J=KV1+uw? = = Kdz
v v? . V1+u2
f

= arcsinhu=Kzr+C = wu=sinh(Kz+C)=19

—> y =sinh(Kz) car y'(0) =0.

D’oil finalement y = 4 cosh(Kz) + D.
En utilisant la condition initiale y(0) = h, on obtient

ol s %cosh(f(:c) . }13
6.4.2 Phénomenes oscillatoires
g
’u -
7% 1
7 | M
% f_': Fa
” A
b~
Forces en présence :
e Force du ressort proportionnelle & 'élongation : F} = —Ky(t)
e Force de frottement proportionnelle & la vitesse : Fr = —a/(1).

e Force extérieure : F3 = F(1).
Equation de Newton : F} + F5 + F3 = ma.
Ceci donne
my' = —Ky—ay + F(1) =

V' +ay +ky=F(t) (%)

aveckz-ﬁ:)[], a=£>0etF(t)r~F£)—.
m m m
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Equation homogéne (=sans force extérieure)

v + ay’ + ky = 0 : Equation de second ordre linéaire & termes constants :

Polynome caractéristique : P(A) = A2 +aA+ k=0

ler cas :
A=a?—-4k>0 == deux solutions réelles négatives :
—-at — Ak
o SEBERE
Alors

yn(t) = C'lc‘l\ll + Coe™?t

Pas d’oscillation, amortissement exponentiel.

2éme cas :
A=a?—-4k=0 = une solution réelle double négative :
a
A== = ~
Alors

yn(t) = (C1 4+ Cat) - e3¢

Pas d’oscillation, amortissement critique.

3tme cas :
A=a?2-4k<0 =% deux solutions complexes conjuguées :
a ’
/\1,2 = - 5 " wpt
avec wg — ‘“‘2““ = pulsation propre

Facteur d’amortissement = = s i.
2 2m
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Alors )
yi(t) = [C1 cos(wot) + Casin(wot)] - e~ 2*

Oscillations et amortissement exponentiel.

Cas particulier : si a = 0 (pas de frottements) alors
yn(t) = Cy cos(wpt) + Ca sin(wpt)

Oscillations sans amortissement de pulsation propre

Equation inhomogeéne : solution particuliére
11 reste a chercher une solution particuliere a ’équation (x)
y' +ay +ky = F(t).
On le fera uniquement dans le 3¢me cas (oscillations) :
Méthode de Lagrange : On cherche une solution particuliére de la forme
yp(t) = e~ % * [p1(2) cos(wot) + w2(t) sin(wot)] -

On obtient M = ¢~ ¢ ( cos(wot) sin(wot)

. et le wronskien est alors
—wp sin(wot) wp cos(wot)

W =det(M) = e - wy.

Ceci donne
( :%Eg ) - % ( E?SEQ ) - wio : eﬂi( ‘F}‘E E;Lirl(iﬁgle:;: )
- et (e )

d’ou1 'on tire

yp(t) = e~ 3" [cos(wot)ipy (t) + sin(wot)pa(t)]

151

a 208 L . a a i - a
=—¢" 3t i f F(z)e? *sin(wpz) dz +e" 2" M/ F(z)e2* cos(wpz) dz
wp 0 wo Jo

-3t .
ewo /0 F(z)e?* | sin(wot) cos(wox) — cos(wot) sin(woz) | dz

e"3t gt a
W S ; F(z)e2®sin [wo(t — 2) ] dz (%)
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En général, (»*) est treés difficile & calculer.

Oscillations forcées : On fait agir une force périodique sur la masse m :
F(t) = Asin(Qt + 0)

Alors (**) reste compliquée a intégrer. On cherche une solution particuliére directement
pour I'équation différenticlle

Y+ ay’ + ky = Asin(t + 0)
en essayant une fonction de la forme :
yp(t) = Dy cos(2t + ) + Dy sin(Qt + 6)
ce qui donne, apres calculs :

8 Q
\/(T—Q2)2+a2025m(m+6+ﬁ) avec f = arctan ———

k- Q2
Dans ce cas particulier (3éme cas) , la solution générale est donc

yp(t) =

y(t) = yp(t) - [01 coswpt + Casinwg s] P L
L,

" "
-

oscillations non amorties,

’ 5 : oscillations avec amortissement,
régime stationnaire

régime transitoire

Si @ — 0 (peu de frottement), alors I'amplitude des oscillation de yp(t) devient grande
lorsque 02 ~ k.

A la limite, on a le phénoméne de

Résonance
Lorsque a = 0 (pas de frottements), on obtient la solution générale

y(t) = “‘?_anf sin(Qt +0) + C, cos(Vk t) + Cysin(Vk t)

Si © = wy = Vk, la solution n’a pas de sens. Tl faut reprendre I'équation différentielle qui
devient

v + ky = Asin(Vkt + 0) = A[cosﬂ -sin(Vkt) + sin wa(\/Et)]
On essaie la solution particuliere yp(t) =t - [D1 cos(Vkt + 6) + Dasin(vVkt + 9)]

Calculs = "
yp(t) = ;- -t-cos(Vkt +0).

Les amplitudes augmentent jusqu’a la rupture du matériau.
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6.4.3 Circuit RLC série

Reprenons I'équation différentielle d'un circuit RLC :

Li(t) + Ri(t) + galt) = U(t).

R L
A 1—LTHO00 —
‘HR h u; +q
U(n HCI = C
=y
I 10

C : capacité du condensateur
L : inductance
R : résistance

Forme normale : R 1 U(t)
i+ 7i0+ a0 =—7-

On va résoudre le probléme avec

e U(t) = Up pour ¢t > 0 (on applique une tension constante a partir du temps t = 0).

On impose de plus les conditions initiales suivantes :
e ¢(0) = 0 (le condensateur est déchargé lors de I'enclenchement) et
e G(0) = 0 (le courant est nul au temps t = 0).

(IT) Solution particuliére de I’équation avec second membre
Comme U(t) = Uy = cste, on vérifie que

qp(t) = CUp

est une solution particuliere de ().
(I) Equation homogéne :
d(t) + q(f) +7 q(t) =

C’est la méme équation que celle pour le ressort avec des constantes % et Tlt‘ positives. Les
3 cas sont donc les mémes :

Polynéme caractéristique : . "
2 - —_—
A%+ LA+ iC 0
E 4 R2C - 4L
L2 LC @ LC

ler cas : Si R*C > 4L alors A > 0 et il y a deux solutions réelles négatives A et Ay. Donc

d’on A =

qn(t) = KieMt + Kyt
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La solution générale est alors
q(t) = qu(t) + qp(t) = K1t + Koe™* + CUy
Les conditions initiales g(0) = 0 et ¢(0) = 0 donne le systéme

Ki+ Ko+ CUy=0
MK+ XK =0
qui se résoud en
Az
A1 — A2

A
Ky =—Clp 125

K, =CUj

La solution est alors

a2 At Al At
— . T S +1
q(l‘.) CU@ ( - e e /\1 ) - c

ALA
i(t) = 4(t) = Cgoﬁ (e"l‘ _ e"")

3éme cas : Si R?L < 4L, il y a deux racines complexes conjuguées :

/\]‘2 = —a:I:wgz'

S st —_—. —_—
avec a 27 = 0e wo 2 LzC Alors

qn(t) = e[ K cos(wot) + K2 sin(wot)]
et la solution générale est

q(t) = qu(t) + qp(t) = e [K; cos(wot) + K2 sin(wot)] + CUs

Q(O)=0 = K;=-CU

CU(]G
wo

g(0) =0 —= woKs—aK,=0dou Ks=— . Done

q(t) = CUp [—e“‘“ (u% sin(wot) + coe(uot)) + 1]

et
2

i(t) = §(t) = CUp - e~ - (::—U + wo) - sin(wot)



6.4. APPLICATIONS 155

Cas particulier : Si a = 0 (pas de résistance), alors

q(t) = CUy [l - uos(wgt)] i(t) = CUpwyp - sin(wot)

Remarque. En supposant R2C négligeable par rapport 4 1L, on a

1 [aL—RC _ 1
“w=3'VT12¢ " Vic

et la fréquence d’oscillation est alors

feRe
2r 2nVLC

Application numérique :

Pour avoir une fréquence d’oscillations de 10kHz, on peut choisir C = 100nF et L =
2.553mI.

Pour avoir R?C << 4L il faut alors R << /% donc R << 320wo.

Remarque : dans une fonction sin(wt) = sin(27 f1), w est la pulsation et f la fréquence
avec la relation '
w =2rf.



