Chapitre 6

Estimation
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1 Introduction

Un phénomene biologique sera enticrement déterminé si I’on connait la loi de probabilité
suivie par la variable aléatoire donnée dans la population. On a alors deux cas de figure :

- soit la loi de probabilité suivie par X est connue g priori et on vérifie a posteriori que
les observations faites a partir d’un échantillon sont en accord avec elle. C’est le cas par
exemple de la répartition des génotypes attendus dans une population sous le modele de
Hardy-Weinberg. On cffectue alors un test d’ajustement entre la distribution théorique
et la distribution observée (chapitre 7).

POPULATION ECHANTILLON —_— CARACTERISTIQUE
P, 1, 6° taille n DE L'ECHANTILLON
f,%,8
Echantillonnage Déduction
aléatoire Statistique descriptive

Inférence statistique
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meétres inconnus, il faut tout d’abord étudier
la loi de probabilité suivie par I’estimateur.

. de distinguer soigneusement trois concepts

a moyenne p dont la valeur est certaine mais

1¢ la moyenne X dont la valeur est certaine

s, comme la moyenne aléatoire X dont la
la loi de probabilité est souvent connue et

2.1 Définition

211 Approche empirigue

11 est possible d’extraire d’une population de paramétres p, pu ou o> pour une variable
aléatoire X, k échantillons aléatoires simples de méme effectif, n. Sur chaque échantillon de
taille n, on calcule les paramétres descriptifs (£ X , s7).

k échantillons aléatoires simples
de #n individus

ST A A

Distribution d'échantillonnage de la moyenne

On obtient ainsi pour chaque paramétre estimé, une série statistique composée de k ¢léments a
savoir les k estimations du paramétre étudi€. Par exemple, on aura k valeurs de moyennes
observées (graphe ci-dessus).



La distribution associée a ces k estimations constitue la distribution d’échantillonnage du
parameétre. On peut alors associer une variable aléatoire a chacun des parametres. La loi de
probabilité suivic par cette variable aléatoire admet comme distribution, la distribution
d’échantillonnage du paramétre auquel on pourra associer une espérance et une variance.

212 Approche théorigue

En pratique, les données étudiées sont relatives a un seul échantillon. C’est pourquoi, il faut
rechercher les propriétés des échantillons susceptibles d’étre prélevés de la population ou plus
précisément les lois de probabilité de variables aléatoires associées a un échantillon aléatoire.

res simples

s sur un échantillon peuvent étre considérées
, X,. En effet, la valeur prise par le premier
*échantillon obtenu lors du tirage aléatoire.
itre échantillon. 1l en est de méme pour les n

1éfinir alors une nouvelle variable qui sera

Y:ﬂXlaer--:Xi» "-_eXH)
par exemple : Y=Xi+ X5+, .+ X;+. ...X,

Ainsi la loi de probabilité de la variable aléatoire Y dépendra a la fois de la loi de probabilité
de la variable aléatoire X' et de la nature de la fonction f.



2.2 Loi de probabilité de la moyenne

221 Définition

Soit X une variable aléatoire suivant une loi normale d’espérance p et de variance ¢~ et
P B
=eme

n copies indépendantes X,X5,...,X,...,X, telle que X; associe le i™ élément de chacun des #
échantillons avec E(X;) = p et V(X)) = o°.

On construit alors la variable aléatoire X, telle que

)—(:X] F X, Xy # it X, Zli)ﬂ
nx:]

H

avec pour espérance :

— IB% 1 & R 1
E(X) = E(;ZX;) = ;E(ZX;-): ;Z E(X;) :; ni Propriétés de 'espérance
=1 i=1 =1

d’ou E(Ir) = it E()_() est notée également /5

et pour variance si V(X)) =c" :

- 1< 1 X 1 % 1
V(X)= V(; ZX:.) =¥ V(ZX,-) - ?ZV(X,) =2 no’  Propriétés de la variance
i=1 i=1 i=1

—2 _
d’ot| V(X)=— V(X) est notée également O'%,
n

La loi de probabilité de la variable aléatoire X, moyenne de n v.a. X de loi de probabilité

.N’(u , ), est une loi normale M ,%).

Remarque : il est aisé de voir sur le graphe ci-dessous que la variance associée a une
0_2

moyenne (—) est plus faible que la variance de la variable elle-méme (7).
n



Variabilité de X

<« Soit I’étendue des valeurs observées d’unc
variable aléatoire X pour 4 échantillons de
méme taille d’une méme population.

| ' {

I : 1

! % : |

, X%t ' Les valeurs des moyennes arithmétiques sont
! X3, : : indiquées ainsi que les limites relatives a
: : ' Xa : I’étendue des valeurs de la variable observée
| ' ; : et celle des moyennes observées.

« >

Variagbilité de X

ucose dans le sang est une variable normale

; la population, I’espérance et I’écart-type
alors :

0,03 g/l

ntinue X, de la taille de I’échantillon » et de
5°, la variable centrée réduite construite avec

> 30), on se trouve dans les conditions du

Fe s

o .
— MO0,1) loi normale réduite
e

Ceci reste vrai lorsque # < 30 seulement si la loi suivie par X suit une loi normale.

Lorsque la variance ¢” est inconnue et X suit une loi normale, la loi suivie par la variable
; A- .
centrée réduite est alors : ,\ — T, loi de student & n-1 degrés de liberté
6]\n e




Lorsque # > 30, la loi de student tend vers une loi normale réduite (voir convergence).

Lorsque la variance o” est inconnue et X ne suit pas une loi normale, la loi suivie par

X=
—— 2
5‘/& n’est pas connue.

2.3 Loi de probabilité d'une fréquence

Soit une population dans laquelle une proportion p des individus présente une certaine
propriété.

Si k est le nombre d’individu présentant la propriété dans un échantillon de taille #», alors la
variable aléatoire K résultant de différents échantillonnages suit une loi binomiale B(n,p) avec

E(K) =np et V(K) = npq.

K
On construit la variable aléatoire £ = ; avec
K. 1., 1
pour espérance : E(F)=E(—)=—E(K)=—np =p Opération sur les variables
n’ n n

K 1 1 pq

et pour variance : V(F)=V(—)==3V(K)=—=5npqg="—
n n n n

K ,
La loi de probabilité d’une fréquence —, suit une loi normale V(p, 2 )
n n

vrai si np > 5 et ng > 5.

3 Estimateur

3.1 Définition

Soient X, X5 ,..., X, ..., X,  n réalisations indépendantes de la variable aléatoire X (discrete
ou continue) et @ un paramétre associé a la loi de probabilité suivi par X, un estimateur du
parametre & est une variable aléatoire ® fonction des X; .

® zLf(Xl , X2 9"':/Yl‘> "'9X??)



Si on considére » observations X1, X2,..., Xi, ..., X,, I’estimateur ® fournira une estimation de
@ notée également & :

-

9 =f(x] 3 X2 500 Xi s '--3-xn)

L’estimation d’un paramétre inconnu, noté € est fonction des observations résultant d’un
échantillonnage aléatoire simple de la population. L estimateur est donc une nouvelle variable
aléatoire construite a partir des données expcrimentales et dont la valeur se rapproche du
paramétre que 1’on cherche a connaitre.

L’estimation de & est une variable aléatoire ® dont la distribution de probabilité s’appelle
la distribution d’échantillonnage du parametre 6.

L’estimateur ® admet donc une espérance £(®) et une variance V(©®).

3.2 Propriétés

321 Co

L’estimateur ® doit tendre vers la valeur réelle du parametre & lorsque le nombre
d’individus étudié augmente. On dit que I’estimateur est convergent.

Si Ve>0 P(|©-0])>¢) >0 lorsque n—>w

Ceci équivaut a dire qu’en limite ® — & lorsque 7 — .

322 Biais d'un estimateur

[.e biais d’un estimateur noté B(®) est la différence moyenne entre sa valeur et celle du
parameétre qu’il estime. Le biais doit étre égal a 0 pour avoir un bon estimateur.

B(0) = E(0-6) = E(©)-£(6) = E(©)-6=0 (voir propriétés de I’espérance)
dou E@®)=6

Ainsi ’estimateur sera sans biais si son espérance est égale a la valeur du parametre de la
population.
E®)=6

Exemple :

Soit les densités de probabilité de 3 estimateurs d’une espérance [L,




® e Oysont des
estimateurs sans biais

de p car
E(©)) = E(©y) = n

! ©®; est un estimateur
biaisé de p car
o) E@©3)-p=p-p#0

—IZO .1GI e .ZIEI ﬂrﬂ

Dans I’exemple ci-dessus, ®; et ®; sont des estimateurs sans biais de p car
B(®))=E(©-n)=E(©))-p =0 car E(®)=p,de méme pour B(6,)

alors que ®; est un estimateur biaisé de p car
B(©3) = E(@3- ) = E(@3) - p =’ - p# 0 car £(@;) = p’

Remarque : Un estimateur st asymptotiquement sans biais si E(®) — @lorsque n — oo

I3 Variance dun estimateur

Si deux estimateurs sont convergents et sans biais, le plus efficace est celui qui a
la variance la plus faible car ses valeurs sont en moyenne plus proches de
la quantité estimee.

7(©) = E(® - E(®))* minimale

Exemple
Dans I’exemple précédent, on voit que ¥(®,) < /(©,). On peut donc conclure que ®; est un

meilleur estimateur de p que ®-.

Remargue : Quand les estimateurs sont biaisés, en revanche, leur comparaison n’est pas
simple. Ainsi un estimateur peu biaisé mais de variance trés faible, pourrait méme &tre préféré
a un estimateur sans biais mais de grande variance.
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Théoréme :
Si un estimateur est asymptotiquement sans biais et si sa variance tend vers 0 lorsque n — oo,
il est convergent.
V(©)
ple-6]>g)< 2 avee £>0

(Inégalité de Bienaymeé-Tchébvcheff)

Cette inégalité exprime que si |©@—0 |tend vers 0 quand » augmente, V(@) doit aussi tendre
vers (.

4 Estimation ponctuelle et par intervalle

L’estimation d’un parametre quelconque 6 est ponctuelle si ’on associe une seule valeur a
I’estimateur & a partir des données observables sur un échantillon aléatoire. L. estimation par

intervalle associe & un échantillon aléatoire, un intervalle [ 6,68,] qui recouvre 6 avec une
certaine probabilité.

4.1. Estimation ponctuelle

Si la distribution de la variable aléatoire X est connue, on utilise la méthode du maximum de
vraisemblance pour estimer les parametres de la loi de probabilité. En revanche si la
distribution n’est pas connue, on utilise la méthode des moindres carrés.

411 Espérance

Soit X une variable aléatoire continue suivant une loi normale M{(u,c) dont la valeur des
paramétres n’est pas connue et pour laquelle on souhaite estimer I’espérance L.
Soient X; , X3 ,..., Xi, ..., X,  n réalisations indépendantes de la variable aléatoire X, un
estimateur du parameétre p est une suite de variable aléatoire ® fonctions des X;:

B =f (X1, X2 0.5 Kiy 1005 Xn)

La méthode des moindres carrés consiste a rechercher les coefficients de la combinaison

linéaire O=aXit+aXc+.. FaX+ ..+ aX,
telle que £ (®) = u et ¥(®) soit minimale

11




[.a moyenne arithmétique constitue le meilleur estimateur de i, espérance de
la loi de probabilité de la variable aléatoire X :

A —_l .
H“X“n;Xi

Voici pourguoi :
Estimateur sans bigis :  E(X)=p

Estimateur convergent © sil’on pose 1'inégalité de Biénaymé-Tchébycheff :

_ V(X)
P(| X—p | 25)5? avec £ >0
Vx) o ;
lorsque n —w —5 ="> >0 etceciVe>0
& ne

ainsi en limite, P( | 2 Tl | >¢ ) =0, ce qui indique que X —> p en probabilité.

412 Variance

Soit X une variable aléatoire continuc suivant une loi normale N (u,c) pour laquelle on

. . . 2
souhaite estimer la variance ¢”.

Soient X; , X5 ,..., Xi, ..., Xi  n réalisations indépendantes de la variable aléatoire X, un
estimateur du paramétre o est une suite de variable aléatoire ® fonctions des X; .
@ :f(XI » X2 9"'1/‘1'-.- -"!XFT)

e Cas ou espérance p est connue

La méthode des moindres carrés consiste a rechercher les coefficients de la combinaison
linéaire
2 2 2
O =ai(Xi- W’ + a(Xa- ) +...+ aXi- ) .ot @y (X )

telle que E (®) = o’ et ¥(®) soit minimale

12



La variance observée constitue le meilleur estimateur de o*, variance de la loi de
?
probabilité de la variable aléatoire X' lorsque I’espérance | est connue :

,\ 1 «
&’ =;Z<X,- ~ iy
=1

Remarque : Cette estimation de la variance de la population est rarement utilisée dans la

mesure ol si la variance o” n’est pas connue, I’espérance p ne ’est pas non plus.

® Cas ou ’espérance p est inconnue

Dans ce cas, nous allons estimer p avec ;}:)_{ et dans ce cas Z(X}.—,u)2 ;tZ(X, —1?)2.
=1 =1

Nous allons étudier la relation entre ces deux termes & partir de la variance observée :

2 l g a2 l g BT 2
$' == 20X, =X == 2K, )~ (X - ]

2 1 5 2 ey 2 ey -
5t == D LK, = ) + (X =1)> = 2(X, = 1)(X = p3)]

i=1

% _I n 4 _t n _ 5 e R ] — .
s =;Z(}4—,u) +;Z(X—p) —2(X - QX - 1) avec X,(X,~ ) = n(X —p)

i=1 i=1

2 l f 2 by 2 e 54
§ == 2 X~ + (X — ) —2(X )

(FS]

I n =
$==2 (X~ - (X -’ =0" -

i=1

eneffet o2 == (X—)’=(X -1’ = =
" H £ n

0_2

ainsi s =

Le meilleur estimateur de 7, variance de la loi de probabilité de la variable aléatoire
X lorsque I’espérance L1 est inconnue est :
A2 n

1 < -
6’ =——5 =——2 (X,- XY
n—1 n—-177;

Remarque : Lorsque » augmente, la variance observée s* tend vers la variance de la

(”_!) 2 2

o =0

population ”. lim s* = lim

n—y+ n—y+m 7}

13




413  Fréquence

Soit le schéma de Bernoulli dans lequel le caractére A correspond au succés. On note p la
fréquence des individus de la population possédant le caractére A. La valeur de ce parametre
étant inconnu, on cherche a estimer la fréquence p a partir des données observables sur un
échantillon.

A chaque échantillon non exhaustif de taille », on associe I’entier £, nombre d’individus
possédant le caractere A.

Soit K une variable aléatoire discréte suivant une loi binomiale B(n,p) et pour laquelle on

souhaite estimer la fréquence p.

:rvé dans un échantillon de taille n

quence)

e Biénaymé-Tchébycheff

ceci Ve >0

: que L — p en probabilité.
n

priété lors de 1’établissement de la_loi des
grands nombres.

Exemple :

On a prélevé au hasard, dans une population de lapin, 100 individus. Sur ces 100 lapins, 20
sont atteints par la myxomatose. Le pourcentage de lapins atteints par la myxomatose dans la
population est donc :

~ K 20
p=—

. = E = 0,2 soit 20% de lapins atteins dans la population

14



Ce résultat n’aura de signification que s’il est associé a un intervalle de confiance.

4.2 Estimation par intervalle

421 Définition

~ ~

L’estimation par intervalle associe 4 un échantillon aléatoire, un intervalle [§,6,] qui

recouvre 6 avec une certaine probabilité.

Cet intervalle est appelé I’intervalle de confiance du paramétre 6 car la probabilité que
® dont la valeur est inconnue se trouve compris cntre @ el 6, cst égale a 1-a, le coefficient
de confiance P(é‘nﬁ 0 < 632) =1=a

Son complément o correspond au coefficient de risque.
PO=[6.0,)=a

Un intervalle de confiance indique la précision d’une estimation car pour un risque o donné,
I’intervalle est d’autant plus grand que la précision est faible comme I’indiquent les graphes
ci-dessous. Pour chaque graphe, I’aire hachurée en vert correspond au coefficient de risque

o. Ainsi de part et d’autre de la distribution, la valeur de I’aire hachurée vaut %.

15



[RR

o=10,01

99 chances sur 100 que la valeur du paramétre
recherché se trouve dans Dintervalle dc
confiance mais la précision autour de la valeur
prédite est faible

a=0,05

95 chances sur 100 que la valeur du paramétre
recherché se trouve dans ['intervalle de
confiance et la précision autour de la valeur
prédite est correcte.

a=0,10

90 chances sur 100 que la valeur du parametre
recherché se trouve dans [Iintervalle de
confiance mais la précision autour de la valeur
prédite est élevée.

422  Intervalle de confiance d'une moyenne

En fonction de la nature de la variable aléatoire continue X, de la taille de I’échantillon » et de
la connaissance que nous avons sur le paramétre o, 1’établissement de Iintervalle de
confiance autour de L sera différent.

e Quelque soit la valeur de n, si X > My ,oc) et o” est connue,Etablir Iintervalle de

confiance autour de la moyenne [ revient a ¢tablir la valeur de 7 pour

05




une valeur du coefficient de confiance 1 - a donnée par |’expérimentateur.

Voici pourquoi :
SiP()_{'—iﬁp.<X’+i)=l—cc alors P(u—i<X’< pt+i)=1-a

Connaissant la loi suivie par la v. a. X et d’aprés le théoréme central limite, nous pouvons

X
o/

bli P( . . = )=l-a h e —> MO,1
& =1- ant —— S
établir que Y N - ey o Sadanr que "7 (0,1)
(conditions) '

i

par conséquent ; 1/_ correspond a la valeur de la variable normale réduite pour la
o/dn

un coefficient de risque o est donc
7

¥
variance 0'2 est connue

» balance donne une pesée avec une variance
1e corps sont : 64,32 ; 64,27 ; 64 ,39.
dans la population avec un coefficient de

9
376 x = 0,058

1,732

e e , o v 28 = 0,058
vn :

d’ou le poids moyen de ce corps est compris dans I’intervalle [64,27 ; 64,39] avec une
probabilité de 0,99.

Remarque : La valeur de €, est donnée par la table de I’écart-réduit pour une valeur

o donnée.

17



Coefficient de risque Ecart-réduit

a=0,01 €y — 2,576
o =0,05 €q = 1,960
a=0,10 €y = 1,645

¢ Quelque soit la valeur de i, si X - Mu, o) et o” est inconnue,

Le raisonnement reste le méme mais la variance de la population o” doit étre estimée par

) n

- - cr mctuelle)
e X « Hti)=1l-a

uivie par la variable centrée réduite, on peut

f .

e la variable de student pour une valeur de

liberté.

un coefficient de risque o est donc

1
2 .
[ 6" est Inconnue

Remargue : Lorsque » > 30, la loi de student converge vers une loi normale réduite. Ainsi la
valeur de 7, (n-1) est égale a g, . Ci-dessous, un exemple pour un risque o = 0,05.

18



Taille de I'échantillon Ecart-réduit Variable de student
n=10 £q= 1,960 fo=2,228
n=20 €, = 1,960 t,=2,086
n=30 €q = 1,960 1. =2,042
n=40 B=11960 t, = 1,960

Exemples :

(1) Dans un échantillon de 20 étudiants de méme classe d’age et de méme sexe, la taille
moyenne observée est de 1,73m et I’écart-type de 10 cm. La taille moyenne de ’ensemble des
étudiants de I'université est donc :

5 n 20
avrarn v =1 7%m - (1'2 = .QZZ p—E ﬂ_ﬂ] = ﬂ’{]]l et t‘a — 2_}086

= o
=X+ taﬁ =1,73m * 0,049

n est comprise dans ’intervalle [1,68 ; 1,78]

: moyenne de la population est :

et &, = 1,960

) - o
i =X g“ﬁ =1,73m % 0,02

n est comprise dans I’intervalle [1,71 ; 1,75]

pour un méme coefficient de confiance

lent puisque par définition la variance de la
PUpUIaLiuil L HILULIIUG TL UUIL TLUT THLILITT aveu 14 variance observée ;

~2 n s . i .
o = 1S (voir estimation ponctuelle)
n_._.
. . . T = L
Comme pour le cas I, la loi suivie par la variable centrée réduite — /-\(_ - MO,1)
o/n

(conditions).
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[’intervalle de confiance de I’espérance p pour un coefficient de risque o est donc
- o} = o
X-—gF=<u<X+eg,—F+

vraie seulement si # est grand.

e Si # <30 et X suit une loi inconnue,

X-p
La loi de probabilité suivie par 5‘/ T n’est pas connue et 1’on a recours aux statistiques
n

non paramétrigues.

4 .2.3 Intervalle de confiance dune proportion

Etablir I'intervalle de confiance autour de la fréquence p de la population a partir de son

g K o ; 2 o
estimateur — revient a établir la valeur de / pour une valeur du coefficient de confiance

n
(1 - ) donnée par I’expérimentateur telle que :
K K
P(—-i<p<—+i)=l-aou P(p-i<—<p+i)y=l-a
n n n

Connaissant la loi suivie par la v. a. — et d’apres le théoréme central limite, on peut
n

]
établir que P <
’ﬂ
n

K
e ; ——p

K
+1
. <—F=)=l-« sachant que 4 = MO,1)
n n n

20



_— K _rqg |, L pq . K
Par définition, V(—) = = n’est pas connue et on l’estime par = avec P=" et
n n n

n—-K
n

g=

L’intervalle de confiance de la fréquence p pour un coefficient de risque a est donc
K ~oA K ~oa
=l 2 < PL—+E; 2
n n n n

vraie seulement si # est grand et np, ng > 5

Remarque : Sila taille de I'échantillon est faible, on a recours aux lois exactes.

Exemple :

Un laboratoir¢ d’agronomic a effectué une étude sur le maintien du pouvoir germinatif des
graines de Papivorus subquaticus apres une conservation de 3 ans.

Sur un lot de 80 graines, 47 ont germé. Ainsi la probabilité de germination des graines de
Papivorus subquaticus aprés trois ans de conservation avec un coefficient de confiance de
95% est donc :

. 0,588 . g o 0,412 1,96
T — i S Tt — e f— t o
avec 80 , , g9 20 s et &= 1,
DG 0,588 x0,412
s 20 = LgﬁxJT=0,108 d’ol p=10,588 + 0,108
4

ainsi la probabilité de germination est comprise dans I’intervalle [0,480 et 0,696] avec une
probabilité de 0,95.
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