Chapitre 7

Calcul différentiel a plusieurs
variables

7.1 L’espace R"

7.1.1 Structures sur R"

L’ensemble R™ est ’ensemble des n-uplets (z1,x2,...,2z,) ot r; € R. On notera

%= ey B

x est un point de R™.

— Le point x = (x, 2, ..., &) sera aussi considéré comme un vecteur-colonne
I
T2
. e —
Tn

— Les z; sont les composantes de x.

Notation :
Dans R? on notera (z,y) plutét que (z1,z2)
Dans R? on notera (z,y, z) au lieu de (z1, 22, z3).

L’espace R" a les propriétés suivﬁntcs E
e L'espace R" est muni d’une addition :
(21, 22, ..y Tn) + (U1, Y2, -, Yn) = (@1 + Y1, T2+ 12, -, Tn+ Un)
et d'une multiplication par un scalaire :
RolBys vieyBu)={A81, +ovs ABp).
Ces 2 opérations font de R™ un espace vectoriel.

L’élément neutre pour I"addition est 'origine : 0(0.0,...,0).
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e L’espace R™ est muni d'un produit scalaire :

<-,->:R"'xR"—R défini par
n
<xy>=) zgi=x-y=(z1 - @ )-| :
e Yn
e L’espace R" est muni d'une norme :
I-]:R* —R définie par
llx|l = , ‘Zxﬂ VXX >
i=1
o Il est muni d’'une métrique (ou distance)
d:R"xR*"— R définie par
d(x,y) = |lx —yll = ﬁl D (2 —w)?
i=1
qui satisfait les propriétés suivantes :
(i) d(x,y) 20
(i) d(x,y)=0 & x=y
(iii) d(x,y) = d(y,x) (symétrie)
(iv) d(x,2z) < d(x,y) + d(y,z) (inégalité du triangle)
pour tout x, y, z € R",
e Les vecteurs
1 9 0
= _|o 13
e = : y €2= : s y En = 0
0 O 1

forment une base orthonormale de R™.
Remarque 7.1. Sin =1, on a ||z|| = |z| et d(z,y) = |x — y| pour tout z,y € R.
Dans ce chapitre, on va considérer les fonctions
f:D—R™
avec D C R". A un point x € D on associe donc un vecteur f(x) € R™.

Exemples 7.2.
1. f:R2—R: f(z,y) =22 +siny

L
2. f:R—R3: f(t) = ( cost )

tsint

T+ yz
3. f:R®—R3: f(z,y,2) = | 22+ +¢*
sin(yz)
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7.2 Courbes dans R"

7.2.1 Définition

Définition : Une courbe (dans R™) est une fonction continue v : I — R™ ot I est un
intervalle de R. On associe donc pour chaque ¢ € I un vecteur

T (t)

xo(t
e | N
Zn(t)

oit les z; : I —> IR sont des fonctions réelles.

Proposition 7.3. v est continue si et seulement si les z; sont continues pour tout i.

Remarques :
e (Vest une courbe paramétrisée. La variable ¢ s’appelle le paramétre de .
e Si l'on peut écrire z, = f(x1,%2,...,Tn—1) pour tous les points de =, alors v est le
graphe d'une fonction & n — 1 variables.
Exemple :
t z(t) )
t)= = i
¥(t) ( et ) ( y(t)
Alors y = €.

e Si l'on peut écrire F(z1,22,...,2,) = 0 en éliminant le paramétre ¢, on a obtenu
I'équation cartésienne implicite de ~. (ce n’est pas toujours possible). On perd cepen-

dant la notion du “temps”.
Exemple :
Rcost
() = ( Rsint )

Alors 22 + 4% = R%.

7.2.2 Dérivabilité

Définition 7.4 (Vecteur tangent). Si les fonctions x;(t) sont dérivables pour tout i, on
définit le vecteur tangent par

-’s_"l (t)
o= =
n(t)
ol #;(t) = %(f,)

On note parfois v(t) = §(t).
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Interprétation physique : si ¢ représente le temps et () la position d’un mobile, alors (t)
est le vecteur-vitesse. Sa norme

@) = \ar2(t) +--- + 22(2)

est la vitesse du mobile.
En dérivant encore 4(t), on obtient le vecteur d’accélération

I"l(!)
Bt
sw=| ™

Zalt)

Quelques exemples

1) Mouvement rectiligne uniforme (MRU). Soit a,v € R" deux vecteurs fixés. Alors la
courbe
(t)=a+v-t (%)

est une droite passant par le point a et de vecteur directeur v.

Vecteur tangent (vitesse) : 4(f) = v est constante.

U1

v2

e Sin =3, 'élimination de ¢ donne 2 équations cartésiennes, chacune étant 1'équation
d’un plan et I'intersection des 2 plans donne la droite.

e Sin =2, équation cartésienne : vox — V1Y = Voa) — V1G2 AVEC U = (

2) Mouvement circulaire uniforme (MCU) : soit

([ =(t) \ [ Rcost
() = ( y(t) ) N ( Rsint )
¢ Equation cartésienne : z2 + y?> = R?cos®t + R%sin’t = R2.

e Vitesse : ¥(t) = ( _}f;n: ) et donc

";]"(t)" = \/R2 sin?t + R2cos2t = R.

La vitesse est constante.
e Accélération : §(t) = ( —Rcost

—Reint ) = —~(t). L’accélération est dirigée vers le centre.
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3) Hélice : soit
Rcost
4(t) = | Rsint avec R,c > 0.
ct

(est la superposition d’un mouvement circulaire uniforme (MCU) dans le plan Ozy et
d’un mouvement rectiligne uniforme (MRU) le long de I'axe Oz.

xg + vt
4) Chute libre : 7(t) = yo + vat
zp + vst — 3 gt°

M 0
f-,m:( - ) w-_(o)
v3 — gl o

Changement de paramétrisation
Soit I = [a,b] et v : I — R™ une courbe. Soit J = [¢,d] et

p:J—1
s>t

une fonction continue bijective telle que p(c) = a et p(d) = b.
Alors la courbe

yop:J—R"
s> v (p(s))

est la "méme” courbe que v mais avec une paramétrisation différente.
La fonction t = p(s) est le changement de paramétrisation.

Interprétation physique : si £ est le temps, le changement de paramétrisation revient a par-
courir la courbe v avec une autre vitesse. Plus précisement

p z1((s)) Z1(p(s)) - ¢'(s)
Z1(e(8)) = = : = : =4(¢(s)) - ¢'(s)-
zn(p(s)) an(p(s)) - ¢(s)

Exemple : Reprenons la courbe

Rcost
ﬂt)_(Rsint) b b



162 CHAPITRE 7. CALCUL DIFFERENTIEL A PLUSIEURS VARIABLES

Si I'on pose t = s? = ¢(s) , la courbe devient

%(s)=7oc.a(s)=(ﬂ°°“§) 0<s<Van

Rsins

—2sRsin 2

Alors 9(s) = %ﬁ(s) = ( P — ) et donc

v(s) = ||[o(s)]| = V452 R2sin? s2 + 452 R2 cos? s — 2sR

La vitesse n'est plus constante.

7.2.3 Longueur d’une courbe

Soit P <> v(t) et Q «» «(t | At) deux points de la courbe proches I'un de I'autre (avec
At >0).Ona

I (t = At) — X1 (t)

u=PQ =(t+At) - (1) = :
Zn(t + At) — za(t)

Alors la longueur de la corde PQ est égale a

AL = lull = V1@ + B — 2@ + -+ [@nll + A — 22 (O]
N \/[ml(t +At) - zl(t)r - [rn(t +At) - xn(_gr anr

n At At

A, a2 + -+ En(t)2 - dt

= [|%(2)]] dt.

La longueur de la courbe entre ¢ = a et ¢ = b vaut donc

b
L [ (@) dt

Théoréme 7.5. La longueur d'une courbe est indépendante de la paramétrisation

DEM : On a t = p(s) avec p(c) = a et p(d) = b. On doit montrer que

fa "Iscol de - f L o et | .
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On suppose que ¢ < d ce qui implique, comme ¢ est une bijection, que ¢’(s) > 0 pour tout
s € J. Alors

[ mevon]a= [ e vo]
= f “ el - ¢/ (5)] ds
= / " el - ¢'(s) ds

d
= f VE1(p(5))? + 22(p(5)? + - - + Ealp(5))? - ¢/(5) ds
on pose t = ¢(s) et donc dt = ¢'(s)ds

w(d)
= Vi ()2 + aa(t)2 + - - + n(t)? dt
w(c)

b
- ] ()|l dt = L

7.2.4 Angle entre deux courbes

Soient 7, et 79 deux courbes et P = 7;(¢;) = 72(t2) un point d’intersection. Alors I’angle
entre v, et 2 au point P est donnée par la formule

(N(t) , Fo(t2) )
IF ()l - F2(22) |l

cosfl =

7.3 Fonctions réelles a plusieurs variables
Une fonction réelle de n variables réelles est une application
f:D—R avec D C R".
On associe ainsi a tout point x = (z1,...,2z,) € D, un nombre réel f(x) € R.

Exemple : [ : R?* — R définie par f(z,y,2) = 2% 4 2y% — 10z.
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7.3.1 Graphe

Si n = 2, on peut définir et dessiner le graphe Gy d’une fonction f(z,y). C’est le sous-
ensemble de R3

Gy = {(z,y,2) |z = f(z,y)}.

Remarque : le graphe d’une fonction 4 2 variables est de dimension 3. De ce fait, si n > 3,
le graphe d’une fonction f : R®™ — R peut toujours étre défini mais il est de dimension
n + 1 et ne peut donc pas étre représenté ni méme imaginé.

7.3.2 Ensembles et courbes de niveau

Soit f: D C R® — R une fonction et ¢ un nombre réel. Alors I'ensemble
Ni(0) = {x € R" | f(x) = ¢}
est appelé ensemble de niveau ¢ de f.
e Dans le cas d’une fonction a 2 variables, N¢(c) est appelé une courbe de niveau.

Interprétation : si f(z,y) est l'altitude du point (z,y) sur une carte, une courbe de niveau
N¢(c) représente ’ensemble des points qui ont une altitude donnée c.

e Sin =3, on parle de surface de niveau.

Exemples 7.6.

1. Soit f(x1,x2,x2,24) = T3 4+ 25 + 73 + 3 Alors pour ¢ > 0, I’ensemble de niveau
N(c) = {(z1,%2,73,74) €R" | 2} + 23 + 23 + 75 = ¢} = {x e R | [Ix]| = Vc}
est une (hyper)-sphere de rayon /c.
2. Graphe et courbes de niveau de la fonction z = f(z,y) = zy.

Courbes de niveau ¢ £ 0 : f(z,y) =c<=>ry=c<=>y= i
Les courbes ne niveau ¢ # 0 sont des hyperboles.
La courbe de niveau 0 est donnée par zy = 0 <= z = 0ouy = 0. Donc

Ny(0) = axe Ox U axe Oy

Le graphe de f(z,y) est un hyperboloide.
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3. Graphe et courbes de niveau de z = f(z,y) = 22 + 43°.

Courbes de niveau : Ny(c) = {(z,y) | 2% + 4y* = c}.

Si ¢ < 0, I'ensemble N¢(c) est vide.

Si ¢ = 0, la courbe de nivean est un point : (0,0)

Si ¢ > 0 alors Ny(c) est une ellipse d’équation standard

2 2
Ve Ve
Le graphe z = f(z,y) = x? 4+ 4y est un paraboloide.

4. Graphe et courbes de niveau de f(z,y) = z + 2y + 6.

Le graphe z = f(z,y) = z+42y+6 est un plan dont I'équation normale est z+2y—2z+6 = 0.

1
Son vecteur normal est donc n = ( 2 ) ;
-1

Les courbes de niveau ¢ sont d’ équation = + 2y + 6 = c¢. Ce sont des droites paralleles

de vecteur directeur v, = ( _21 )

5. Soit f(z,y,2) = 2% + y* + 22
Alors, pour ¢ > 0, 'ensemble de niveau est la surface d’équation z2 4 y? + 22 = ¢. Clest
une sphére de rayon \/c.
Si ¢ = 0, 'ensemble de niveau N(0) est un point : (0,0).
Si e <0, Ny(c) est vide.

6. Les surfaces de niveau de la fonction
flz,y,2) =z -3y +4z

1
sont des plans paralléles d’équation = — 3y + 4z = ¢. Leur vecteur normal est ( -3 ) ;
4

7.4 Dérivées partielles

Dans ce paragraphe D désigne un ouvert de R™.
Soit f : D — R une fonction & n variables et @ = (ay,a2,...,a,) € D un point fixé.
Considérons la fonction

gi(&) =f(a].| e ai_l" E‘ a'l'}l'l i | aﬂ)'
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C’est une fonction a une variable.
La dérivée de g est appelée la dérivée partielle de f par rapport a la variable z;.

af dg;
5}:(0) = dg(a‘)
i i@+ 1) — giai)
h—0 h
= lim f(ﬂ],...,ai. 1,(11’,+h,a;'+1,---,ﬂn)—f(ﬂ],...,ai—l-,ai,ai-g-l,--...(l-u)
h—0 h
o flathe) — fla)
h-»0 h

On a les notations équivalentes :

) = Dif(@) = fuula) = oL

1lx—a

Une fonction f : D — R est dite partiellement différentiable sur D si les dérivées
partielles f,,(x) existent pour tout x € D et pour tout i =1,2, ... n
Ceci définit alors une fonction f;, : D — R pour tout i.

Calcul effectif : la dérivée partielle par rapport a z; se calcule donc en dérivant par rapport
A x; en considérant les autres variables comme des constantes.

Exemples 7.7.
1. Soit f(z1, %2, z3,Ta) = 221 zz + z1sinzg + ¢*3. Alors

M 2
fiﬁl = 2$§ 4+ s1in 4 fzg = 43:12:2 o 22;2(.;:‘2

fz3 =0 fry = T1C08T4
2
[(z,y) [z fy
xy® e 2zy
sin(x + 2y) | cos(z + 2y) 2cos(z + 2y)
¥ ¥ 1 E
ez - z‘%’ﬂ‘ EES
2 2yz2v-1 2Inz -
3. Soit
0 en (0,0)
Nous avons déja vu que f n’est pas continue en (0,0)
e £h0) = £0,0) . 0 _
et

— iy LR - £(0,0) _ . O
fy(0,0)—H} h hg}l h -l

Ainsi la fonction f(z,y) est dérivable en (0,0) bien qu’elle ne soit pas continue.

Donc en dimension n > 2, dérivable  #= continue
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Remarquons cependant que

2 v+ 3 O 3 _ I2
alay) = WESLI P Vo2l pour tout (5,9) # (0,0

Sur la droite 2 = 0 (y # 0) on a donc

3

Yy 1y>0
% = —= = —
f(0,9) L +o00

et sur la droite y =0 (z #0),on a
fe(2,0) =050

La fonction f,(z,y) n’est donc pas continue en (0,0).

On peut, montrer que si les [, (x) sont continues en a pour tout 4, alors f(x) est continue
en a.

7.4.1 Gradient

Soit D C R™ et f: D — R une fonction partiellement différentiable et @ un point de D.
Le vecteur-ligne

(f:tl(a') f-l‘—‘z(a') fz“(ﬂ])

est appelé le gradient de f en a. Il est noté V f(a).
Le gradient définit done une fonction

Vf:D—R"
x = Vf(x)

Le gradient en a est parfois aussi noté ggd’ fla).

Exemples 7.8.
1. si f(z,y) = % + 2y® — 10 alors

Viz,y)=(2z 4y)
2. f(z,y,2) = 2%y + 3zyz + sin(zy) alors
Vf(z,y,2) = ( 2zy +3yz +ycos(zy) 2°+3zz+zcos(zy) 3zy )

7.4.2 Approximation du ler ordre and plan tangent

Définition 7.9 (Fonction de classe C'). Une fonction f : D — R définie sur un ouvert
D C R™ est dite continiment différentiable si toutes ses dérivées partielles existent et
sont continues sur D. On dit dans ce cas que f est de classe C' et on note f € C*(D,R).
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Théoréme 7.10 (Théoréme d’approximation du premier ordre). Soit D un ouvert de R™
et f € CY(D,R). Alors pour tout point a € D, il existe une fonction réelle Ry définie sur
un voisinage V de a telle que
f(x)=fla)+Vf(a)-(x—a) + Rilx) VxeV
L
=(Vf(a), x—a)

avec

lim R

el —al

La fonction Ry est appelée le reste d’ordre 1. C’est un o(||x — al|).
Ici, x et a sont vus comme des vecteurs-colonne

Remarque 1 : en posant u = x —a € R", la formule précédente s’écrit alors
f(a+u) = f(a) + Vf(a) - u+r(u)

avec lim 1 0. Autrement dit avec r(u) = o(]|ul|)

w0 flufl a '

Remarque 2 :
e Sin— 1, on retrouve I'approximation de Taylor du premier ordre autour de a = o :

f(z) = f(zo) + f'(z0)(z — z0) + R(z)

avec R(z) = o(xz — o) et I'équation y = f(zo) + f'(z0)(z — zo) est celle de la tangente au
graphe de f en z.

e Sin =2, on trouve, autour du point a = (zg, o) :

T — Tg

) = S0, ) +  Lelanaw) fyteow) )+ (2250 ) +Rizy)
= f(z0,%0) + fz(%0,%0) - (z — z0) + fy(0,%0) - (¥ — W0)-

[’équation

z = f(zo,y0) + f(20,w0) - (x — 20) + fy(z0,%0) - (v — w0)

est ’équation du plan tangent au graphe de f au point (zg, yo)-
Exemple : soit

f(z,y) =2+ 2% —4°.

Alors
Vi={(2zy z2 — 3y? ; 1
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Soit a = (z9,y) = (1,2). Ceci donne f(1,2) = -4 et Vf(a) =(4 -—11)
Approximation du ler ordre autour de a :

f(l"y)=f(l‘01 )+vf(3-0190) (y Yo
~—4+(4 -11)- (y‘;)

= A+4(z—1) - 11(y - 2).

) + R(z)

L’équation z = —4 + 4(z — 1) — 11(y — 2) est I’équation du plan tangent au graphe de f
passant par P(1, 2, —4).
De maniére générale, ’équation du plan tangent au graphe de f(z,y) au point (zo, yo) est

T —Tg

z= f(xo,yo)'l‘vf(-’-'-'o,yn)'( .

) = f(x0,%0)+ fz(z0, Yo) - ( —x0) + fy (0, %0) - (¥ — ¥o)-
On peut réécerire I'équation comme suit :

fe(zo,y0) - = + fy(zo,90) -y —2+d=0

ce qui montre que le vecteur normal au plan tangent est

fx(l'()s !)"0)
n= fy(-‘fulayO)

On peut généraliser ce résultat & n variables.

L’équation de I’hyperplan tangent au graphe de f(z1, s, ...,%,) au point a = (a1, az, ..., an)

est alors donnée par

ZTn+1 = f(a1;...,80) + Vf(a) - (x—a)

7.4.3 Reégles de dérivation
e Addition : soit f,g € C'(D,RR). Alors
V(f+9)=Vf+Vy.

e Produit : soient f,g € C'(D,R) avec D C R™. On peut considérer la fonction fg définie
par (fg)(x) = f(x)g(x). Alors

V(/f9)(a) = V(f)(a) - g(a) + f(a) - Vg(a).
En abrégé :

V(f9)=fVg+gVS
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e Composition : soit I C R et

y:T—R"

T (t)
z2(t)

zn(t)
une courbe (différentiable) dans R™.

Soit D € R™ et f: D — R une fonction 4 n variables. Si I'on suppose que Im(y) C D, on
peut définir la fonction composée

D(t) = f((t)) = f(z1(2), z2(t), ---, za(t))

d
qui est une fonction & une variable. Que vaut alors a@(t) ?

Réponse :
300 = 2L 21(), - 20(®) - 24 2L @), ae) B2
ot L @) alt) - G
=D (1) - &i(t)
i=1

—VI6) - 50

= (VSr(8)  40)
Ainsi

4 (7o) () =V () (1) (7.1)

Exemple (vérification) : f(z,y) = z° + y* et
_( =(t) \ _ [ cost
0=(36 )= ()

®(t) = (foq) (t) = f(cost, sint) = cos’t +sin’t = 1

Alors

et donc ®'(t) = 0.
Avec la formule :

{ Jo =22 { i(t) = —sint
fy=2y y(t) = cost

Ceci donne

Vf=(2z 2y)=(2cost 2sint) et ~',(:)=( ‘ci‘;‘)

Alors
®'(t) = Vf-4(t) = —2costsint + 2sintcost = 0.
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DEMONSTRATION DE (7.1) : Sans perte de généralité, on démontre la formule en ¢ = 0.
Posons a = «(0) € R™. Par 'approximation du ler ordre autour de a, on a

f(x) = fla) +(Vf(a), x - a) + R(x)

avec lim R(x) ={.
x-a |[x — al

Ceci donne, en notant x = v(h) € R" :

®(h) - 2(0) _ f(2(R)) - F(+(0) _ f(x) — f(a)
h h h
_(V/(a),x—a)  R(x)
h h
_ v(h) -0\, Rx) [x—adl
=(Vi@), T4 >+|ix—a||‘ h

h)=~(0

220, (W f(a), 4(0)) +0- [|5(0)||
= (Vf(a), 7(0))

ce qui montre que ®’(0) = (Vf(a), 4(0)). O

7.4.4 Dérivée directionnelle

Définition 7.11. Soit f ¢ C1(D,R) avec D un ouvert de R, a un point de D et v ¢ R"
un vecteur non nul. La quantité

. fla+tv) — f(a)
Duf(@) = iy FE;

s'appelle la dérivée directionnelle de [ en a le long de v.

Théoréme 7.12. On a
Dy f(a) = Vf(a)-v=(Vf(a),v).

DEMONSTRATION : Approximation du ler ordre :

fla+tv) = f(a) + V[(a)- (tv) + R(a+ tv)

et donc
D,f(a) = lim fla+ tr;) — f(a)
- I Vf(a)- (tv)t+ R(a + tv)
= lim vf (ﬂz (tv) lim R(a :— tv)

= }i_r%Vf(a) v+0
= Vf(a)-v.
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Remarque 1 : si v = ¢; alors

Deif(a) = Vf(a) e = ( f:n (a) fm(a)

Remarque 2 : si v est de norme 1 alors

a

fra(@) )| 1 | = fa(a).

Dyf(a) = (Vf(a), v) = [Vf(a)]| - cos(a)

on a est Pangle entre v et V [(a).

Ainsi

Dyf(a) est maximal <= cosa=1 <=

a=10

< wvet Vf(a) sont de méme sens et de méme direction.

En conclusion,

le gradient donne la direction dans laquelle la dérivée de [ est la plus grande.

De plus

la pente de f dans cette direction vaut |V f(a).

Résumé :

D, f(a) = (Vf(a), v) = dérivée directionnelle de f le long de v

pente de f dans la direction v =

Dt:f(a)
llvl

= (Vf(a) ] M)
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7.4.5 Gradient et courbes de niveau

Reprenons la régle de composition.
Si f: D — R est une fonction a n variables et v(¢) une courbe dans D, alors

ST = VIGE) 40 = Dif(®) ()

d
On peut donc interpréter la dérivée = f(~(t)) comme la pente de la fonction f en suivant

la courbe (t).
Exemple : Soit f(z,y) = 2% + 3. Alors

Vi=[{2s %).

Lcost cost — tsint
- ’ - p— = -
Si I'on suit la courbe (&) = ( bl 8 ) alors ¥(t) = ( PP — ) et

% [(4(1) = D3 S ((1)) = (VF(+(1)) , 4(2))

cost — tsint )

= (2tcost 2tsint)- ( i aseey

= 2tcos’t — 2t costsint + 2tsin’t + 2t%sint cost = 2

Courbes de niveau

Si 9(t) est une courbe contenue dans I'ensemble de niveau Ng(c) alors f(7(t)) = ¢ par
définition de Ny(c) et on doit avoir

d
£16®) =0

Ceci donne par (*) ci-dessus :

(VS(v(t), 4(1)) = 0.
Le gradient est donc orthogonal a 4(t).
Comme ceci est vrai pour toute courbe 4(t) contenue dans N(c), on en déduit que
le gradient est toujours orthogonal aux ensembles de niveau.
En particulier,

le gradient d’une fonction a 2 variables est toujours orthogonal aux courbes de
niveau.
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Exemple : f(z,y) = 22 + 24> Alors Vf = (2z  4y).
Les courbes de niveaun ¢? sont d'équation

:1:2+2y2=c2.
c

V2

Ce sont donc des ellipses de centre (0,0) et de demi-axe ¢ et

On vérifie que le vecteur Vf = (2z 4y) est bien perpendiculaire aux ellipses ci-dessus.
Illustration : le point P(1,2) est sur ellipse () : z% + 22 = 9.
En dérivant, on obtient 22 44y -y’ = 0 ce qui donne 3 = —%. Au point P(1,2), on a donc
V|p= —%. Un vecteur tangent est donc
[ —4
=L 5 5

Le gradient de f en P vaut (2 8). Il est bien perpendiculaire au vecteur v.

7.4.6 Dérivées partielles d’ordres supérieurs

Soit f(x) = f(x1,z2,...,%,) une fonction & n variables définie sur un ouvert D C R™. On
définit les dérivées d’ordre 2 comme suit

Définition 7.13.

o Pr _20f
e ijamj N 3.1:,- 3:.-:,—
a2 Pf . >’f
Si i = j, on note 8_9:? au lieu de o

Exemple :
f(z,y) = 2’y + ye*.
Alors
fe=2zy+ye® et fy=a'+¢€.
Ceci donne

d
fox = 5-(22y +ye*) = 2y + ye*

s

9 .
fwzay(x2+c')=0
fo= (@ + ) =2+ €

fyz = %(237!{4'3}63) = 2z + €*.
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On constate dans cet exemple que fry, = fy--

ATTENTION : en général, fz,z; # fr;z;- Mais on a le théoréme suivant :

Théoreme 7.14. Si fr,r; €t fr;z, sont continues dans un voisinage du point a, alors

friz (@) = fzjz:(a)-

"DEMONSTRATION" : La démonstration est faite dans le cas n = 2.
Soit f(x,y) et a = (zp,yp). Soient h,k > 0 tels que le rectangle

{(z,y)|lzo—h<z<zo+h,yo—-k<y<wyw+k}CD.

Définissons les fonctions

a(z) = f(z,y0+ k) — f(z,50) et g2(y) = f(zo + h,y) — f(zo,y)

Alors

9(z) = fo(z. o+ k) — fo(z,00) et g5(y) = fy(zo +h,y) — fy(zo, ).
Posons encore
F(h,k) = f(zo + h,yo + k) — f(z0 + h,y0) — f(z0. 0 + k) + f(z0, yo)-
Alors
F(h,k) = g1(zo + h) — g1(z0) (7.2)

ot
F(h,k) = g2(yo + k) — g2(0)- (7.3)

Le théoréme de la moyenne appliqué & (7.2) puis & f, donne

F(h, k) = g1(zo + h) — g1(z0)
=gi(xo+61h)-h 61 €)0;1]
= [fe(zo + Ok, yo + k) — fo(z0 + 61R, 30)] - h
= fuel@o+ 01k, yo+ 0ak) - k-h 05 €]0; 1],

Ce méme théoréme de la moyenne appliqué & (7.3) et f, donne

F(h, k) = g2(yo + k) — g2(w0)
= galyo+6sk) -k 63 €]0;1]
= [fy(zo + h, yo + 03k) — fy(xo, yo + O3k)] - k
= f;y(:L'o + 0sh, yo + O3k) - k- h 04 €]0; 1[.

Donc fay(zo + 04k, yo + O3k) - kh = fye(z0 + 61h, yo + O2K) - kh.
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Comme f;y et fy- sont continues, en passant & la limite b,k — 0, on obtient

fz‘y(IOa 90) = fyz(IOv yO) :
O

Définition 7.15. On dit que f(z1,z2,...,2,) est de classe C? sur D C R" si toutes ces
dérivées d’ordre 2 sont continues en tout point de D. On note alors

feC*D,R)
On généralise sans peine les définitions précédentes pour définir les dérivées partielles d’ordre
k=2

Exemple : si f(z,y) est une fonction a 2 variables, il y a, & priori, 8 dérivées partielles
d’ordre 3 qui sont

fa::::.l: .fy:r::: fryz fyyz fa:::y fy::y f:r:yy fm

Mais si ces 8 dérivées partielles sont continues, alors

fy:r:x = fa:yx = f::::y et fyyz = fryy = fy::y

Définition 7.16 (Fonction de classe C*¥). On dit qu'une fonction f(x) est de classe C* sur
D C R™ si toutes ses dérivées partielles d’ordre k (existent et) sont continues. On note alors

f € C*(D,R)

Théoréme 7.17. Si f € C*(D,R), alors ses dérivées partielles d’ordre k ne dépendent pas
de Uordre de dériwvation mais uniquement du nombre de fois qu’une variable intervient.

Définition 7.18 (Matrice hessienne). Soit f(x) une fonction 4 n variables dont les dérivées
partielles du 2éme ordre existent. L.a matrice

S0 2w .. 2K
i X & X o
Hy(x) = (fzi_,:’_ (x))ij = 3:::3‘?1( ) a_zé( ) . iﬂ%(ﬂ

st (x) 32 .. Ex)

s'appelle la matrice hessienne de [ au point x.

Remarque : Si f € C*(D,R) alors la matrice Hy est symétrique : Hf —= Hy.
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Exemple : sin=2et f = f(z,y) alors
faz f:l:y )
H;= ;
. ( fe
Exemple : soit f(z,y) = 222y + ze? + 10. Alors

et donc
4y 4z + €Y
Hy(z,y) = ( 4z +e¥  ze? )

qui est symétrique. Au point (2,0), par exemple, on a H(2,0) = ( g g )

Théoréme 7.19 (Approximation de Taylor d’ordre 2). Soit D C R" et f € C*(D,R). Soit
a=(ay,...,an) € D. Alors

1(x) = $(a) + V§(a) - (x—a) + %(x —a)T -Hy(a)- (x—a)+ Ra(x) Vxe€D

avec lim Rz—(x) == (]
xva [lx — al?

La fonction Ra est le reste d’ordre 2. C’est un o (||x — al|?).

Cas particulier : Si f = f(z,y) et a = (20, y0), la formule devient

flz,y) = f(zo,0) + ( fe(zo,%0) fy(o0,%0) ) ( ;::3 )

(z—20 y—w ) ( Jzz(20,90)  Jzy(z0, 10) ) _ ( il ) + Ra(z,y)

i Jyz(z0,90)  fyy(Zo,%0) Y=Y

B -

= f(zo,%0) + fz(z0,w0) - (x — z0) + fy(zo,%0) - (v — yo) + % [fu(a:o,yo) - (x = 20)?

+ 2y (20,30) - (2~ 0) - (4 — w0) + fyn(70,%0) - (v — 0)?] + Fa(z,v).

Si a = O(0,0) (approximation & I'origine), ceci devient :

1(2,9) = F(0)+ £2(0) -2+ (0) -y + 5 x(0) -7+ f(0) -2y + 3 f(O) - + ol (2, ) )

Exemple 7.20. Reprenons I’exemple précédent : f(z,y) = 2x%y+ ze¥ 4+ 10 autour du point
P(3,0). On a déja calculer que

4y Az + €Y
Hf(x’ i - ( 4r + eV xeY )
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Hy(3,0) = ( 103 1;)

De plus Vf(z,y) = (dzy + €Y 2z + ze¥) ce qui donne V£(3,0) = (1 21). On obtient donc

f(z,y) ~ £(3,0)+ (1 21).(“’;3)+%(I_3 y)_(103 133)_(z;3)

et donc

1
=13+ (z-3)+21y + 5[26(1' - 3)y + 3%

—-10+z—18y+13xy+gy2

7.5 Etude de fonction

7.5.1 Extremum

Définition 7.21. Soit a € R™ et r > 0. La boule B(a,r) est le sous-ensemble des points de
R™ qui sont a une distance strictement inférieure & r du point a :

B(a,r) ={xeR"||x—al] <}
Définition 7.22. Un sous-ensemble D C R™ est dit borné s'il existe une boule B(a,r) telle
que D C B(a,r).
Un sous-ensemble D fermé et borné est dit compact.
Définition 7.23. Soit f € CY(D,R).
1. Un point a € D est un maximum (resp. minimum) absolu si f(x) < f(a) (resp. f(x) >
J(a)) pour tout x € D.

2. On dit gque f(x) admet un maximum local en a € D s'il existe une boule B(a,r) telle
que f(x) € f(a) pour tout x € B(a,r). Ce maximum est strict si I'inégalité est stricte.

3. f admet un minimum local en a € D s'il existe une boule B(a,r) telle que f(x) > f(a)
pour tout x € B(a,r). De méme ce minimum est strict si I'inégalité est stricte.

4. On appelle extremum (local ou absolu) un point qui est un minimum ou un maximum
(local ou absolu).

Théoréme 7.24 (Condition nécessaire). Soit D un ouvert et f : D — R une fonction
continue. Si a € D est un extremum local et si f est dérivable en a, alors

Vf(a)=0=(0 0 --- 0)
of

aulrement dil —
i

(¢) =0 Yi=1l,....n
DEMONSTRATION : La preuve est identique a celle faite en dimension 1. Supposons que a
soit un maximum. Alors

af . <0 sih>0
a_x,-(“)_}al—'*]% E-Sf(a+he:]“f(a)l { >0 sih<0

<0

af
Donc H_:c,-(a) = 0. O
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Définition 7.25 (Point stationnaire). Un point a € D tel que Vf(a) = 0 est appelé un
point stationnaire

Pour les extremums absolus sur un fermé D, il faut tenir compte des frontiéres. Plus
précisément :

Théoréme 7.26. Soit DD un sous-ensemble compact de R™. Alors loute fonction continue
f: D — R alteint son mazimum et son minimum sur D ; c¢’est-a-dire qu’il emiste xpy € D
et x,, € D avec

f(x) < f(xm) et f(x) = f(xm) Vx € D.

De plus si a € D est un extremum absolu, alors

1) soit a est un point stationnaire (i.e. Vf(a) =0);
2) soit V f(a) n'existe pas;

3) soit a appartient a la frontiére de D : a € D ;

DEMONSTRATION : C’est un corollaire du théoréme précédent. O

Contre-exemples :

e flz,y) =
fermé.
o f(z,y) = 2%+ y* sur D = R? n’atteint pas son maximum car D n’est pas borné.

o sur D = R? — {(0,0)} n’atteint pas son maximum car D n’est pas

Application : Pour trouver les extremums de [ sur D, il faut done, en plus des points
stationnaires, restreindre la fonction f a la frontitre de D et calculer les extremums de la
fonction ainsi obtenue.

Exemple 7.27. Cherchons le minimum et le maximum de
f(z,y) =3zy —z* — y* +2

sur le domaine D limité par les droites ¢ = 2, y =2 et y = —2r + 2.

(@) fo=3y—-32% f,=3z-3°

Les points stationnaires sont les solutions du systeme

3y—322=0
3z -3y =0

qui sont S1(0,0) et Sa(1,1). Seul Sz est dans D.
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(IT) Bords de D :
e Droite z =2 : Alors

h(y) = f(2,y) = 6y —8—1* +2

et donc h'(y) = 6 — 3y Les zéros de h'(y) sont en y = +/2. Ceci donne 2 points
supplémentaires : P;(2,v2) et P3(2, —v/2).

e Droite y = 2 : Alors
’ g(z) = f(z,2) =6z —8 — 2% + 2

qui donne g¢'(z) = 6 — 3z2 dont les zéros sont en z = +v/2. Ceci donne un autre point dans
i R'i(\/iy 2)

e Droite y = —2z + 2. La fonction f restreinte a cette droite donne
w(z) = f(z, 22 +2) =32(-22+2)— 28— (22 +2)%+2="--. = 72® — 302% + 30z + 2
ce qui donne u/(z) = 2122 - 60z + 30 dont les zéros sont

30 £ /270
Som

Ceci donne un autre point dans D : P4(0.646, 0.707).

o = 2.21... z9 = 0.646.

(I1T) 11 faut encore calculer la fonction f dans les coins de D a savoir aux points Q;(2,2),

Q2(0,2) et Q3(2,-2).
On obtient donc 8 points sur lesquels il faut étudier la fonction f :

$:f(1,1)=3 P : f(2, vV2) = —0.343
Py: f(2, —V2) = -11.65 - Ps: f(v2, 2) = —0.343
Py : £(0.646, 0.707) = 2.748 Qi: f(2,2)=-2
QZ:f(Os 2)=_6 Q3:f(2! _2)=_6'

Le maximum est donc en (1,1) et le minimum en (2, —v/2).

7.5.2 Classification des points stationnaires

On a vu que si @ € D est un extremum local, que D est ouvert et que f est de classe C*
alors V f(a) = 0.

Mais la réciproque n'est pas vraie. On peut avoir V f(a) = 0 et que a soit un point selle.

Exemple 7.28. f(z,y) = a2y + 4.
Alors

{ fr=y
==z
et donc fz(0,0) = 0= f,(0,0).

Mais le point (0,0) n’est pas un extremum local.
En effet, sur la droite y =z, on a

f(z,y) = f(z,2) =2* +4 > 4= f(0,0) .

Restreinte a cette droite, la fonction f a donc un minimum local en (0,0).
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Mais sur la droite y = —z, on a

f(z,y) = f(z,~z) = ~2* +4 < 4.
Restreinte & cette droite, la fonction f a donc un maximum local en (0,0).
Le point (0,0) est un point selle.

Définition 7.29 (Point selle). Soit D un ouvert de R”, f € C'(D,R) et a € D un point
stationnaire (i.e. V f(a) = 0). On dit que a est un point selle de f s'il existe deux vecteurs
u,v € R™ tels que

e la fonction t — f(a+ tu) admette un maximum local strict en ¢t = 0 et

e la fonction £ — f(a + tv) admette un minimum local strict en t = 0.

Rappel : soit f(x) € C*(I,R) une fonction 4 1 variable et a un point stationnaire (i.e.
f'(a) = 0). Alors

e si [“(a) > 0, le point a est un minimum strict ;
e si f’(a) <0, le point a est un maximum strict ;

e si f”(a) = 0 on ne peut rien dire, il faut regarder [®)(a) puis f*)(a) etc ...

Nous allons établir un résultat analogue pour les fonctions & n variables faisant intervenir
la matrice hessienne I1¢(a).

Matrices et formes quadratiques

Soit A = (aij) € My(R) une matrice carrée d’ordre n symétrique (a;; = aj;) . L’application

ga:R" — R
définie par
ain - Qn I n
w@=xTax=(m - z)-| 1 . i | i =Y ayme
@nl “** Gnn T s

est appelée la forme quadratique associée a A.

Exemples 7.30.

1) La matrice

-1 o
\“"l—-/

b =

définit la forme quadratique

&
g(z,y)=( = ?J)'(2 7)'(;)=$2+2xy+2ya:+?y2—:r,2+4:ry+7y2.
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12 2 -3
A= 2 -4 0
-3 0 11

q(z,y, z) = 122 4 2zy — 3z2 + 2yx — Ay® — 32z +112% = 122 + 4xy — 6z2 — 4y® + 1122

2) La matrice

définit la forme quadratique

3) La matrice identité I,, définit la forme quadratique
g(x) =x"x = ||x|* = 2} + 23 + - + 2.

4) La matrice diagonale

A 0 0
0 A 0
D= :
0 0 An
définit la forme quadratique
Q(z1,22,...,2n) = 2T + Np22 + -+ + /\,.:f:,?l

En particulier g(e;) = ¢(0,---,0,1,0,--- ,0) = A;.

1 0

Application : A = ( 0 —2

) donne la forme quadratique

q(z,y) = 2* — 2¢°

donc ¢(1,0) =1et ¢(0,1)=-2<0

Propriétés : pour toute forme quadratique g(x) et tout A € R, on a

q(xx) = Xq(x)

(d’ott le nom de quadratique).

Définition 7.31. Une forme quadratique g est dite

(1) définie positive si g(x) > 0 pour tout x € R™ non nul;

(2) définie négative si g(x) < 0 pour tout x € R" non nul;
(3) indéfinie s'il existe x,y € R™ avec ¢(x) < 0 et g(y) > 0.

Une matrice symétrique A est dite définie positive (définie négative, etc.. ) si la forme
quadratique associée g4 est définie positive (définie négative, etc...)
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Liens avec les valeurs propres

Comme A est symétrique, elle est diagonalisable :

A=PDp~!
A 0 --- O
0 XN --- 0
avchz 5 - ” i
0 0 - X

Les ); sont les valeurs propres de A. De plus, P est une matrice orthogonale : P~! — PT.

Proposition 7.32. Soit A, P et D comme ci-dessus. Alors A est définie positive (resp.
définie négative, indéfinie) si et seulement si D est définie positive (resp. définie négative,
indéfinie). En d’autres lermes, la diagonalisalion ne change pas la signature de la matrice.

DEMONSTRATION : Comme P est inversible (bijective), a tout x € R™, on peut associer un
et un seul y € R™ en posant

y=Plx=P'x = x=Py.
Alors
ga(x) = x"Ax = X" PDP 'x = x" PDy = (P"x)" Dy = y" Dy = qn(y)
Ainsi
qa(x) >0 VYxeR" A ga(y) >0 VYyeR".

Ceci montre que g4 est définie positive si et seulement si gp I’est. La démonstration est la
méme dans le cas d’une matrice définie négative ou indéfinie. O

Remarque 7.33. L'exemple 4) ci-dessous montre de plus qu'une matrice diagonale D est
définie positive si et seulement si A; > 0 pour tout 1 =1,2,...,n.

De méme D est définie négative si et seulement si A; < 0 pour tout 1.

Et finalement D est indéfinie si et seulement s'il existe un A; < 0 et un A; > 0 (car alors
g(ei) = Xi <0 et g(ej) = A; > 0).

Cette remarque et la proposition précédente implique le résultat suivant :

Théoréme 7.34. Une malrice A symélrique est

(1) définie positive si et seulement si toutes ses valeurs propres sont > 0
(2) définie négative si et seulement si toutes ses valeurs propres sont < 0
(3) indéfinie si et seulement s’il existe A\; < 0 et A; > 0.

4=(27)

MA2=det(A)=7-4=3>0
A+ A=Tr(A)=8>0.

Exemple : soit

Alors

Donc les 2 valeurs propres sont positives et la matrice A est définie positive.

Plus généralement,
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Théoréme 7.35. Soit A € M2(R) une matrice 2 x 2 symétrique.

(1) Sidet(A) >0 et Tr(A) > 0 alors Ay > 0 et A2 > 0 et la matrice A est définie positive;
(2) sidet(A) >0 et Tr(A) < 0 alors Ay <0 et A2 < 0 et la matrice A est définie négalive ;
(8) sidet(A) <0 alors A\; <0 et A2 > 0 et la matrice A est indéfinie.

Application aux extremum

Soit f(x) une fonctions & n variables et a un point stationnaire (i.e. Vf(a) = 0). Alors
I'approximation de Taylor d’ordre 2 autour de a devient :

fla+u)= fla) + Vf(a) - u+ % uT - Hy(a) - u+ra(u)

:-..f(a)-l-%uT-Hf(a)-u

Ainsi proche de a, la fonction f se comporte comme

1
flatu) ~ £(@) + 5 9(u)
ot g(u) est la forme quadratique associée a Hy(a) :
q(u) = uT - He(a) u.

e Ainsi, si g(u) est définie positive, alors g(u) > 0 pour tout u et donc

fla+u) = fla) + 5 aw) > f(a).

Le point a est alors un minimum local strict.
o Si g(u) est définie négative, alors g(u) < 0 pour tout u et donc

fla+u) = f(a) + 3 a(w) < f(a).

Le point a est alors un maximum local strict.
e Si g(u) est indéfinie, alors il existe u; avec g(tu1) = t%g(u) > 0 et il existe uy avec
q(tug) = t2q(uz2) < 0. Ceci implique que

fla+tuy) = f(a) + q(tuy) > f(a) pour tout ¢ # 0 et
fla+tug) = f(a) + q(tug) < f(a)  pour tout t # 0

ce qui montre que a est un point selle.

En résumé,

Théoréme 7.36 (Classification des points stationnaires). Soit a un point stationnaire d’une
fonction f € C*(D,R) et Hy(a) la matrice hessienne de f en a.

1. Si Hy(a) est définie positive, alors a est un minimum strict;

2. si Hy(a) est définie négative, alors a est un mazimum strict;

3. si Hy(a) est indéfinie, alors a est un point selle.

Dans les autres cas, on ne peut rien dire.

Dans le cas d’une fonction f(z,y) a 2 variables, ce résultat devient
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Théoréme 7.37. Soit a un point stationnaire d’une fonction f(x,y) de classe C? et H 7(a)
sa malrice hessienne (matrice 2 x 2).

1. Sidet(Hy(a)) > 0 et Tr(Hg(a)) > 0, alors a est un minimum strict;
2. sidet(Hy(a)) > 0 et Tr(Hy(a)) <0, alors a est un mazimum strict;
3. sidet(Hys(a)) <0, alors a est un point selle.

Si det(Hy(a)) = 0, on ne peut rien dire.

Exemples 7.38.

1. Reprenons 'exemple vu précédemment : f(z,y) = zy + 4 et P(0,0).
On a vu

J==y frz=0=f (0 1) _
(£ = {(E3Thk = m=(1:)-m00

et donc detH(0,0) = —1 < 0. Le point (0,0) est un point selle. Conforme a ce que 1'on
avait déja trouvé.
2. f(z,y) = 2% 4+ 3zy? — 15z — 12y + 30. Alors

fr=3822+32-15
fy =6xy — 12

Les points stationnaires sont les solutions du systéeme

- 2 =5 L4+2=5 A 52 +4=0
{3:c2+3y2 15 0;{1—%23/2 <=}{;§‘ v ‘=’{i 5+

— i _32
6zy —12=0 g=2 E=2

y

ce qui donne 42 = 4 ou y? = 1. Les points stationnaires sont donc
A(1,2)  P(-1,-2) P(2,1) Pa(-2,-1)
Calculons maintenant Hy :
= 6z
{ o=t = )= 3
foy = 6z
e DPoint P :

Hy(1,2) = ( 162 162 ) = det(H;) = 36— 144 < 0

== P; est un point selle.
e Point P, :

Hy(-1,-2) = ( :162 ‘_162 ) = det(Hy) =36—-144 <0

= P, est un point selle.
e Point P5:

Hy2,1) = ( 162 e ) —  det(H;)=144-36>0 et Tr(H;) =24>0
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== P3 est un minimum local.
e Point P; :

Hy(~2,-1) = ( - ) — det(Hy)=144-36>0 et Te(Hj)=—-24<0

= P4 est un maximum local.

3. Soit

f(z:y-z)=%mzy—gz2+zyz—mz+2z—y2+gy..22

(1) Vérifier que le point P(1, 1, 0) est un point stationnaire.

(ii) Etudier sa nature.

(i)
fe=zy-3z+yz—2+2 = [i(1,1,0)=0
fy=%:l:2+zz—2'y+g = £(1,1,0)=0
fi=zy—z—22 = f(1,1,0)=0.

On a bien Vf(1, 1, 0) = 7.
(if)
Jez =y -3 fw=—2 fez=-2
Jey=z+2 Jrz=y—1 Jyz=1x
La matrice hessienne de f au point P(1, 1, 0) vaut alors
y—4 prba y—1 -2 1 0
Hi(1,1,00=| z4+2z -2 = | wl 1 =¥ § Jwd
y—1 =z -2 ) 'P0LO
1l faut calculer les valeur propres de A :
det(Al3 — A) =0 =
A+2 -1 0

-1 A+E 1
0 1 A+2

A+23-(A+2)-(A+2)=0 >
AN 4+6X24+100+4=0

=0 < (Sarus)

A1 = =2 est une solution et par factorisation, on obtient
M+6A2+100+4=(A+2)(A2+42+2)=0

= /\2.3 =-24 \/§
Les 3 valeurs propres étant < 0, le point P(1, 1, 0) est un maximum local.
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. 7.6 Théoréme des fonctions implicites

7.6.1 Exemple

Soit F(z,y) une fonction & 2 variables. Considérons la courbe de niveau 0

7= NFr(0) = {(z,y) | F(z,y) = 0}.

1) On peut essayer de résoudre I’équation F(z,y) = 0 en fonction de y pour établir y = f(x).
Si on peut le faire, alors la courbe ~ est le graphe de la fonction y = f(z) et on a

F(z, f(z)) =0.
En dérivant cette derniere égalité par rapport a z, on trouve
Fi(z, f(z)) + Fy(z, f(2)) - f'(x) =0
ce qui donne

R f@)
f@)=~F @)

Exemple : soit
F(z,y) =z°>+e¥ +2z=0.

Alors
y=f(z)= In(—z? — 2x)

pour z €] — 2;0[.

5 , " -2z — 2
(,alcu]dlrect:y’=f(:c)=_zT

Calcul implicite : F, =2z + 2 et F, = €Y. Alors

f’(x)z—%=—2m+2— 2z + 2
Y

ev —z2-2z

2) Dans le cas général, il n’est pas possible de calculer y = f(z). Mais, si 'on suppose que
localement - sur un ouvert contenant P(zg,yp) - il existe y — y(z) alors on a vu au chapitre
4 qu’on peut dériver la relation F(z,y) = 0 par rapport a z (dérivée droite) pour trouver
V| p- Ceci donne

. FI(I[], yﬂ)

I‘}(Imm) <+ I‘;}'(ID’ yO) . yf(IOvyO) =0 = yflp - o (30 yﬂ)
v ]

La formule est la méme que précédemment.

Exemple : soit
F(z,y)=2>+y*-25=0

le cercle de centre (0,0) et de rayon 5. Alors

F.=2z
Fy=2

On obtient ainsi 9
o ]
" 4 . ... pour P(zq,yo)
IP 2yp Yo (
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Sans calculer explicitement y = y(z) on peut donc trouver la dérivée y'(zg) en tout point
(z0,%0). L’équation de la tangente & v au point P(zo, o) est alors

Felp

Fylp

y=9p-(@—20) +v0=— (z—z0)+ w0

ce qui donne

Equation de la tangente en P: | Fi|,-(z — o) + Fy|p- (¥ —%0) =0

Exemple précédent : la tangente au cercle 22 + y? — 25 = 0 au point P(3.4) est
F3(314) 4 (I £ 3) +FU(314) < (y _4) =0

ce qui donne
6-(z—3)+8-(y—4)=0.

7.6.2 Théoréeme général
Soit
F(z1,...,25) =0

une équation i n variables.
Les résultats précédents se généralisent de la fagon suivante.

Premiérement, le théoréme suivant affirme que, localement, et sous certaines hypotheses, il
est possible de résoudre ’équation en fonction d'une variable, par exemple z,, = f(z1,...,%,-1)
Secondement, il affirme que les dérivées partielles de f(zy,...,2, 1) se calculent & partir
des dérivées partielles F,, comme précédemment.

Théoréme 7.39 (Théoréme des fonctions implicites). Sout

e D C R™ un ouverl,

e F: D — R une fonction de classe C' et

e a=(ay,...,a,) € D un point satisfaisant F(a) = 0.

e On suppose que Fy, (a) # 0.

Posons @ = (ay,...,an-1) € R*1.
Alors il existe un ouvert U C R™ ! contenant & et une fonction ¢ n—1 variables f : U — R
satisfaisant :

1. le graphe de f est contenu dans D :
(215500 J(B1y -+ s 20-1)) ED pour tout (zy,...,7n1) € U.

2. f(ai,-..,n-1) = an
3. F(z1,...,Zn-1, f(Z1,.-y2n-1)) =0 pour tout (z1,...,24—1) EU
4. la fonction f est de classe C" et

Fe,

f I - FI“

Vie{l,...,n—1}
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Remarque 7.40. La condition F,, (a) # 0 est essentielle. Cependant si F;,(a) = 0 mais
que Fy, (a) # 0 pour un certain k # n, alors le résultat est vrai pour z; c’est-a-dire qu'il
existe une fonction f avee

Tk = f(&1,- - s Th-1, Tht1, - - - Tn)
On explicite zj au lieu de z,.
En revanche, si Fy, (a) = 0 pour tout ¢ = 1,...,n (le point a est un point stationnaire),

le théoreme n’est plus vrai et il est impossible d’expliciter une variable z; en fonction des
autres.

7.6.3 Application : équation du plan tangent 4 une surface implicite

Considérons la surface I’ définie par I'équation
F(z,y,2) =0

et un point P(zo,%0,20) € T, i.e. F(xo,¥0,2) = 0. Supposons de plus que F=|p #0.
Alors, par le théoréme des fonctions implicites, il existe une fonction

2= f(z,y)

décrivant la surface I' au voisinage de P. En particulier f(zg,y0) = zo.
[’approximation du ler ordre de cette fonction f donne I’équation du plan tangent :

T — Ty

z = f(z0,y0) + V f(20,30) - ( v -

) = f(P) + f(P) - (z — zo) + fy(P) - (v — o)

Or le théoréme des fonctions implicites donne f; et [, :

_E(P) Fy(P)

f.’c(P) e FZ(P) et fy(P) = _FZ(P)

L’équation du plan tangent devient :

z=f(P)—iz$;-(z—a:o)—%%;;—;-(y-yo)

qui s'écrit encore

Fr(P) - (z — 20) + Fy(P) - (y — o) + F=(P) - (2 — 20) = 0.

Ceci montre que le vecteur normal au plan tangent et donc & la surface T" est
n=(E(P) F(P) F.(P))=VF(P)
Le gradient VF est donc bien orthogonal & la surface de nivean Np(0) =T.

De maniére générale si une hyper-surface I' est donnée par 1'équation

F(z1,...,2n) =0
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alors 1’équation de I’hyper-plan tangent i I" passant par a = (ai,...,a,) €I est

Fi,(a) - (71 —a1) + Fry(a) - (2 —a2) +--- + Fr,(a) - (zn —an) =0

qui s’écrit aussi
I —a
VF(a) - : =0

In —an
Exemples 7.41.
1. Considérons 'ellipsoide
T:F(z,y,2) =3z° +6y° + 2> — 36 = 0.

Fz = 61:'

F, =12y

Fz — 22
et I'équation du plan tangent au point P(1,2,3) € I' est

2(1,2,3) - (z - 1) + Fy(1,2,3) - (y — 2) + F3(1,2,3) - (z—3) =0 =
6(z—1)+24(y—2)+6(z—3)=0 —7
6z + 24y + 6z = T2.

2. Considérons la surface
M): zyz=1

et le point P(2, %, 3) e I'. Alors, en notant F(z,y,z) =zyz—1,ona
Fr =yz Fy(P) =}
F,=xy Fz(P) = %

L’équation du plan tangent a I' par P est alors

3:@-2+6:(y-3)+3-G-9 -0

7.7 Extremum sous contraintes : multiplicateur de Lagrange

7.7.1 Multiplicateur de Lagrange

On désire trouver le maximum (ou minimum) d’une fonction f(zy,...,2,) sur un domaine
D avec la contrainte g(zy,...,2,) = 0. On suppose que Vg(x) # 0 sur D.

lére méthode : si 'on peut expliciter

xﬂ. — .&(Ils" o !:Eﬂ—l)!

alors

I(I]!:‘:2?”‘!In) - f(Il.?I21"')Iﬂ_llg(:rl'!"' 1xﬂ_1)) D @(:rl,"',a:“—l)
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et on cherche les extremums de ®.

2¢me méthode : si 'on peut trouver une paramétrisation de la courbe g(z1,...,z,) =0 de
la forme
I = :C]_(t)
() :
B = Zull)

alors f(x1,...,2n) = f(z1(t),...,za(l)) = ®(t) et on cherche les extremums de .

3éme méthode : si ancune des 2 méthodes ne marche, on utilise un multiplicateur de
Lagrange.

Cette méthode consiste & résoudre le systeme d’équations en x € D :

{ Vf(x) +AVg(x) =
g(x) =

C’est un systéme & n + 1 inconnues 1, x2,...,%n, A et & n+ 1 équations.

Cette méthode est basée sur le théoréme suivant :

Théoréme 7.42. Soit D C R" un ouvert et f,g € C'(D,R) et M = {x € D|g(x) = 0}.
Soit a = (ay,...,a,) € M un extremum local de la fonclion f|M. On suppose de plus que
Vg(a) # 0. Alors il existe un A € R tel que

V/(a) + AVg(a) =
Autrement dit, V f(a) et Vg(a) sont colinéaires.
A est appelé un multiplicateur de Lagrange.

LA a - - -
DEMONSTRATION : On peut supposer %(a) # 0. Alors par le théoréme des fonctions impli-
cites, il existe une fonction ®(z,. .'.1, Zn-1) dans un voisinage U = B(a,r) de
@ = (ay,...,an—1) telle que

{ ®(a1, -, an-1) = an
g(z1,. .., Zn-1,B(21,...,%01)) =0 VxeU

avec

S

(a

zp,’; (a)

F(x1,. . 2n1) = F(21, -, Tno1, B(1, ., Tn1))-
Alors, par hypothése, la fonction F (qui est f|,,) admet un extremum en @. On a donc
VF(a) = 0 ce qui donne, avec la régle de composition :

@ =L@+ 3 ) 5@

o r):r, R)
f _z?%(a))
()+ () ( 2 (a)
aa;;L(a)

8.5‘( )+( ()) ax‘(a) pour touti=1,...,n-1

?L?’

o T oot
oz, (a) pour tout i =1,...,n

Posons alors




192 CHAPITRE 7. CALCUL DIFFERENTIEL A PLUSIEURS VARIABLES

2L (a)
2 (a)

_of
= C"I"

et donc Vf(a) + AVg(a) = 0.

En posant A = — , on obtient

(a)+,\-%(a) pourtouti=1,...,n—1,n
1

O

ATTENTION : Vf(a) + Ag(a) = 0 est une condition nécessaire mais pas suffisante. Il faut
donc vérifier que la solution cherchée est bien un extremum.

Exemples 7.43.
1) Trouver le maximum et le minimum de la fonction

flay) =2+ —z+2y

sur le bord de Dellipse z2 + 4y = 1.
Solution : la condition est g(z,y) — z + 4y® — 1 = 0. Alors

T T
22 -1 2z
vi=(mr2) v=(%)

et le systéme a résoudre est alors

By+2+ A8y =0

20— 1422z =0
24+442 -1 =0

ou

20+ 1)z = -1 (1)
414Xy = -1 (II)
2442 = 1

En élevant au carré et en additionant les équations (I) et (II), on trouve

{ 4A+1)%(22+4y%) =2
72 + 4y? =1

ce qui donne

4A+12=2 = A+1=%/12 = ,\—--I:I:‘/;

On trouve alors 2 points :

1 1 1 1
—_— —— t —_, i
e ¢ U maaR

Un calcul montre que P est le minimum et @ le maximum.

P

2) Construire une boite de forme parallélépipédique sans couvercle, de volume donné V' de
telle sorte que la surface du fond et des parois soit minimale.
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La fonction a minimiser est
A= f(z,9,2) = zy + 2z2 + 2Yz

et la contrainte est
9(z,y,2) =zyz -V =0.

Le systéme & résoudre Vf(z,y, z) + AVg(z,y, z) = 0 devient

y+2z+Ayz = 0 (1)
z+2z+xzz = 0 (II)
20+ 2y+Azy = 0 (III)
Yz = V (IV)

(IN-x— (II) -y donne 2zz — 2yz = 0 et donc z = y.
Le systéme (partiel) devient :

z+2z4+Axz = 0 (II)
4+ Xz = 0 (III)
72z = V (V)

(IT) = (III) - z donne & — 2z = 0 donc z = 2z. Finalement (IV) devient 42> = V ce qui

donne
z=f/% z=y=2z=32V.

7.7.2 Contraintes multiples

Pour trouver les extremums d’une fonction f(x) avec m contraintes

g1(x) =0
92(x) =0
jgm(x) =0

on résoud le systéeme

( m
Vix) + Y AVgi(x) = 0
j=1
4 gl(x) = 0
g gm(x) = 0
C’est un systéme 4 n + m inconnues : &, %2, ...,Zn, Al,...,A;m et n 4+ m équations.

Exemple : trouvons le maximum de la fonction
f(z,y,2)=c+y+z

avec les contraintes

gl("“:':y’z) = z? +y2 -2=0

@(r,y,z)=c+2-1
Géométriquement g (z,y, z) = 0 est I'équation d’un cylindre vertical et ga(z,y, 2) = 0 celle
d’un plan. Leur intersection est une ellipse I'. On cherche donc le maximum de J sur Uellipse
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Comme
Vi(z,y,2)=(1 1 1) Vg(z,y,2)=02z 2y 0 Vg(zy2z)=Q1 0 1),

il faut résoudre le systeme

1+M22+2 = 0 (1)
1+ M2y = 0 (I
14 A2 = 0 (1)
z2 + 32 = 2 (IV)
T+ z 1 (V)

On voit que Ay = —1 par (ITI) et donc = = 0 ce qui donne y = £v/2 et z = 1. On obtient 2
points

P(O! \/5! 1) et Q(Ol _\/§= 1)
Comme f(P) =1+ 2 et f(Q) =1~ /2, on en déduit que P est le maximum cherché.

7.8 Fonctions de R" dans R™
7.8.1 Gradient

Dans cette section, nous allons étudier les fonctions
f:DCR"—R™

En physique, ces fonctions sont appelées champs vectoriels.

A tout point x = (z1,...,%,) € D, on associe un vecteur
fi(2ry< .-y n)

f(z1,...,20) = fﬁ(:ﬂl,....,xﬂ)

fm(z1,. .. ,Zn)

La fonction fi : D —+ R est la i-éme composante de [.
L’image d’un point x sera vue comme un vecteur-colonne.

Définition-Proposition 7.44. Soit D un ouvert de R" et [ : D — R™ une fonction.
La fonction f est continue (resp. dérivable, resp. de classe C') si toutes ses composantes
fx : D — R sont continues (resp. dérivables, resp. de classe C1).
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Exemples 7.45.
1. Si n = 1, on retrouve les courbes déja étudiées v : I — R™.

2. Si m = 1, on retrouve les fonctions réelles & plusieurs variables [ : D — R.

3. La fonction f : R2 — R? définie par

flz,y) = ( i )

2z +siny
est continue et de classe C' sur tout R2.
4. Soit f : R? — R la fonction définie par
f(zx,y) = 22 4+ 52y — 4z.
Alors le gradient de f définit un champ vectoriel
Vf:R? — R?

2z + 5y —4
(z‘,y)*—)( . 5;’ )

Définition 7.46. Soit D C R™ un ouvert, f : D — R™ une fonction dérivable et x € D.
La matrice m xn

Vf] Ex;
Va(x i

viw=| 5 = (50) i
me(x) 1€j<n

est appelée le gradient de f en x ou également la matrice jacobienne de f.

Remarques :

1.si f: D —5 R (m = 1), la matrice est un vecteur-ligne et on retrouve le gradient définit
dans la section 7.4.1.

2. Dans le cas d'une courbe

v:I — R™

z1(t)
Ig(t)

Zm(t)

on a alors n = 1 et le gradient de v est un vecteur-colonne qui n'est rien d’autre que le
vecteur tangent :

Va(t) = 4(t).
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Exemples 7.47.
1. Considérons la fonction de R® dans R? :

f(z,y,2) = (

22y + 2yz +sinz
Tyz + 2z

Le gradient de f en (z,y, 2) est une matrice 2 x 3 :

2zy+cosz 2+2z 2y )

Vi@,y2) = ( yz + 2 Tz zyY

2. Le gardient de la fonction identité Idgn : R™ — R"™ est la matrice identité I;,.

Régle de composition

Soit D € R, U ¢ R™ deux ouverts, [ : D — R™ et g : U — R} deux fonctions de classe
C''. Supposons que f(D) C U. Alors la fonction composée

gof:D—R!
est de classe C' et son gradient est donné par

V(go f)(a) = Vg(f(a))-Vf(a)  pour tout a € D.
N et N et s et

Ixn Ixm mxn

Cette formule s’éerit aussi

V(go f) =[Vg o f]- Vf.

Remarques ‘
1. Si m =n=1=1 on retrouve la régle (go f)'(z) = ¢'(f(=)) - f'(x)

2. Si n =1 (f est une courbe) et I = 1 (g est une fonction réelle), on retrouve la régle déja
vue

(g0 f)'(t) = Vg(5(2)) - {gl .
=V /(1)

3. Dans le cas | — 1, on peut rééerire la reégle précédente comme suit :
soit g(x1,...,%m) une fonction de R™ dans R. Posons

21 = fi(ur,...,un)
z2 = fa(uy, ..., un)
Im = fm(uly- .. :un)

Si I'on note x = f(u), alors la formule précédente s’écrit

(Pu(go ) Duslgof) -+ Dunlge f)
Du;fl Du2f1 SE= Dunfl
Dm Du: THER. Dun
= (D.‘ng szg S Dxmg) . :f2 . f2 ) : fz

Dunfm Duzfm Du..fm
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ce qui donne pour tout i = 1,2,...,n

O

"’9°f(u)=§f_l(x) (W) + () 6”( )t o) o)

Ou;
= dg sz
=) 7+ (f(u)- ()
2 o,

Notation physique

Si
z = z(u,t)
L=L(z,y,2) et y=1y(u.t)
z=z(u,t)
on notera, par abus :
L - 4+ Ly g+ Ly-
au—iu—z-'ﬂu vy Yu z " Zu

et
Liy=Lz-z¢+Ly-y+ L%

Fonction inverse et gradient

Soit
h:R*" — R"

une fonetion bijective et A~1 : R® — R sa fonction réciproque. On suppose que h et h™!
sont, dérivables. Alors, comme ho h ! = idgn, la régle de composition donne

Vh(h™(y)) - VA~ (y) = In

ou encore .
Vh~(y) = [Vh(h™'(y) ]
Le gradient de h~' est I'inverse du gradient de h.

Exemple : soit h : R? — R? définie par

cos
h(p, ) = ( ';sing )

C’est la transformation entre coordonnées cartésiennes et coordonnées polaires. Alors en se
restreignant & un ouvert D avec p > 0 (par exemple ¢ €]0, 7/2[), la fonction h est bijective.
Son inverse est donné par

en=(2)- (L)

¢ )\ arctan(¥)
On a )
Vh’=(:1:§J x.p)__(costp —psm(p)
Yo Ve sing pcosy
ct

Vh“:(p’ Pv):(\/x’i_zﬂ Wi%ﬂ‘)

¥z Py T T
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Si on écrit Vh~! en fonction de p et ¢, on obtient

£ ¥ cosip sing
oo (4 1)- (2 %)
va I » p

et on vérifie que c’est bien la matrice inverse de Vh.

7.8.2 Application : changement de coordonnées
Coordonnées polaires

Soient
{ z = a(p, p) = pcos
y=y(p,p) = psing

Considérons la fonction h : R2 —» R? définie par

h(p, ) = (z(p,¢),y(p, ¥))-

La fonction A décrit le changement entre coordonnées polaires et coordonnées cartésiennes.
Son gradient est
Uh = ( By T ) _ ( cos ¢ —psingp )
Yo Yo smyp pcosy

Soit f(z,y) une fonction réelle a 2 variables.
Posons

flps9) = F(h(p, %)) = f(z(p, 0), u(p, )

C’est la fonction f exprimée en coordonnées polaires. Parfois, par abus de langage, on
identifie f et f.
On définit également

fz(p, @) = fo(2(p, ¢), y(p, ¥))
C’est la dérivée partielle de f selon z mais exprimée en coordonnées polaires. De méme, on
pose fy = fy o h ce qui se résume par

VI-Uf I (fz fy) =Vf oh.

(c’est le gradient de f selon z et y mais exprimé en fonction de p et ).
On notera V, , f au lieu de V f pour plus de clarté.
Avec ces notations la régle de composition

Vf=[Vf oh] -Vh=V,,f-Vh

devient

VP‘wf = Vx‘yf B Vh

qui donne

G f=th B)-( % Thene )

-~

=Vh
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La matrice VA est inversible si p # 0, car det(Vh) — p. En multipliant & droite par VA",
on obtient

h H=th -l PE P )
= ((cose) - fo — Fhsin(e) - f  sin() - fy+ Soos(e) - Fy )

ce qui donne

fy=msgsfy— g Jp (7.4)

f=sing- fy+ oo

Ces 2 formules permettent donc de calculer les dérivées partielles selon z et y d’une fonction
donnée en coordonnées polaires.

Exemple 7.48. Considérons la fonction f (p, ) = 2p en coordonnées polaires. Calculons
le gradient de f selon z,y. On a
f»=4p et f, = 0 ce qui donne, en appliquant la formule (7.4)

" s K. -
fz=f,_.=008{p-fﬂ—;Sln(p-f@=008¢p-4p—0;4p00890
= ) = 1 z :
fy=fy=31n<p-]p+;cosw-fwrsmgo-dp
Le gradient est donc 4p - (cos  sin ).

Vérification par calcul direct :
f(z,y) = 20" = 2(z* + 7).
Alors f; =4z =4pcosy et f, = 4y = 4psinp.

Coordonnées cylindriques

Considérons le changement de coordonnées
T = pcosy
y=psing
z=1z
Ceci définit une fonction h : R* — R3 en posant h(p, ¢, z) = (z, y, z). Sa matrice jacobienne
est
Tp Tp T cosgp —psing 0
Vh=| v ¥ ¥ | =| sing pcosp 0 |.
2 Zp Z 0 0 1
On a det(Vh) = p. Ainsi si p # 0 la matrice Vh est inversible :

1 [ Peosy psing 0
Vhl=—| —sing cosp 0 |.
P 0 0 p
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Soit f(z,y,z) une fonction a 3 variables et f(p, @, z) la fonction correspondante en coor-
données cylindriques. En posant comme précédemment

vz,y.zf =Vfoh
et en notant V, . f au lieu de V f, on obtient
Vf=[Vfoh]-Vh=Vgy.f-Vh.

011 encore

V::,y.zf = Vp,tp,zf' Vh'_l

ce qui donne

fe = fpeonp— fy § sing
fy=fpsin(,o+f¢% cos
fz=fz

Coordonnées sphériques

Considérons le changement de coordonnées :

T=r1 cosip sinf
y=r sing sinf r>0,0< <2
z=rcosf

Ceci définit une fonction h : R® — R en posant h(r, ¢, 0) = (z,y, z). Sa matrice jacobienne
est

Yr Yo Yo sing sinf rcosy sinf 7 sinyp cosé
Z Zp, Zp cos () 0 —rsin(

On a det(Vh) = r?sin 6. Ainsi si r # 0 et § # +, la matrice Vh est inversible :

1 rcosp rsing 0
Vh™l= - —sing cosg 0
0 0 r

(u:,. Ty ..":9) (cosgasini? —rsing sinf r cosy cosf
Vh= =

et on calcule, comme ci-dessus

V:,y,zf - vr,qa.af ¥ Vh._l.




