Chapitre 8

Intégrales multiples

8.1 Intégrales doubles

8.1.1 Définition et interprétation géométrique

Soit D un domaine fermé de R? et f(z,y) une fonction continue sur D. On a envie de définir

Iintégrale double
/ / [(z,y) dzdy
D

de telle maniere qu’elle soit égale au volume compris entre la base D et la surface

S = {(z,y, f(z,y) | (z,y) € D}.

Défintion analytique

On décompose D de facon quelconque en sous-domaines disjoints Dy, Dy, ..., Dy,. Soit AA;
Paire de chaque D;.

On choisit arbitrairement un point (&;,1;) € D; et on calcule

AV; = f(&,ni) - AA; = volume du prisme de base D; et de hauteur z; = f(&,n)
= volume limité par D; et la surface S;
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202 CHAPITRE 8. INTEGRALES MULTIPLES
On pose alors

Vo= gmfi = Z,f(&, m) - AA;

Posons § = max d; avec d; = diameétre du plus petit cercle contenant D;. Alors, on définit
1

/f fdA= lim V,= Ilim i:f({.-,r},-)-AAg
D n-— oo a1

n— 00
d—=0 a0

et ceci indépendamment du choix des D;, des &; et des 7;.

On note aussi f/ f(z,y) dzdy au lieu de /f fdA.
D D
L'élément dA = dzdy est ’élément différentiel de surface.

8.1.2 Propriétés de I'intégrale double

En utilisant les propriétés des limites, on démontre que :

./fn(f+g)dA=ffodA+f/ngA
.ffDa-fdA=a-f/DfdA

3. SiD=D'UD" et D'ND" = alors

ffraa=ff, e [ 0
. si f < g sur D alors f[j)fdAs/j;)gdA.

si f(z,y) =1 alors f/ul -dA = Aire(D)

i

[ 3]

1N

e

8.1.3 Calcul effectif

Sur un rectangle

Supposons que D soit un rectangle : D = {(z,y)|la <z <b,c <y < d}.

Soit. A(z) est I'aire de la section PP'Q'Q avec z fixé € [a;b)].
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Alors .
1:[/1)1(:.:,3,) dz:dyzfa Al de

d
Or pour r = z fixé, on a A(zg) = / f(z0, y) dy. Donc finalement
c

r:/:(f:f(z,y)ay) i

On intégre donc d’abord selon y en considérant z comme un parameétre et ensuite selon .
Mais on peut faire I'inverse. On obtient donc aussi

r=f /:f(a:,y)dx dy.

=B(y)

Cas particulier : si

f(z,y) = p(x)q(y)
alors

d d
Az) = / p(x)q(y) dy = p(x) - [ q(y) dy

I=/: (p(r)£JQ(y)dy) d'»‘:=/:p(w)d:c'/:q(y) dy.

L’intégrale double, est dans ce cas le produit de 2 intégrales simples.

et alors

Cas général

Supposons que I'on peut trouver deux fonctions ¢(z) et ¥(z) définie entre z, et z5 telles

que
D = {(z,y) € R* | z € [z1;22] (=) <y < P(x)}.

L’aire de la section située dans le plan vertical z = zp est alors égale a

¥(z0)
A(zg) = / f(zo,y) dy
P

(z0)

J[ 1@ dxdy=/:(

et alors

()

v(z)
f f(z,y) dy) dz.
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De fagon analogue, on peut d’abord intégrer selon la variable z qui varie entre 8(y) et o(y)
et ensuite selon y. On obtient

J[ 16@.9) dey = fy m ( / (:)) f(z.9) dx) dy

Remarque : En général, il faut décomposer D en plusieurs sous-domaines pour trouver

b(z) et ().

Remarque : Le choix de l'ordre d’intégration ne change rien en théorie mais, en pratique,
il est important. Un bon choix peut conduire & un petit nombre d’intégrales alors quun
mauvais choix peut méme amener a une intégrale impossible & calculer.

Exemples 8.1.

(1) Considérons la fonction f(z,y) = z + y sur le domaine D ci-contre

v

X= 'fJJ //Jax

Prenons y = yg fixé <= on intégre d’abord selon z. Alors

r=4-2yo 2
= =84y - 34f.

aw) = [~ wrwyds= (5 + o)

r=yo =yo

Done

/ff(z,y)d4=/y= (8-ty-3v") dy= (8-~ 3)],= 5

Si on intégre d’abord selon y et ensuite selon z, il faut calculer 3 intégrales :

z=1 r=2 r=4
/ ...dA+/ ...dA+/ ... dA.
=0 =] =2

(2) soit f(x,y) = — -sin’ x sur le domaine
D = triangle de sommets 0(0,0), A(w,0) et B(w, 7).
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Domaine D :

Intégration d’abord sclon y :

T=n

205

£y
"ﬁ-

B

$
,n\\,\\\\\\\\\ﬁ "
-

= 1 y=r
¥ ...1 sl &
= e zdy | dxr = — - =
/-/;Jf(z,y) dzdy /:z:;ﬁ (/U=U x2sm x y) -/‘; sz 3 -
1 - . 9 s
== L- sin“zdr = 1
Intégration d’abord selon y :
T T=7 3in2 z T T=17 Siﬂ2 T
I—/ (/ y-—3 d:r)dy:f y(/ = d:i:)dy=
y=0 \Jz=y - y=0 =y T

in?z

8
Impossible d’intégrer =

(3) f(z,y) = 2zy sur le domaine

1 py=vVl-zx
T
D 0 Jy
2

=0
T L
B [?_ T]o

8.1.4 Applications
Centre de masse

(A) Corps ponctuels

n
avec M = Zm,- = masse totale.

i=1

D = quart de cercle de rayon 1 et de centre O(0,0).

1 V= 1
2.—.-,ydydx=/ :c-[y2] ‘ dm:/ 2(1 — 22) dz
0 0 0

1
1

o6 =23 m-OF,

i=]

Le point G ne dépend pas de l'origine O choisie. En effet si on prend O’, on obtient

) 1 n _]',
O’G—HZ;m{-OH

~ 00 + OC.

1 =3 1~ =2 1$
HZm.;-(OO+Cﬁ)=EZIm.~O'O+EZI:nu-(ﬁ’:
=1 = i=
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(B) Cas général : soit D un domaine fini de masse spécifique pu(z, y).
Alors la masse m; d'un trés petit sous-domaine D; est environ égale &

m; = p(z,y) - AA;

avec AA; = Aire(D;).
Masse totale :

My=Somi= 3o uln)- A4 2= M= [[ uey)aa
i=1

fe=]
Pour le centre de masse, chaque D; donne une contribution de
m; - OB, = u(P,) - AA; - OF,

En passant a la limite, on obtient

m‘%/ﬂ,#(ay)-a&dm avec OF = ( ;) |

En choisissant un systéme d’axes, et en notant (zg,yg) les coordonnées de G, on obtient

TG = %fjur-u(r,y) dzdy et vG = %f/})y-u(x,y) dady. (8.1)

Exemples 8.2.

1. Centre de masse d’un demi disque homogene (= 1) de rayon R.

2
Mr//ldxdy-—A:ﬂ.
D 2

Centre de masse : par symétrie, on a ¢ = 0.

Masse totale :
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Pour y¢; la formule 8.1 donne

1 § B R
Y = — drdy = — -/ / dydz
M ./:/Dy ’ 7 R? z=—R Jy=0 e

R V=
= N

2 1
—t z=HR§(R2—a:2)d:c
1 [p2, 2R
- [F=-3],
1 fom_ 223)_4
T nR2 (2R 3R) - 31rR

2. Centre de masse d’un triangle homogeéne (u = 1).

A Taide d’une translation et d’une rotation, on peut toujours se ramener au cas suivant :

A(0,0), B(zp,yn) et C(zp,yc).

EquationdeladroiteAB:y=mz+h=y—B-z

rp
DroiteAC:y=mz+h=y—C-x
TR y
Masse du triangle = aire du triangle=A=§zB-(yC—yu)
Alors
/[xdxdwa ( - .r:dy) (— - z) dz
IB IR
_/szC yB _1 3
-~ | o -TB
=0 TR 3 xn
1
= 51'?;(?}0 - yB)
et donc
" //:cd:cri XY § i o ko )
De méme

Jloast= 12 vin) =[5 (- F) 2
3
Ip

5
- = = zp(u - v3).
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et donc

-5 [[ v 2 S anld —v3) = 5(un +u0) = 3wa+up +uc)
- zs(y(- ys) g TBWc ~VUB) = 3WB T YC 3\WATYBTYC)

On a donc montré que dans un triangle ABC :

(ﬁ:%(@iﬂﬁh@).

Propriété du centre de masse : Soit D = D; UDyU---U D, et G; le centre de masse
de D; et m; la masse de D;. Alors G = barycentre des points G; affectés des masses m; :

0C — —(m1 OG, +mg-0Gs + -+ +my - OGy)

Théoréme 8.3 (Théoréme de Guldin). Seit D un domaine homogéne du plan dont l’aire
vaut A. Soit G(z¢,yc) le centre de gravité de D. Soit V' le volume du corps de révolution
engendré par rotation de D autour de 'aze Oz. Alors

V=2nryc-A

V = (circonférence du cercle décrit par G) x (aire de D)

b
DEMONSTRATION : On a vu au chapitre 5 que V = ﬂf [gz(r) - fz(z)] dz. Donc
a

1 1 o @ 1 f*r1 5 @
vo= g [yt 3 [ ([ vin) o= 2 [ v o

b
- 24 || @~ r@) do= gz 7.
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Moment d’inertie

Corps ponctuel de masse m tournant 4 une distance r autour d'un axe. Alors

J = mr.

Corps étendu D de masse spécifique p(z,y) (= masse par unité de surface).

Tournant autour de l'axe Oz :
Jo = / [D v’ u(z,y) dedy.

Jy = f fD 2 u(z,y) dzdy.

Tournant autour de 'axe Oy :

Théoréme 8.4 (Théoréme de Steiner). Notons Jf,; le moment d’inertie par rapporl d un
aze paralléle a Oy et passant par le cenire de gravité G(zq,yc)-

Alors
Jy = JS¢ + Mz

ot M = // w(z,y) dzdy est la masse totale
D

DEMONSTRATION : On a

= // (z — z¢)?u(zx,y) dedy = // [2? — 2226 + 2%] - p(z,y) dzdy

/ / &’ p(z,y) dzdy — 2z¢ f / ap(z,y) dedy + x7; [ f w(z,y) dzdy

= Jy — 2z - M:rp+M:t:G—Jy Mx(,

8.1.5 Intégration sur tout R?

Soit f(z,y) une fonction continue sur R?. Comment définir [ / J(z,y) dedy?
R2

(A) Cas d’une fonction positive : soit f(z,y) > 0 pour tout z,y € R.
Soit {D,} une suite de sous-ensembles bornés de R? satisfaisant les 2 propriétés sui-
vantes :
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(1) Dy, C Dy41 pour tout n € N.

(2) Pour toute boule ouverte B, = B(O,r), il existe un n, € N avec B, C D,,.
(Ceci implique que UpenDy, — R2.)

Posons alors

In= f-/;n [(z,y) dzdy.

e Sila limite lim I, = I existe, on définit
n—o0

f/m.f(:c,y)dmdyzngxgo[/;”ﬂx,y) dzdy.

On peut montrer que cette définition est bonne dans le sens qu’elle ne dépend pas du
choix des D,,.

e Si lim // [(z,y) dedy = 400, on dit que 'intégrale // f(z,y) dedy di-
nooo [ [p R2
verge.

Critére de comparaison : soient 0 < f(z,y) < g(z,y).
(i) Si f[g2 g dA converge alors [[g, f dA converge aussi;
(i) Si [[g2 f dA diverge alors [[z. g dA diverge aussi.

Cas d’une fonction quelconque : si f(z, y) est quelconque, on considére d’abord l'intégrale

f/;, |f(z,y)| dzdy.

(1) Si cette intégrale converge on dit que [[p, f(z,y) dzdy est absolument conver-
gente. Dans ce cas, on peut montrer que la limite

lim ([ fa,y) dedy
n—00 Dn

existe et est indépendante du choix des D,,.

(2) Dans le cas ou / f |f(z,y)| dedy n’est pas convergente, on ne peut pas définir
R?

/ -/I; , f(x,y) dzdy comme précédemment car cette limite dépend du choix des D,,.



8.1. INTEGRALES DOUBLES ‘ 211

Exemple : f(z,y) = 2% — > I

Soit D, le carré de centre (0,0) et de c6té 2n. Alors
T 111 n 2 4 4
/f flz,y) dzdy = / / (:c2 - y2) dr dy = (Gn®—2’n)dy=-n*—zn*=0
Dy ~nJ-n -n 3 3 3

et donc lim f/ f(z.y) dA=0.
n—o0 D-n

Soit D}, = {(z,y)| —2n < z < 2n, n < y < n} le rectangle de centre (0,0) et de cotés
2n et n. Alors

I o= [ o= [ 4]

=2nJ-n —n
= [:(2;:% - §n3) dz = [%n:r:?' - §n3:c] 2’;"
= %n‘ - gn“ = 8n.
On a alors “]LIEO /./n;, f(z,y) dA = +o0.

8.1.6 Changement de variables

Soit D un domaine défini dans le plan Ozy. Considérons un changement de variables

h : R2 —s R2 défini par
h(u,v) = ( y ) = ( e )

= u(,v)  2o(u,v)
Vh(u: U) - ( :u(::! ::) ;u(::: U) ) .

Le domaine D se transforme en un domaine D dans le plan Ouv.

Considérons un petit rectangle situé dans D et limité par les points

P(u,v), Q(u + Au,v), R(u+ Au,v + Av) et S(u,v + Av).



212 CHAPITRE 8. INTEGRALES MULTIPLES

Son aire est égale & AuAw. Calculons la surface AA correspondante dans D. Approximation
du ler ordre autour du point P(u,v)

h(u+ Au,v) = h(u,v) + Vh(u,v) - ( AOu. ) + o(Au)
= h(u,v) + ( Fulsv) - Ant ) .

yu(“= U) -Au
De méme
h(u,v + Av) = h(u,v) + Vh(u,v) - ( AOU ) + o(Av)

. Ty(u,v) - Av

=~ h(u,v) + ( (. v) - Aw ) "
Alors

xu = Au
@ = h(u+ Au,v) — h(u,v) ~ ( . e ) :

et

- xv-AU
P = b s0) - = (2240 ).

_}
L’aire du parallélogramme construit sur @ et b vaut ||? ¥ ?ﬂ. Si Au, Av — 0 alors

Tydu T,dv 0
dedy = dA = || ( yu(;fu ) ( yodv ) || = || ( 0 ) dudv ||
— Yuly

= |TuYp — Tolu| - dudv = |det ( y“ y” ) |dudv = |detVh| dudv.

uw

% Y est la valeur

Notation : le terme |detVh| = |det.( ) | est aussi noté |

d(

Yu
absolue du jacobien de h. On a ainsi démontre Pégalité

| dzdy = a(” |dud
L

Lors d’'un changement de variables donné par h(u,v) = (z,y), il faut donc remplacer
e dxdy par |6( ’y)t dudv

e Dpar D
L f(zs y) par f(ui U) = f(:c(u, ‘U), y(‘u, v))

[ffzy)dzdy ]/f(u v)- |d( .0) )| dud.

Ainsi




8.1. INTEGRALES DOUBLES 213

Exemple 8.5. Soit D = {(a:,y) |2>0,y>0,1<zy<4,1<a?—y? g3}.
Calculons
J:[/(:c2+y2]dxdy.
D

2

- 2
U=z -y
Onpose{ v = 2zy.

e D devient D = {1 Su 250 } - [1;3] x [2; 8] (C’est un rectangle).
9(u,v) Up Uy - %2
Az, y)|_l vr Yy I_| 2y 21,- ‘—4($ +y%). Donc

dudv = 4(z? + y*)dzdy.

[intégrale devient

1 1 /3 8 1
=[/(:.-:2+y2)dxdy=// —dudv=—/ du-/ dw=1.2.6=3
D k! 14 /; 2 1

8.1.7 Application : coordonnées polaires

alors

- (3 2)- (0 e
Yo Yo sing  pcosy

et det(Vh) = p. On a donc

i | T=pcosy
y = psing

dedy = pdpdy

Exemple : Soit D le demi-disque supérieur de centre (1,0) et de rayon 1 et f(x,y) = y.
On veut calculer

1= [[ @y dzdy.
D
Coordonnées polaires :
e le domaine D devient p < 2cosg;

e la fonction f devient f(p, @) = psin .
L’mtcgmlc devient donc

wf2 p2cosyp w/2 p2cosg
I—f/ f(:c.y)da:dy=/ / psing pdpdp = / f p*sin p dpdyp
D p=0 Jp=0

/2 p=2oostp n/2 8 2 n/2 2
= f sin(p) - = | dp = f 3 sin(p) - cos’(p) dp = —Zcos’ | * = 2.
= =0
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Intégration sur R?

En coordonnées polaires, 'intégrale sur tout R? devient

f/l;?f(z,y) = Rﬁfiof;_[,:f(p"o) papip—~ fow -/:If(p.sp) p dpdp

Application : calcul de ’intégrale d’erreur

. 2
Onveutcalculerfz/ e ¥ dz.

Probléme : e * ne posséde pas de primitive analytique.

Solution : on calcule 211!

00 o0 o0 o0
1-1:] e-fdz-f e‘y’dyr/ / e eV dody
—o0 —0o —o0 + —00

= / / e TV dzdy | coordonnées polaires
n2
p 2w poO —p?
= / e""ﬂdpd‘p=/ / pe“’zdpdao-—%r-[—eT]szﬂ-l:m
R? o Jo 0 2

Done

o= 2
I:/ e T dz = /7.

=00

Conséquence : soit p > 0 et ¢ € R. Alors

o0 (5] 2 2 o0 2
f e PE T oy — [ e_(ﬁ:_ﬁ;)u%; dz = et® j e_‘z—l— i = \/Ec%
—o0 — —x /P p

En particulier, si p= 7 et ¢ = (0 on trouve une intégrale valant 1.
- | be s ’ .
f(z) = e ™ est donc une densité de probabilité (appelée gaussienne).

8.2 Intégrales triples

8.2.1 Définition

La définition et les propriétés de l'intégrale triple sont analogues a celles de 'intégrale

double. On note
/ffuf(""”‘z)dv=/fj;f(x,y,z) dzdydz

I'intégrale de f sur le domaine D ¢ R3 borné.

Si f(z,y,z) =1, on a en particulier

//;_)1 dzdydz = Vol(D).
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8.2.2 Calcul effectif
Soit D la projection orthogonale de D sur le plan Ozy. Alors

[/ Ahaio e [ L ( /,. :(_::y) f(z, y,z)dz) dedy

b ¥(z) ot (z.)
_ / / [ f(=,y,2)dz dy dz.
z=a Jy=¢(z) J2=0"(z,y)

Exemple 8.6.

e D = téiraddre de sommets A(1;0;0), B(0;2;0), C(0;0;4) et O(0:0;0).
o f(z,y,2) =z

D = triangle ABO
Equation de la droite AB : y = =2z + 2
Equation du plan ABC : z = —4z — 2y + 4.

Alors

2=—4x-2y+4 11 2x42 dr 2y+4
///:.ch=//i(/ n:dz)da:dy=/f / z dzdydz
D D \Jz=0 o Jo 0

1 § —242 =—4z-2y 14 1 —2r4-2
0o Jo 0 0 0

1 —2x+42 1 i
_/ [(—4x2+4x)y—zy2]o + dx="'=/ (43:3—8::2-4-4;1:)&:
v 0
8 y=1 1
- £ =4 - -
_[1: 31' + 2z L=0 3

8.2.3 Changement de variables
Soit h : R? — R? un changement de variables donné par
{ z = z(u,v,w)

e y(u, v, w)
z = z(u,v,w)
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Ty L
On note g(:c, i ‘ = | Yu Yo . Alors on a I'égalité
(v, w) %y 2w
dzdydz = |6(I 2¥:2) | dudvdw
O(u,v,w
Coordonnées cylindriques
Si h(p, @, 2) = (z,y, 2) est définie par
T = pcos
y=psing p>0, pel0;2n], z€R
Ze=
alors
Tp Tp T cosp —psing 0
Vh=\| v v y: | =| sing pcosp 0
Zp Zp 2z 0 0 1

et |detVh| = p. Ceci donne la transformation

dxdydz = pdpdpdz

Coordonnées sphériques

Si h(r,¢,0) = (z,y, z) est définie par

T =rcosgsind
y = rsingsinf r>0, 0€(0;n], ¢e€]l0;2n]
z=rcos@

alors Vh est donné au paragraphe §7.5 et I'on a trouvé
detVh = 7% sin 6.

Noter que r?sinf > 0 pour r # 0 et 0 €]0; 6].
Ceci donne la transformation

drdydz = r* sin(0) dr dyp dO

Exemple : soit D la sphére de centre O et de rayon R. Alors

2n n
Vol(D) = / / / 1-dzdydz = / f f 1-7%sin(6) drdypdd = f . /a_ﬂr2sin(6)d6dgodr
@
2n It
/ dgp/qm dﬁ/ T dr——:rR‘q
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Application : calcul de masse

Soit D un corps dont la masse volumique est u(z,y, z). La masse d’un petit parallélépipede
rectangle est

Amy. = Tk, Yk, 2k) - ATpAyrAzg.

En intégrant, on trouve la masse totale du corps

M= /f/D w(z,y, z) dedyda.

Application : calcul du centre de gravité

Comme pour la dimension 2, le centre de gravité est donné par la formule :

(ﬁzﬁffjun(w.y,z)-(ﬁ'dxdydz (*)

ou p(z,y, z) est la masse volumique et M la masse totale du corps.
En composantes, ’équation (*) s’écrit

(;f: ) =%f/fou(x.y,z) ( E) dzdyd:

G

Exemple 8.7. Centre de gravité de I’hémispheére nord homogene (p = 1).
D={(z,4,2) | 2 +9*+ 2 <R,z >0}

Par symétrie, zq¢ = yg = 0.

1 4 2
DeplusM—i-sﬂR"’—gfrfﬁ.

1
zg—ﬂfffnzdxdydz

_ 2_:’% / / /D rcos(0) -v* dull) drdindd

3 ., H Ox 3 =R
— 2 . i ﬂ . B — g S———
21rR3/0 r* dr /D sin(f) cos(0) do /0 dy -

R
—35.
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Application : moment (polaire) d’inertie
Rappel : J = mr? ot m est la masse et r la distance entre le corps et 'axe de rotation

Corps de domaine D et de masse volumique u(z,y, z).
Axe vertical passant par l'origine. Alors

J, = / f (m2 + yz),u(z:, Y, z) dzdydz ' coordonnées cylindriques
D

h / / /.r_a P'ilp, ) p dpdpdz = / f L Piilp, ¢, z) dpdpdz

Exemple : cylindre homogéne de base un cercle de centre (0, 1) de rayon 1 et de hauteur 1

[ 0T
Equations en coordonnées cylindriques : { p < 2sinyp
0<z<h

h pm p2sing .
.},=//[p3-1-dedz=/ / [ p® dpdpdz
D o Jo Jo
T 1 2sing
=h-f [-p"‘] dy
o 4 Jo

» 3
= 4h/ sin ¢ dp = Eﬂh.
i S

e 3T
S 7
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8.3 Intégrales de surfaces

8.3.1 Représentation paramétrique d'une surface

Nous traiterons ici uniquement le cas des surfaces dans R3.

Définition 8.8. Une surface est 'image d’un domaine D) C R? par une application conti-

mel:D—R3:
z = z(u,v)

y = y(u,v)
z = z(u,v)

(u,v) € D sont les paramétres.

Remarque 8.9.

e Si l'on peut trouver une fonction f(z,y) telle que z = f(z,y), alors la surface est le
graphe de f.

e Sil’on peut éliminer les parameétres u et v on obtient I'équation cartésienne de la surface
I': F(z,y,2)=0.

Exemples 8.10.

1. L’équation z2 + y? = 4 est I’équation cartésienne d’un cylindre de révolution vertical
d’axe Oz et de rayon 2. Une paramétrisation est

= 2cosu
Yy = 2sinu 0 <u<2n, veR
2="1

ATTENTION : 1 équation dans R® donne toujours une surface méme si une variable
n’apparait pas.

2. Surface hélicoidale IT :

T = ucosv
Yy = usinv u,v €R
z=¢cY

Si 'on fixe un parametre u = R on obtient la courbe «y située sur H

z = Rcosv
y = Rsinv
Z=Ccv

qui ne dépend plus que d’un parametre v. C’est une hélice.
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Plus généralement, si 'on fixe un des 2 parametres d’une surface, on obtient une courbe
situé sur la surflace.

3. Sphere de centre O et de rayon R :

x = Rcospsinf
y = Rsinpsiné pe€0,2n], 6¢€][0,n]
z= Rcosf

e En fixant 8 = 6y, on a
z = zgp = Rcosfy = cste

et on obtient un cercle dans le plan horizontal z = z : c’est un parallele. Si 6 = 3,
c’est I'équatenr.

e Si l'on fixe ¢ = o, on obtient un cercle dans le plan vertical d'équation
sin(gg) - ¢ — cos(go) - y = 0 : ¢’est un méridien.

8.3.2 Calcul de I'aire d’une surface

Soit D ¢ R? et T': D — R? une surface définie par

x(u,v)
F(ul ‘U) == y(us U)
z(u,v)

En reprenant le calcul effectué pour le changement de variables (cf. §8.1.6), on obtient

@=~T, duetb=~T, dvavec

Alors

dS = ||Ty x Ty|| dudv

et 'aire de la surface vaut

Ag = // [ITy x Tyl dudv
(uv)eD
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Relation importante :

Ty % Lyl = ITull? - ITo[I?sin? @ = [[Cyl? - [Toll2(1 — cos? @) = [|Ty|f? - IT]|? — (Ty o Ty)?

Exemple 8.11. Aire d’une zone sphérique :

z = Rcospsinf
z = Rcosf

Ty, —Rsinpsin g Rcosgcosé
Fo=| v |= Rcos ¢psind et I'g=| wo | =| Rsin :p‘cose
2y 0 zo —Rsin#

ce qui donne
—R?cos psin’
Ly x Ty = ( —R? sin psin? 0 )
—R?sin 6 cos

et donc |[T'y x Ty|| = R?sin 0. Alors

dS = R’sinfdygdf

L’aire d'une “bande sphérique® comprise entre #; et o est donc

2n s 02
s=/ R?sin(0) de@:z«-Rz-[ sin@ df = 2nR?(cos 6 — cosby) = 2R -h
0 & 4,

ot h = Reosfy — Rcosfly = hauteur de la bande.

On retrouve : aire de la sphére = 47 R2.

8.3.3 Cas explicite z = f(z,y)

Si la surface est le graphe d’une fonction z = f(x,y) alors une paramétrisation évidente est

IrI=1u
y=uv
z=f(u,v)
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1 0
Donc['u-( 0 )etI‘,,— ( 1 )oequidonne
fu fu

~fu
ITu Tl = | ( -1 ) |=vAE+TE+

L’aire de la surface vaut donc

ot (Vf)2=V/ eVf=Vf-VTf.

Rappel : longueur d'une courbe. L = f V1+ f(z)2dzx
z€l

Exemple 8.12.
Calculer I'aire de la surface z = f(x,y) = zy située a l'intérieur du cylindre (T') : 2% +y% = 1.

{fz:y = dS=\/1+ 2+ f2 dzdy = /1+y? + 22 dzdy

fy =z
Done
S-—/f V1+ 22+ 42 ri:cdy=/f( V1+p? p dpdyp
2w 1 1 1
= [Tao [ o+ dp=2mz (14 A = F2vE- 1)
0 0 3 0 3
Application

Surface I'(u, v), (u,v) € D de masse surfacique j(z,y, z). Alors sa masse est M = ]] pdS.
D

8.4 Intégrales dépendant d’un parameétre

Considérons une fonction f(z,t) & 2 variables. Supposons que f(z,t) et fi(z,t) = %t[(z,t)
sont continues sur un rectangle D = {(z,t) |71 <z < xg, t; <t < ta2}.
Posons

F(t) = f ™ pls. 8 d.

Alors



8.4. INTEGRALES DEPENDANT D’UN PARAMETRE
Théoréme 8.13 (Théoréme 1). F(t) est dérivable (méme de classe C') et
To
FO= [ b
1
On peut passer la dérivée a U'intérieur de lintégrale.
On généralise ce résultat au cas ou les bornes dépendent de £.
Théoréme 8.14 (Théoréme 2). Soit

za(t)
F(t) = f , J@d

223

Supposons que f(x,t) et f,(x,t) sont continues en = et t et que x(t) et z5(t) sont dérivables.

Alors

x2(t)

F(t) = [((xa(t), £) - Z2(t) — F((21(0),1) - 51(8) + [ fi(z, 1) de

1 l'.)

Les théoremes 1 et 2 se généralisent pour les fonctions a plus de 2 variables et pour les

intégrales doubles ou triples.

Ces 2 théorémes restent valables pour les intégrales impropres
[ #@p ds

( avec I = ]a; +oo[ et/ou lim f(z,t) = oo )
T—a’
si I'on rajoute ces 2 hypothéses :

(I) il existe une fonction g(z) > 0 définie sur I avec |f(z,t)| < g(x) pour tout ¢ € [t;;1o]

ct/g(:c)dx<+oo;
1

(1) il existe une fonction v(z) > 0 définie sur I avec |f;(z,t)| < 1(z) pour tout t € [t;;12]

et f¢(£) dr < +o00.
1

Applications
- .
1. Calcul de I, (t) = / e @ dz (a>0).
0

=/ (I,ﬁ)
Remarquons d’abord que 1,(0) = 0.

Intégrale impropre en +oc mais pas en z = 0 car lim f(z,t) = 1- lim
0 z—0 z—0
na

1
fi(z,t) =e"* - ~ -cos(lz) - x = e”** cos(tx).
Vérifions les hypotheses (I) et (II) :
o # &
@) [f(z,t)] <

e
o0

(1) |fu(z,t)| < e et / e %% dz converge.
1

dont I'intégrale sur [1; +o00[ converge ;

sin(tx)

&

= .



224 CHAPITRE 8. INTEGRALES MULTIPLES

Le théoréme 1 donne alors
o0
L= [ Ao d
Ooo

LEP

= .P. 1 ; -~
:/0 e “cos(tz)dz = m(tsmta:—aoostz)e |0_

o + 12
En intégrant, on obtient

t
Ia(t)_—‘fﬁdﬁ +C =arctan(a) +C.

Comme 1,(0) = 0 on en déduit que C' = 0 et donc finalement que

/ o0 . sin(tz) dz = I(t) = arctan (1)
0 - "

2. Calcul de -
J=f e *.g.ginz dr.
0

On pose .
I(t) = [ sin(z) - ¢ ** dz
0

pourt = e > 0.
Alors le théoreme 1 (les hypothéses (I) et (II) sont remplies) donne

I'it)= fow fi(z,t) dz = /Ooo sin(z) -e™ - (—z)dz = J=-I'(1).

Mais une intégration par parties donne

- . —tir 1 . —tz]| % 1
I(t)= i sm(::)-e dm=[—-1't|-_-—t-2-(tbmz+cos:r:)e ]G =1+t2.
Donc I'(t) = e On en conclut que J = —I'(1) = 2
(1+82)% 5

Intégrale d’Euler
Par définition on pose o
[(z) = f i
0
Ici, = est le parametre et ¢ la variable d’intégration.

Pour tout z > 0, 'intégrale converge.
Propriétés :

o0 0
. T(1) =/ et dt = —.c,--‘|0 =1,

SS——..7

0
e " LP.P. —¢|*® - 1
- 1‘(:::+1)=/ t* -et dt =" —t% t| +/ z-tF e tdt =2 (z
0 =~ =~ 0 )
7 g’ ot

En particulier, si z =n € N, alors
n+1)=n-I'n)=n(n-1)-T(n-1)=---=n!-T'(1) =n!
On peut donc dire que la fonction I'(z) étend la factorielle & tout R.

1 - L t o -1_—u? - —u? - —u?
B F(§)= A t 2etdt = _Ou e " 2udu = 2 | e du= e du= /7.
Saget L

—00
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8.5 Intégrales curvilignes

On ne traitera ici que le cas de courbes dans R® mais les cas n = 2 ou n > 3 se déduisent
aisément. On considére une courbe (dérivable)

z(t)
'vr'r(t)=(y(t)) a<t<b
z(t)

8.5.1 Imntégration d’un champ scalaire

Soit f(z,y, z) une fonction réelle définie sur R3. On a envie de définir

[rf-ds.

ds = \/22(t) + 92(t) + 22(t) dt = élément différentiel de longueur = ||5(t)|| dt

Rappel :

On pose alors

b b
/ f-ds:= [ FO®) - @) dt = f £ (@ (), 3(8), 2(0)) - VED) + 520 + 2(0) dt

Interprétation physique : si f(z,y,z) est la masse par unité de longueur de la courbe 7,

alors | f-ds est la masse totale de la courbe.
¥

8.5.2 Intégration d’un champ vectoriel

a(t) L Fi(z,3,2)
Soit ¥(t) = | w(t) | unecourbeet F(z,y,2) = | Fa(z,y,z) | unchamp vectoriel. Nous
2(t) Fs(z,y,2)

définissons :
_}
f Feds= / F(y(t) e 4(t) dt
- a
ou e désigne le produit scalaire.
Interprétation physique : si T est un champ de force et « la trajectoire d’un mobile, alors

/?.d';

est le travail de [ le long de ~.

ot~y
y+z )
Calculer le travail de F entre les points P(0,1) et Q(1,2)
(a) le long de la droite d passant par P et Q;

(b) le long de la parabole I" d’équation y = z2 + 1.

Exemple : Soit le champ de force F(z,y) = (
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Solution :
(a) Paramétrisation de d : v(t) = ( s ) avec 0 <t < 1.

t+1

e & |
et le champ de force sur v vaut

_(B-@+1) _( £2-t-1
F(’r(t))=F(tr‘+1)“((t+1)2+t)_(t2+3t+1)

et lintégrale devient

j;F.d.;:]:F(*y(t))r}(t) dt=/01 ( :22;;;11 ) . ( : ) dt

1
=/ (2 —t—1+t*+3t+1)dt = [§t3+tz]é=§.
0

Alors

(b) Paramétrisation de la parabole I : y(t) = ( 2 j_ 1 ) avec0 <t < 1.

&(t)=(21£)

B o 2=(2+1) | _ -1
F(y(t)) = F(t, 2 +1) = ( (2 +1)2+1) ) = ( :4+2t2+t+1)

et l'intégrale devient

/rp.ds:j:xr(q(:)).ry(.e)dt=j:(t4+2£;1+t+1 ).(:}t) dt

1 .5 3 tﬁ 2.3 :
=/ 20 44 + 22 28 1 dt=[—+z“+—r +t2—t] =2.
0 3 3 0

Alors

On constate que le travail de F dépend du chemin parcouru. Ceci est vrai en général. Mais
si F' est le gradient d’une fonction, alors le travail est indépendant du chemin parcouru.

Théoréme 8.15. Soit V : R® — R un champ scalaire de classe C? et

Ve
?=VV=(V,,)
Vi
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le gradient de V.
Soit v : I = [a,b] — R3 une courbe avec y(a) = P (point de départ) et v(b) = Q (point
d’arrivée). Alors

/ P eds=V(2(t) - V(7(a) = Vig - V.
|

Le travail de F ne dépend pas du chemin parcouru mais uniquement du point de départ et
du point d’arrivée.

En particulier, sur une courbe fermée (P=Q), on a ]g vV -ds = 0.
DEMONSTRATION : !
b b
[P~ [ Fa@nesw a= [ o) 5w d= Vo)
g 4 a . a
= V(v(b)) - V(+(a)).

car la régle de composition donne %V(q(t)) = VV(7(t)) - %(2). O

b
a

Définition 8.16. Le champ scalaire V' est appelé potentiel et on dit que F est un champ
conservatif lorsqu’il existe V avec F' = VV (et V de classe C?).

Comment savoir si un champ vectoriel donné est conservatif ou non ?

Supposons que F = VV avec V de classe C? . Alors

R Vz
Fy = Vi
Fy V.

Comme V est de classe C?, on doit avoir Vyz = Viy , Vay = Vj: et Vg = V., ce qui donne
OF _0F, 0F _OF _ OF _ 0B

gy oz’ 0z dy 8z Oz
C’est une condition nécessaire. Si F' ne satisfait pas (CI), il ne peut pas étre conservatif.

(CI)

Le théoréme suivant affirme, que sur certains domaines D, (CI) est aussi une condition
suffisante :
D’abord une définition :

Définition 8.17 (Simplement connexe). Un domaine D C R? ( C R?) est dit simplement
connexe

(1) si pour tout couple de points P,Q € D il existe une courbe (continue) contenue dans
D et reliant P et Q. ;

(2) et si toute courbe fermée contenue dans D peut se contracter en un seul point sans
sortir de D (il n’y a pas de "trous” dans D).
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Théoreme 8.18. Soit D C R3 un ouvert simplement conneze et F : D — R? un champ
vectoriel tel que la condition (CI) soit satisfaite.
Alors il existe un potentiel V : D —» R telle que

VvV =F.

Remarque : le théoréme est aussi vrai dans le plan : il suffit de remplacer la condition (CI)
par

oF: _ 0F,

dy  Ox

DEMONSTRATION :
On utilise les résultats sur les intégrales avec parametres.

(i) On suppose d’abord que D est un parallélépipede rectangle (ou un rectangle si on est
dans R?).
Choisissons un point (29, %0, 20) € D et pour tout (z,y,z) € D, posons

Vel = | Sl 8+ / ’ Fa(z,n,3) &+ / " Pz, 0) &
vo

E] 20

Alors

v ok, or,
Vz(:ra Y, Z) a oz (..":,y,Z) == Fl(xiyoaz(]) +-/;0 8z (-’-FJL 20) d'? +-/zo 9z (zsyvC) d(

- v OF, : OF,
= A+ [ Grenw it [ G0«

= Fi(z, 0, 20) + [Fi(z,n,20)]}, + [Fi(z,3,0]7,

= Fi(z,w0, 20) + Fi(z,y,20) — Fi(z, 90, 20) + Fi(x,y,2) — Fi(z,y, 20)
= Fi(z,y,2)

De méme on calcule que Vy(z,y,2) = Fa(z,y,2) et Vi(z,y,2) = F3(z,y,2) ce qui montre
que
VV =F.

(ii) Si D n’est pas un parallélépipéde rectangle, on intégre de proche en proche.
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Contre-exemple : 'hypothése D simplement connexe est essentielle.
Considérons le champ vectoriel
§ soceng S ( iy ) :
24y z

BFl . y2 —22 oy aFg . y2 o I2 _ 3F1

y ~ W+ oz~ @+PP oy
Mais F n’est pas continu en (0,0). Et donc le domaine D n’est pas simplement connexe.
Intégrons ce champ vectoriel le long d'un cercle centré a l'origine et de rayon 1 :

7(t)=(§?§§) 0<t<2r

Ona

e —sint
ds:q(t)dt—( i )dt

- o 1 —sint —sint -

Si le théoréme s’appliquait, on devrait trouver 0.
En revanche, si on prend une courbe fermée vy ne contenant pas le point (0,0) alors on

aurabiean-E.;zﬂ.
i



