Chapitre 8

Tests du y*
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le qui a établit la théorie générale de la

u Khi-deux ou Chi-deux xz ont pour objectif
atifs a un ou plusieurs caractéres qualitatifs
1) observés sur un ou plusieurs échantillons
iothése nulle,

es (test d’homogénéité),
s présente une répartition géographique en
nt distinctes ?

aistripution opservee €1 une aistrioution tneorique, 1a staustque au - st 1a suivanie ©
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2

suit une loi de Pearson ou o2

L’établissement des distributions des probabilités p; va dépendre de la nature du test du
%’ (hypothése Hp) mais I’estimation des effectifs théoriques ¢; sera identique a tous les tests.
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si n est Peffectif total étudié, I’effectif théorique attendu, f; pour la modalit¢ i de la

variable aléatoire X est :
ti=n*p; (loi des grands nombres en probabilité)

Quelque soit I’hypothese nulle testée, la stratégie est la méme pour tous les tests du xz.

La statistique du xz calculée (fobs_) est comparée avec la valeur seuil, xzseuﬂ lue sur
la table du 12 pour k-c ddl (degrés de liberté) et pour un risque d’erreur o fixé.

e si xzobs_ < xzscun, I’hypothése Hy ne peut étre rejetée : distributions des
effectifs théoriques et observés ne sont pas significativement différentes
e si xzobs_ > xzsmﬂ , ’hypothése Hy est rejetée au seuil de signification o
et I’hypothese H; est acceplée.

> la distribution des effectifs théoriques est
€s c’est a dire # effectif total.

taille n = 50

a des lois normales, d’une loi multincmiale.
bien que le test du ¥ s’avére robuste, il est
les effectifs théoriques #;, soient égaux ou
ntes lorsque ce minimum est rencontré.

1ombre de composantes indépendantes

1¢ distribution théorique ayant & modalités
(effectifs théoriques supérieurs ou €gaux a 5) correspond au nombre de termes de la
statistique_du_y>. Mais comme on impose que la taille de la distribution des effectifs
théoriques soit identique a la taille de la distribution des effectifs observés n, le k™ effectif
théorique est contraint d’ ot

Le nombre de degrés de liberté maximum est donc &-1.
avec k le nombre de termes du y” (cffectifs théoriques > 5)




Toutes les relations supplémentaires imposées pour le calcul des effectifs théoriques conduisent
a réduire d’une unité le nombre de degrés de liberté. Le nombre de composantes non
indépendantes ou contraintes dépendra de la mature du test du y> (n étant une de ces

contraintes, commune  tous les tests du x°) .

Le nombre de degrés de liberté est donc &-c avec
k le nombre de termes du y* (effectifs théoriques > 5) ct
¢ le nombre de contraintes entre les distributions comparées.

3 Test du i’ d'ajustement

ymparaison d’une distribution de fréquences
éoriques. Ce test est fréquemment utilisé en
imentaux de croisements pour un caractére
mendélienne de ce caractere. Le champ
1 génétique.

Is que nous les avons définis, implique la
emple la normalité de la variable étudiée. Il
servée des valeurs a celle attendue dans le cas

er a partir d’une loi de probabilité connue ou
ates modalités du caractére étudié (caractére
es comparer aux effectifs observés dans un

e a priori car elle résulte par exemple d’un

TV IS UOLGLLILILED L Wl YUl I WD IUULIVLL wvnuélienne des caractéres, I’évolution de la taille

d’une population, etc.

e soit la loi de probabilité théorique n’est pas connue a priori et elle est déduite des
caractéristiques statistiques mesurées sur 1’échantillon (distribution des fréquences, moyenne et

variance)(statistiques descriptives).

3.2 Application et décision



L’établissement des distributions théoriques de probabilité se réferent aux lois de probabilité.
A chaque modalité ou valeur de la variable aléatoire X, les probabilités associées a la loi de
probabilité sont calculées ainsi que les effectifs théoriques attendues sous cette loi :

Modalité du caractére A

Aq Al A E R A k

k
Effectif observé nom n; i n= z n
[

;i i-1

k
pi P P2 eeeen Pi vveenenns Pk p:].
E
Effectif théorique | ¢ b il v I -
=

ux modalités A = succés et A4 = échec,
| d’une fréquence observée et d’une fréquence

surer I’écart qui existe entre la distribution
s cet écart est suffisamment faible pour étre

orme a la distribution théorique.
iste pas a la distribution théorique.

k modalités du caractére étudié

:tif théorique attendu sous Hy
suil, xzswﬂ Jue sur
>t pour un risque d’erreur o fixé.

Remarque : Il est impératif que les conditions d’application soient vérifiées :
taille de I’échantillon » = 50 et les np; = 5.

Exemple :

Soit le locus biallélique codant pour la glucose 6 phosphate déhydrogénase (G6PDH), enzyme
‘participant au métabolisme énergétique (dégradation des sucres), I’analyse électrophorétique
des génotypes chez I’anophele, vecteur de la malaria, donne la répartition suivante

B



FF =44,FS=121,8S=105.
La répartition des génotypes est-elle conforme au modele de Hardy-Weinberg ?

3.3 Ajustements & différentes lois de probabilité connues

331 Ajustement d une loi binomiale

Application
Est-ce que la distribution du nombre de filles observées dans 320 fratries de 5 enfants suit une
loi binomiale de paramétre B(5, 0,5) ?

X : Nbre de filles (i) 0 1 2 3 4 5

Nbre de fratries observées (n;) 18 56 110 88 40 8

La distribution théorique suit une loi binomiale B(n, p) avec n :nbre d’épreuves
p : probabilité du succes
=P =k)= C:: g " k : nbre de valeurs prises X

Le nombre de degrés de liberté est :
nombre de termes du ;{2 ( £ k) moins le nombre de contraintes ¢

e ¢ =1 (n)sip est connue
k
n.x,
1 —

— " 5 o= nombre de succeés
e c=2(net p)sipestinconnue avec p= =

nombre d'observation

Exemple :

Refaire le test du 3* d’ajustement en utilisant pour p, la fréquence du nombre de filles dans les
fratries de 5 enfants, son estimation faite a partir des données de 1’échantillon.

232 Ajustement a une loi de poisson

Application

Est-ce que le nombre de cas graves traités chaque jour par un vétérinaire sur une période de 200
jours suit une loi de poisson ?




X : Nbre de cas graves (i) 0 1 2 3 4 Setplus

Nbre de jours (#;) 50 74 50 21 4 1

La distribution théorique suit une loi de poisson P(1)
k

B=PX=k)= e_iz k : nombre de valeurs prises X’

Le nombre de degrés de liberté est :
nombre de terme du y* ( < k) moins le nombre de contraintes ¢
e c=1(n)si A estconnu

-

e ¢c=2(net 1)siAestinconnuavec A=Xx

Remarque : La distribution de poisson n’étant pas bornée lorsque X — + o , il est nécessaire
de borner la distribution en estimant la probabilité de la derniére classe par différence avec la
somme des probabilités qui est de 1.

Exemple : En reprenant les données relatives a la cécidomyie du hétre , peut-on affirmer que
la répartition du nombre de galles par feuille suit une loi de poisson ?

333  Ajustement a une loi normale

Application
Le caractére « taille » mesuré sur 1000 individus peut-il étre considéré comme suivant une loi
normale ?

X : taille en cm (x)) <155 [155-165] [165-175] [175-185] =185

Nbre d’individus (#;) 1 70 500 379 50




La distribution théorique suit une loi normale A{u,c)

P(a<X<b)=P(za<Z<z5)=n(b) - n(a) (voir probabilités)
X-p
a

avec la variable centrée réduite Z = et k& :nombre de classes de la variable X

Le nombre de degrés de liberté est :
nombre de terme du %° (< k) moins le nombre de contraintes ¢

e c=1(n)st peto connues
e ¢=2(n,a)sip inconnue avec =% (méme chosesi o inconnue )

N . A a2 n 5
e ¢c=3(n,u,0)sip etoinconnuesavec = Xx et 0 = s

n—1

La statistique du Khi_deux y’va permettre de mesurer I’écart qui existe entre les g
distributions des effectifs observés pour la variable qualitative X sous ’hypothese d’égalité
des distributions dans les g populations comparées. On teste si cet écart est suffisamment
faible pour étre imputable aux fluctuations d’échantillonnage.

e Les données sont structurées sous forme d’un tableau des effectifs observés ou

table de contingence.




Echantillon ¢

Total

Caractére A

modalité 1 modalité i maodalité p | Total
Echantillon 1 iy Py Ay .y
Echantillon j ny; Ry Ry Rj
Echantillon q Hiq i Apq R.q
Total i, m, n,, n=N
'nce est basée sur deux indicesiet ] :
:j avec 1<ispetl<j<g
ie la colonne i
de 1a ligne j
le de contingence
these Hj : les g échantillons proviennent de ¢
actére ¢tudié est identique :
ere A
modalité p Total
: H AL ni
E N
i np. x n.j H‘j
i N
ni. X n.q E ni. % n,q ; np. X n,q L
N : N : N
ny. . ;. . M, n=N

Sous Hy, Peffectif attendu #; correspondant a la modalité i du caractére A (A;) pour
I’échantillon j peut étre obtenu de la fagon suivante :

P(A; N échantillon j) = P(A;) x P(échantillon j) (deux événements indépendants)

9.




t

o n, m .
d'oll Py= L i — avec f; effectif attendu
N N N
i L n xn,
d’ou tiij*Pij aimnsi L= N

Tous les effectifs attendus sont obtenus par le rapport du produit des distributions
marginales sur Peffectif total de la table de contingence.
XA,
. o

L N

Ainsi, le nombre de degrés de liberté correspondant au nombre d’effectifs estimés
indépendants est (p - 1}(g - 1). Les effectifs associés a la colonne p peuvent &tre obtenus par
différence avec la distribution marginale des lignes (p-1) et inversement pour les cffectifs
associés a la ligne g (¢-1) (cases indépendantes grisées dans la table de contingence).

4.2 Application et décision

[’hypothése testée est la suivante :
Hy : la distribution de fréquence du caractere étudi€ est identique pour
les différentes populations comparées.
[; : la distribution de fréquence du caractere étudié differe entre les
différentes populations comparées.

2
(1)
Zobs Zz p : nombre de colonnes, g : nombre de lignes

i=1 j=1 U
avec nj; I’effectif observeé et 4; I’effectif théorique attendu sous Hy

xzahs_ est comparée avec la valeur seuil, xgseuﬂ lue sur
la table du > pour (p-1)(g-1)dd! (degrés de liberté) et pour un risque d’erreur o fixé.

e si y, > y.. I’hypothése Hy est rejetée au risque d’erreur o : les différents
¢chantillons sont extraits de populations ayant des distributions différentes du caractere étudié.
e si y, < y... I’hypothése Hyest acceptée: les différents échantillons sont extraits de

populations ayant la méme distribution du caractére étudié.

Remargue : La statistique du Khi-deux % ne peut &tre calculée que si les effectifs théoriques
t; sont supérieurs a 5. Dans ce cas, il faut regrouper a la fois toute la ligne et toute la colonne
correspond a la case possédant une valeur #; inférienr a 5.

Exemple :

=l )




Les groupes sanguins A,B,AB et O ont ét¢ déterminés dans trois échantillons (E; : France, E; :
Roumanie, E; : Proche-Orient) d’hommes adultes. La répartition des groupes sanguins dépend-
elle d’un facteur géographique ?

A B AB O
El 54 14 6 51
E2 45 14 8 31
E3 33 34 12 33

4.3 Cas particulier de la comparaison de deux fréquences

st un cas particulier du test de comparaison de
udié présente deux modalités (A = succes,

idépendants extraits de deux populations. On
nnent de 2 populations dont les probabilités

ir nomenclature A et B)

Table B
E Succés Echees | Total
N LGt L3 LS|
] ou iz i Ry
z_ . m, n=N

SHo:pi=p2

Suceés Echecs Total
Echantillon 1 n, xn, n, xn, R
N | N
Echantillon 2 n xR, n, xn, R2
N N
Total Ay My, n=N

=] =



L’hypothése testée est la suivante :
Ho:pi=p> contre Hi:pi.p
2
(7, ~1,)
Zgbs ZZ suit une loi du Khi-deux_ x>
=l j=1 g
avec njj I’effectif observe et ; I’effectif théorique attendu sous Hy

xzobs_ est comparée avec la valeur seuil, xzscuu lue sur la table du xz
pour 1 ddl (degrés de liberté) et pour un risque d’erreur o fixé.

e si ¥ > x>  Ihypothése Hest rejetée au risque d’erreur o : les deux échantillons
vilités de succeés respectivement p; et po.
septée: les deux échantillons sont extraits de

s p.

itre calculée que si les effectifs théoriques 7;
ver a la fois toute la ligne et toute la colonne
ieur a 5.

e de contingence 2 x 2 avec 1 ddi correspond
e’ (démonstration).

«_dirigés dans la réussite a3 examen de

Le test du y*d’indépendance constitue une autre formulation du test de comparaison de

plusieurs distributions. Dans ce cas ce sont les distributions relatives a2 deux caractéres

(quantitatifs groupés en classe ou qualitatifs) présentant plusieurs modalités et définis sur une

méme population qui sont comparées. On fait I’hypothése qu’il y a indépendance entre les
deux caractéres dans la population :

Hp : les deux caractéres sont indépendants.
H; : les deux caractéres ne sont pas indépendants

=2 -



e Les données sont structurées sous forme d’un tableau des effectifs observés pour les deux
caractéres compare€s ou table de contingence.

Caractére

B

Caractére A

modalité Modalité modualité total
I i p
modalité 1 Hi1 i1 Hp1 LR
mOdﬂ!ﬁé} Hji nij ‘. Hpi 1
modalité q Hig Mig i Mg
Tinl H;, ny, n=N
individus ayant la modalité i du caractére A
ec I<itpetl=<j=<g
le la colonne i
Je la ligne j
le de contingence
hese Hy : indépendance entre le caractére A ct
Caractére A
lalité i modalité p | Total
XM, n, xn,
N N it
X1, n, xn,
N N -
modalité g | ™ X"q KN W XN g .,
N N N A
Total ny ;. My, n=N

Sous Hy, I"effectif attendu #; correspondant a la modalité i du caractere A (A;) et a la modalité j
du caractére B (B;) peut étre obtenu de la fagon suivante :

o e I



P(Ai n By) = Py = P(A;) x P(B;)
n n

d’ou Pij: bl S

d,Oi:l fij:f\"r* Pij

5.2 Application et décision

sous Hy : indépendance entre les deux caractéres

ti

ainsi

avec t; effectif attendu

n X H‘j

N

tij =

Vo

L’hypothese testée est la suivante :
Hp : Indépendance entre le caractere A et le caractere B
H; : Non indépendance entre le caractere A et le caractere B

2 _ (”r;f _%_)2

v : nombre de colonnes, g : nombre de lignes

tif théorique attendu sous Hy

uil, ngcuﬂ lue sur la table du 12
) et pour un risque d’erreur o fixé.

. rejetée au risque d’erreur o : il n’y a pas
étudiés dans la population.
cceptée: les deux caractéres étudiés dans la

ut étre calculée que si les effectifs théoriques
aut regrouper a la fois toute la ligne et toute la
t tij inférieur & 5.

a noté pour chaque personne, la couleur des
iclure a I’'indépendance de ces deux caracteéres

Cheveux Noirs | Bruns | Blonds | Roux
Yeux
Marrons 152 247 83 11
Vert-gris 73 114 37 8
Bleus 36 102 127 10

-14 -



