Chapitre 9

Analyse de variance
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wons émis des hypothéses concernant la
1¢) puis comparé les moyennes de deux
1 trait 4 la comparaison des moyennes de
ice peut €tre vue comme une comparaison
iable étudiée est un caractére quantitatif de

ui se distinguent par le nombre de facteurs
avec répétitions, etc), la nature du facteur
les modalités associées au facteur (modéle

ance 2 un factenr cantrilé (imodéle fixel

{OVALI a pour objectif de tester Peffet d’un

Ceci revient a comparer les moyennes de
riance a partir d’échantillons aléatoires et
on est soumis ou correspond a une modalité
e la comparaison multiple de moyennes
riances.



2.1 Structure des données

Les données relatives a une analyse de variance a un facteur controlé sont structurées dans un
tableau du type suivant :

Facteur A
modalité 1 modalité i modalité p

yn , ' Yi Yp1

Wi Yij Yoi
Yint

. ¥ pnp

Yini
y 1 y i y P

(I £i < p). On parle aussi de niveaux ou

51 est noté n;. Le nombre de répétitions pour
méme.

ir la modalité i du facteur et la répétition j
nodalité notée y,.

rional "Récréational
3.4 311
4.6 357
6,4 37.3
9,1 39.4
13,8 40,4
7.9 44,5
9.9 454
i1,2 49.8
50,1

.. . passé par 30 sportifs évoluant a des niveaux
de compétition différents: international, national, régional et
« récréational ». Une des mesures réalisées porte sur I’anxiété des sportifs
au moment de la compétition. Celle-ci différe-t-clle en fonction du
niveau de compétition ?




2.2 Conditions d'application de I’andlyse

Les hypothéses relatives au modele d’analyse de variances sont nombreuses. I’analyse des
résidus e, (v - ,) est particulicrement utile pour répondre aux hypotheses de normalité et
d’homoscédasticité. Mais dans le cadre d’un modele a effet fixe, il est équivalent de tester ces
hypotheses sur la variable yj;.

221 Indépendance

I.’indépendance entre les différentes valeurs de la variable mesurée y; est une condition
essentielle a la réalisation de I’analyse de variance.

Les p échantillons comparés sont indépendants.
I >ensemble des N individus est rénarti au hasard (randomisation) entre les p modalités du
ent i.

ale dans les p populations comparées.
ésentation, suit une loi normale

aide d’un test de Khi-deux d’ajustement si
on le test non paramétrique de Lilliefors
¢ les effectifs sont faibles.

on des valeurs e;j ou y;; est unimodale.

. pas vérifiée, soit on peut transformer cette
n paramétrique de "ANOVA, le test de

223 Homoscédasticité

Les p populations comparées ont méme variance.
Le facteur A agit sculement sur la moyenne de la variable Y et ne change pas sa variance.




des variances relatives aux p populations

atisfaisant pour effectuer la comparaison
z longue car il correspond a une ANOVAI

ison multiple de variances avec un nombre
du facteur. Mais ce test est trés sensible a
buste).

ison multiple de variances avec un nombre
i du facteur. Mais ce test est trés sensible a
buste).

st trés importantes, on peut avoir recours aux
Vallis.

de I’exemple des sportifs, les conditions

variance sont-elles vérifiées ?

: de PANOVAL vis a vis des écarts aux

Robustesse

tement Trés robuste si indépendance et
égalité des variances

1e ou de | Trés robuste & [Pinégalité des
variances

al Pas robuste

| des p distributions

Remarque : L’analyse de variance a un facteur controlé est relativement peu sensible a
I’inégalité des variances ainsi qu’a la non normalité lorsque les échantillons comparés sont de
grandes tailles.



3 Modéle de I'an lyse de variance

3.1 Modéle sous Ho: homogénéité des données

L’analyse de variance a un facteur teste I’effet d’un facteur controle 4 ayant p modalités sur
les moyennes d’une variable quantltalwe Y.

L’hypothése nulle testée est la suivante :
il n’y a pas d’effet du facteur 4 et les p moyennes sont égales a une méme moyenne (.
* Hp t ™ ™= reenss o (I O | gl
alors yi=u+e; sousHp
avec ej variables aléatoires indépendantes suivant une méme loi normale MO, o).

T ™ ¢ " - expérimentales pour chaque valeur de la
e yij —> My, o)

(eq) p puisque E(ejj)=
S
=c puisque Wejj) = o’

nnées

te :
'ux moyennes significativement différentes.

sous H;
suivant une méme loi normale N0, 6).
sur la variable V¥

2y > Mp+a, o)
1+a; + E(e;) =p+a; puisque [Eey) =0
Vi) = VR T aprei) = v T v@i) + rie )= 0+0 +o® =¢ puisque F(ej) = c’

Ainsi il existe une différence entre les moyennes de la variable sclon les modalités du facteur
controlé.

Remargue : Tester I’hypothese nulle « absence d’effet sur facteur 4 » revient a tester
' Hp : les a; sont tous nuls.



3.3 Equation fondamentale de l'analyse de variance

331 Estimation des paramétres des modéles

Sous Hy : yjj = u + ¢

[4=7Y  notéeaussiy. y __ZZ y; avec N = Zn

i=l j=1
L’ensemble des données du tableau peuvent étre estimées a partir de la moyenne totale des yj
a laquelle s’ajoute la part d’aléatoire dans les mesures, €;; .

Sous Hy : yjj = p+ ai+ e

[+ =7, notée aussiy; Z y, ~moyenne des y; pour la modalité i
7; j=1

et 2y =Yy — B4, = Y= =F, V=Y~ ¥

3.3.2  Décomposition de la variation totale

Soit le modéle sous H; : Yi= |+ ait+ e
avec les estimateurs y;=y+ (JZ —f) + ( Y=Y )
(yg'_f) 2(?;' _?)+(y‘j —.]7;)
. . —\2 w mn? —\2 s i
avec les écarts au carré (y,}. —y) = (y,. —y) +(yU. —yl.) + 2(y‘ —y)(y,}. - )
avec les sommes pour tous les individus j

1 A i

S (3, -7) = G-+ X -7) 26 -7 Xy, -7)

J=1 J=l i

or 2(7,-7) X (3, ~7)=0

Jj=1

car Z( ¥i=% ) 0 sachant que E(e;;) = 0 si les hypothéses initiales sont vérifiées.
=
avec la somme pour les p modalités du facteur controlé

ii(yq_?)z :i”r (E “J_’)g +zp:nz(ya' - )2

i=l j=l i=1 i=l j=l

L’équation fondamentale de I’analyse de variance

>>(,-5) Zn Fi-5) + 20, -7)

i=1 j=l i=l j-

SCFJTOwIe SChimcr SCEm‘rra

-Fom



Notation :
SCE,guic = somme des écarts totaux ou variation totale = N s,

SCE; ;= somme des écarts liés aux effets du facteur 4 ou variation inter (entre modalit¢s)
SCE,,ua= somme des écarts résiduelles ou variation intra (interne a chaque modalit¢)
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333  Lerapport de corrélation

Le rapport de corrélation donne la part de la variabilité totale des données expliquée par
I’effet du facteur A :

2 - SCEimer

SCE

Hiotale

n

C’est un indice de liaison, pas nécessairement linéaire entre les variables étudices qui varie
entre 0 et 1. 11 mesure la qualité de Pajustement des effets du facteur au travers des
moyennes.



4 Pratique de I'an lyse de variance

L’analyse de variance & un facteur teste I'effet d’un facteur controlé 4 ayant p modalités sur
les moyennes d’une variable quantitative Y.

L’hypothése nulle testée est la suivante
Hy: HE1= P2 = caained S contre H;: 3 i # W

Le test de comparaison multiple de moyenne revient a faire un test de comparaison de deux
variance.

4.1 Principe du test

Soit I’équation de décomposition de la variation totale :

>33, -7 ‘Zn(x 7Y+, -5

i=l j=1 i=l =
SCEtotalc SC Ejm_er SCEmtra
Les estimations des variances associées ou carré moyen sont :
2 SCEI tale &
Variance totale : Tt avecN= > n,
N _]- i=l
' k. lS‘(jr‘E;mL(-:r' = 2 e 2
Variance due au facteur 4 (CMipeer) : 1 estimateur de ¢~ si Hp vraie
p-
. , SCErr o 2 : ‘
Variance résiduelle (CMip, ) : - estimateur de o~ quelque soit le modéle
p

Remarque : L’équation fondamentale de I’analyse de variance ne s’applique pas aux

variances : Variance totale # Variance inter + Variance intra
¢ SousHp: pi=p2=....... = s S = avec 3;=0 Vi
SCE,, SCE, : i \ 2
e et nre - estimateur du méme paramétre
p-1 N-p
: 'E.
d'}o':l SCElnler ~ S(’ intra
p-1 N=p
CE. N-
et donc le rapport 1P % P est proche de 1
P -1 LSCEmtm
¢ SousH;: 3 pi=yp avec au moins un a; # 0
SCE,, . . . 2
unique estimateur de ¢
N-p
" SCE, SCE, SCE._ . SCE,
d:ou nter mire avec nter i mnt ra
-1 N-p b1 N—p

A




S("Einl er o ‘EV 7 p
p-1  SCE

mt rii

et donc le rapport est trés supérieur a 1

Sous Hy : il n’y a pas d’effet du facteur 4 sur la variable ¥

Bi= B2 =eeenees THiTe T HpT
contre  Hj : le facteur 4 exerce un effet en moyenne sur la variable ¥
3 pi# R
gj inter
CM,,.  p-1 ; i ;
F Tt = suit une loi de Fisher-Snedecor
’ CMintm S'(’ Einlm
N-p

Fops comparéé 4 Fyeun lue dans la table de la loi de Fisher-Snedecor
pour un risque d’erreur g fixé et (p-1, N- p) degrés de liberté.

€ au risque d’erreur o. : le facteur controlé 4
le la variable étudiée.

septée: le facteur controlé 4 n’a pas d’effet
sle étudide.

s ne permet pas de savoir quelles sont les

1, la méthode des contrastes ou méthode de
s répondre a cette question.

ils effectués pour I’analyse de variance.

Carré Moyen Test de
Fisher-Sneédécor

CM

inter

F:Jbs. = v
CM'mler_ SCEjmerJIIr (P-l) (’M[mm

CMpeew™ SCEiua/ (N-p)

Pour effectuer les calculs, des formules développées peuvent étre utilisées.

p 2 PN i T2 P el
SCEror = ZZ(}@ —?) = ZZy,}- “% avec T :ZZyJ}. et N= Zn,.
i=1

i=1 j=1 i=l j=l i=l j=I

J 2T 2 "
SCEinter = Zn:_ (J_/;- _J—;)z =N avec 1, = Zyy_
i=1 m n N =1

5



2 n 5 Lo b T_2 .
SCEinm =Y, 2% =%) =2 2.% -2-— ou  SCEima= SCEror- SCEin

=l j=1 =1 7=l i=1 f

L’anxiété des sportifs au moment de la compétition différe-t-elle en

fonction du niveau de compétition ? (Tableau de variation)
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