Cours de mathématiques Algebre avancée

Algebre

Systemes de deux équations du
deuxieme degré a deux inconnues

§ 1. Résolutions de systemes de deux équations du
deuxiéme degré a deux inconnues

Dans certains probléemes, on est parfois amené a résoudre des systémes de deux

équations a deux inconnues dont l'une (ou les deux) sont des équations du

deuxiéme degré. Pour résoudre ces équations, on a aussi a disposition une méthode de

substitution et une méthode de combinaison linéaire.

Exemple 1:

Résoudre le systéme d’équations: 2x+3y=95
4x2 -5y? =41,
De la premiére équation, on déduit 2x = -3y +5, d'otl X = —oy + .

On substitue alors cette relation dans la deuxiéme équation:

4(—%y+%)2 —5y2 =41 | calcul
4(3y2 - By B)_5y2 =41 | distributivité
9y? - 30y +25-5y2 =41 | réduction
4y? —30y+25=41 | - 40

4y2 —-30y—-16=0
Cest une équation du deuxiéeme degré de la forme ax?+bx+c=0, avec
a=4, b=-30etc=-16.
Le discriminant A est A = b2 —4ac = (~30)° —4 -4 - (-16) = 900 + 256 = 1156.

Comme A > 0, on aura deux solutions pour I'équation:
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—b+ /A —(-30)+,/1156 30+34 64
Yi=——"% = 2.4 ="g =g~ 8 et
_ —b—JA _ —(-30)-/1156 3034 4 1
Yo="2a = 24 =78 T8 ~72
. 1
On a donc deux solutions pour y: —7 et 8.
1 3 5 3 1 5_3,5_13
Avec Yy =—5 et x:—%y+%, ontrouve X=—35y+5=—%" (—§)+§ =2+t5=7.
3 5 3 5 3 5 5 1
Avec y=8etX=—%5y+7,ontrouve X=—5Y+5=—%:8+5=-12+5=—5".

On a donc deux couples de solutions:

x=2ety=—>7 et x=—Fety=8

Exemple 2:

Résoudre le systéme d’équations: 3x2+4y? =60

6x2 -5y%2=22,5
En multipliant la premiére équation par 5, on obtient: 15x2 +20y? = 300
En multipliant la deuxiéme équation par 4, on obtient: 24x2 —20y? =90
En additionnant ces deux derniéres relations, on trouve: 39x? = 390
D’ou on conclut que x2 = 10 et, donc, que x =+ /10 .

Si x=+ /10, en remplacant dans la premiére équation, on trouve:

3.10+4y? =60 | calcul
30+4y?=60 | -30
4y? =30 | ‘4
yr=%=7 oV

15
y=%yz -
: 15 : s

On a donc les solutions x=%./10 et y==,/5, ce qui correspond en fait a 4 couples
de solutions: x=J10 ety= /2

x=J/10 ety=— /8

x=—J10 ety= /2

x=-J10 ety=— /2.
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§ 2. Résolutions de problémes utilisant des systéemes de
deux équations du deuxiéme deqré a deux inconnues

On doit résoudre le probléme suivant:

Les organisateurs d’un spectacle doivent obtenir une recette de Fr. 9°000.-- pour couvrir
leurs frais. Au moment de disposer les chaises dans la salle, ils constatent qu’en les
serrant un peu plus, ils peuvent en ajouter 100 et diminuer par conséquent de Fr. 3.-- le
prix de la place pour obtenir la méme recette. Combien avaient-ils prévue de spectateurs
au départ et quel était le prix des places fixé initialement?

Aprés avoir lu et compris I'énoncé du probléme, on détermine quelles sont les inconnues
(qui correspondent aux questions du probleme):

- on appelle x le nombre de spectateurs prévus au départ;

- on appelle y le prix des places fixé initialement.

Au départ, on doit avoir que le nombre de spectateurs prévus multiplié par le prix initial
des places soit égal aux Fr. 9°000.--: la premiére équation est donc X - y=9'000.
Aprés 'augmentation du nombre de places, on doit avoir que le nombre de spectateurs
possibles alors multiplié par le prix final des places soit aussi égal aux Fr. 9°000.--: le
nombre de spectateurs possibles est alors de X+ 100 et le prix final des places est alors
de y— 3; la deuxiéme équation est donc: (x+100) - (y—3) =9'000.
On a donc obtenu le systeme de deux équations suivants:

x-y=9'000 (1)

(x+100)-(y—3)=9'000 (2).

De (1), on tire: y = &XOO.

Par substitution dans (2), on obtient:

(x+100)- (£ -3) =9'000 distributivité
9'000 — 3x + 2920 _ 300 = 9'000 X
9'000x — 3x2 + 900’000 — 300x = 9'000x réduction
~3x2 +8700x +900'000 = 9'000x ~9'000x
~3x2 —300x+900'000 =0 1 (=3)

x?+100x-300'000 = 0.
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C’est une équation du deuxiéme degré de la forme ax? +bx+c¢=0, ot a=1, b=100
et c=-300'000.
Le discriminant A vaut
A=b?-4ac=100%2-4-1-(-300'000)=10'000+1'200'000 = 1'210'000.
Comme A > 0, I'équation du deuxiéme degré a deux solutions données par:
_ —b+/A  -100+/1'210'000  _100+1100 _ 1000 _ 500 et

X1="23 = 21 = 2 ="3 =
_ -b-JA  -100-y1'210'000  _100-1100 _ -1200 600
X2="2 = 21 = 2 =" =-— -

Comme x représente le nombre de spectateurs, cette deuxiéme solution est exclue et on

obtient que le nombre de spectateurs au départ est x = 500.

Avec x=500¢et y = 9/9(00, on obtient: y = % =18.

La solution du systéme d’équations est donc X =500 et y = 18.

Cela signifie qu’il avaient prévus initialement 500 places a Fr. 18.--.



