Cours de mathématiques Algebre

Algebre

Polynomes et opérations

§ 1. Polyndmes

Un polynéme est un monéme ou une somme de monémes.
Exemples:
5x3; 2 +4; —x2+1; 5z, 4xy? —2x; ... sont des polynémes.
ab; v, J¥; 2—;; ... ne sont pas des polynémes.
Un binéme est un polyndme a deux termes.
Un trindme est un polynéme a trois termes.

Les termes d’un polynéme sont les monémes de la forme réduite (c’est-a-dire qui ne

contient plus une somme de monémes semblables) de ce polynéme.

Exemples:

5x -1, qui est réduit, se compose de deux termes.

x3+3x%y+3xy? + y3, qui est réduit, se compose de quatre termes.

Le degré d’un polynéme (sous forme réduite) est le degré de celui de ses termes qui a le

plus haut degré.

Exemples:
X+ X—52 est un polyndme de degré 2 (le terme de plus haut degré est %2).
—2a° +a%b—4,4 est un polyndme de degré 4 (le terme de plus haut degré est
asb).

Deux polynémes sont opposés si leur somme est égale a zéro.

Exemples:
6x? et —6x? sont deux polyndmes opposés, car leur somme est égale a zéro.
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Y2 +5y—12 et —y? — 5y + 12 sont deux polyndmes opposés, car leur somme est
égale a zéro.
On remarque que, en multipliant un polynéme par -1, autrement dit en changeant tous ses

signes, on obtient son opposé.

§ 2. Réduire et ordonner des polynémes

Réduire un polynoéme, c’est regrouper ses monémes semblables.

Exemples:
0,5x+7x=17,5x, forme réduite.

W+ 3+5w—-2w—-8=4w-5, forme réduite.
y2 —5y? + 3y? = —y?, forme réduite.
3a%b+4a®-a’b+1=4a%+2ab+1, forme réduite.

Ordonner un polynéme, c’est écrire ses termes dans 'ordre croissant ou décroissant des

degrés de 'une des lettres qu’il contient.

Exemples:
5m? +2m—1 est un polynéme ordonné.
—2+a*+2a%b—ab®+ b* est un polyndme ordonné par rapport a b, mais pas par
rapport a a.
x3 +1 4 x2 + X n’est pas un polyndme ordonné.
Lorsqu’on veut ordonner un polynéme, le signe devant le mondme que I'on veut changer
de place fait partie du monédme en question. On le prend donc avec dans le déplacement:

“ o»

Exemple: Ordonner 3x —4x? + 3: le terme de plus haut degré est —4x? (le “-” fait partie

de ce mondme); on le prend entiéerement pour le déplacer; on obtient le polynédme
ordonné suivant: —4x? + 3x + 3.

Dans la pratique, on ordonne souvent les polyndmes dans 'ordre des degrés décroissants
par rapport a 'une des lettres qu’il contient, comme dans le premier exemple ci-dessus.
Ordonner et réduire un polynéme sert a simplifier au maximum son écriture et cela

va faciliter les calculs.



Cours de mathématiques Algebre

§ 3. Additions de polynémes

Voici deux méthodes pour additionner des polynomes:

1ére méthode:

En utilisant 'associativité et la commutativité de I'addition, on peut procéder ainsi:
(5x2—x)+(-2x?+10x-1) =

=5x%2 —x+(-2x2)+10x+ (-1) écriture d’'une somme de monémes
= B5x2—x—-2x?>+10x-1 écriture simplifiée
= 3x2+9x—1 réduit et ordonné

En résumé, on a additionné les monomes semblables:
5x? avec —2x2, ce qui donne 3x2,
—X avec 10x, ce qui donne 9X, et

—1 qui reste comme il est.

2éme méthode:

Une autre méthode est la suivante: on place les polyndmes a additionner en colonnes
comme pour l'addition de nombres entiers naturels, mais, au lieu de considérer les

colonnes des unités, des dizaines, des centaines, etc., on considére a droite la colonne
des nombres seuls, a gauche de celle-ci la colonne des coefficients de X, a gauche de

cette derniére, les coefficients de X2, etc. On place alors les coefficients (qu’ils soient
positifs ou négatifs) dans les colonnes appropriées et on effectue I'addition des nombres

dans les colonnes, sans mettre de retenue:

x| b
Sxhx — S5 |-1 | ®
“WhdOxen —o =2 | AO| =4 4
EERRRERRRCERCE IS

On obtient donc bien (5x2 — x) + (-2x2+10x—1) == 3x%2+9x—1.
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§ 4. Soustractions de polynémes

Voici deux méthodes pour soustraire des polynémes:

1ére méthode:

Pour soustraire un polyndme, on additionne son opposé:
(4y2 -2y +5)-(3y?+7y—4)=
(4y® —2y+5)+(-3y2—-T7y+4)  addition de 'opposé

4y3 -2y +5+(-3y?)+(-7y)+4 écriture d'une somme
= 4y3 - 2y+5-3y?-Ty+4 écriture simplifiée
= 4y3-3y? -9y +9 réduit et ordonné

2éme méthode:

Une autre méthode est la suivante: on place les polyndmes a soustraire en colonnes
comme pour la soustraction de nombres entiers naturels, mais, au lieu de considérer les
colonnes des unités, des dizaines, des centaines, etc., on considére a droite la colonne

des nombres seuls, a gauche de celle-ci la colonne des coefficients de y (ou de la lettre

concernée), a gauche de cette derniéere, les coefficients de y2, etc. On place alors les
coefficients (qu’ils soient positifs ou négatifs) dans les colonnes appropriées et on effectue
la soustraction des nombres dans les colonnes, sans prendre par exemple une dizaine

pour faire dix unités lorsque c’est nécessaire:

W I& x| x| b
"’J -l {74-5 — i 0 ;"1 *5
3J+ 43-—-4'—"’¢ o 3| 3|-1 -
Y -3 1|-9 | 9
&;_32_3 | 6&5 (—") 5+'f-—°
T jcq--z-a--s

On obtient donc bien (4y3 —2y+5) - (3y? +7y—4) =4y® - 3y? -9y +9.
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§ 5. Multiplications de polynémes

Voici deux méthodes pour multiplier des polynomes:

1ére méthode:

Pour multiplier deux polynédmes, on multiplie chaque terme du premier par chaque terme
du second et on réduit la somme ainsi obtenue (on utilise en fait la distributivité de la

multiplication sur I'addition):
(y=2)-(y=5)=ly+(2)]-ly+(-B)]=y-y+y-(-5)+(-2)-y+(-2)-(-5) =
=y?2-5y—-2y+10=y?-7y+10,
ou, de maniére plus rapide:
(y—2)-(y-5)=y.-y-y-5-2-y+2-5=y2—-5y—2y+10=y2—7y+10.
Autre exemple:
(m?+m+1)-(m-1)=m?>-m-m?>-1+m-m-m-1+1-m-1.-1=

=m®—-m?+m?-m+m-1=m3-1.

2éme méthode:

Une autre méthode est la suivante: on place les polynbmes a multiplier en colonnes
comme pour la multiplication de nombres entiers naturels, mais, au lieu de considérer les
colonnes des unités, des dizaines, des centaines, etc., on considére a droite la colonne

des nombres seuls, a gauche de celle-ci la colonne des coefficients de X (ou de la lettre

concernée), a gauche de cette derniére, les coefficients de X2, etc. On place alors les
coefficients (qu’ils soient positifs ou négatifs) dans les colonnes appropriées et on effectue
la multiplication des nombres dans les colonnes, sans mettre de retenue et en tenant

compte des regles de multiplications des nombres négatifs s’il y a lieu:

| AR
9r2 — |4 -2
ye$ — A | -5 X
B -5 40
A =B
a3 e
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On obtient donc bien (y—2) - (y—5) = y? -7y +10.

AR Y S R O A
- m I m nE |
ERRRERNIIETER RN INR
L TuTe e

On obtient donc bien (M2 +m+1)-(m-1)=m?3-1.

§ 6. Identités remarquables

On est souvent amené a calculer les mémes produits de polynédmes. Pour nous aider, on

a ce que I'on appelle les identités remarquables, identités a connaitre par coeur:
(a+b)* =a?+2ab+ b2
(a-b)? = a2 -2ab+ b2
(a+b)(@a-b)=a?-b?
(a+b)°=a3+3a2b+3ab? + b3
(a-b)® = a®-3a%b+3ab? - b3

Ces identités s’obtiennent facilement en utilisant la méthode de multiplication de

polyndmes décrites ci-dessus:
(@a+b)’=(a+b)-(a+b)=a%+ab+ba+b?=a2+2ab+b2.
Les identités remarquables sont utilisées dans les multiplications de polyndmes et dans

les factorisations de polynédmes (voir plus loin).

§ 7. Divisions de polyndmes

Il existe une méthode pour diviser deux polynédmes apparentée a la division

euclidienne des nombres. D’ailleurs cette méthode est appelé la division euclidienne de

polynémes.
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Pour diviser X3 + 2x2 —

1) on place les polynébmes a diviser:

Algebre

3X+ 5 par 2x— 3, on peut procéder comme suit:

2) on regarde par quoi il faut multiplier le premier terme du diviseur pour obtenir le premier

terme du dividende:

o t-3xx8 | 2x-3 | BRREEE
] o8kt car 0% 2=

3) on multiplie alors les termes du diviseur par ce terme trouvé et on les aligne avec les

puissances de X sous le dividende:

O B -3x4 86

x."'."'|$&; A -

,,,,,,

2x-3 |
O,S‘xz (.QA. Oi‘éx‘z’ 2_;( =: x:'g _ !

o OS5 (3)=—4$x™

"l (’K 45&")
3,qu 3x-t5

EXCHRRRR R PRV R
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5) on regarde par quoi il faut multiplier le premier terme du diviseur pour obtenir le premier

terme du reste obtenu:

| ; (x 5 4‘5,‘?-)
| .%Sx?‘ ?3;:45

- 2x-3

OSxPe AKs

C;;\,.‘, /F,?SX 2}(*" 3 5X

6) on multiplie alors les termes du diviseur par ce dernier terme trouvé et on les aligne

avec les puissances de X:

o Tt dxas
RREYE R
L 3%tsax

2x-3

Ok ARy

et As?-Sxa fg):jr‘s,z,:x |

7) on soustrait ce qu’il faut et on abaisse les monémes pas touchés:

RVAERE
= (x - J‘Sx")
| EXFN 3x-\j
]"(%Sx -SZSx)

1] 2’_135-\-_-5 f

3% «-.S‘

'2,453

Cou —3x~ (- 5,15x )= 2,26x

8) on regarde par quoi il faut multiplier le premier terme du diviseur pour obtenir le premier

terme du reste obtenu:

'2;{-‘33«-3' |

3 (x J;Sx.")
3,Sx‘ 3xa }
3 . [%Sx - ;ZSx)

2;(3

O‘S;g -\-A}Sg{r{ﬂﬁ Cﬂf/ffflf 2-5( =2,28x
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9) on multiplie alors les termes du diviseur par ce dernier terme trouvé et on les aligne
avec les puissances de X et on soustrait ce qu'il faut:
| 'zg**..;m.s | a3
- ( %= af\sx*') qs; ‘+ 'A&'su ;mj;
IEL ¥R 5 |
. (%Sx t.5a8x)

On remarque qu’on ne peut alors plus continuer la division, car on ne peut pas multiplier
2x par un mondme pour obtenir 8,375. La division est donc terminée, le quotient est

0,5x%+1,75x+1,125 et le reste est 8, 375.

L 3,942_ 8,375
On peut alors écrire: 22345 — 0 5x2 11, 75x+ 1,125 + 5.

De maniere générale, si D(x) est le dividende, d(x) est le diviseur, Q(x) est le quotient

obtenu jusqu’a ce qu’on ne puisse plus continuer et R(x) est le reste qu'on obtient a ce

moment-la (il peut étre zéro), on peut écrire: -+ d(x) = Q(x)+ ;((’;))

§ 8. Factorisations de polyndomes

Factoriser un polynéme, c’est transformer une somme en un produit, contrairement a la

multiplication qui consiste a transformer un produit en somme. La factorisation est le

processus inverse du développement d’un produit.

Exemples: 9x3 +6x2 +12x=3x(3x? +2x+4)
20m-5=5(4m-1)
y2-2y+1=(y-1)y-1)=(y-1)°
u?-16=(u+4)u-4)
x2+3x-10=(x+5)(x-2)
3x+6+2y+xy=(x+2)3+y)
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Il n'est pas toujours facile de factoriser un polyndme (les méthodes utilisées dans les
exemples ci-dessus ne sont pas explicites). || nous faut décrire ces méthodes en détail.
Il existe plusieurs méthodes de factorisation d’'un polynéme.

1ére méthode ou méthode de mise en évidence:

Si les mon6mes formant le polynbme ont tous un diviseur commun, on le met en
évidence, c’est-a-dire que I'on fait I'opération inverse de la distributivite.

Exemples:
Factoriser 4x° + 8x2 + 10x:

on remarque que 2X est diviseur de 4x3, 8x? et 10x; on peut alors écrire:
4x3+8x2+10x=2x-(2x?> +4x+5), car 2x-2x%2=4x3, 2x-4x=8x? et
2x-5=10x.

Factoriser —3x° +4x2:
on remarque que x? est diviseur de —3x? et 4x? on peut alors écrire
—3x3 +4x%2 =x?.(-3x+4), car x? - (-3x) =-3x3 et x2 - 4 = 4x?,

On ne peut bien sar pas factoriser tous les polynébmes en utilisant cette méthode (il suffit

que les mondmes le constituant n'aient aucun diviseur commun autre que 1 pour que cela

ne marche pas).

2éme méthode ou méthode des identités remarquables:

Certains polynbmes du deuxiéme degré peuvent se factoriser grace aux identités
remarquables.

Rappelons que les identités remarquables de degré 2 sont:
(a+b)? = a2 +2ab+ b2
(a-b)? = a2 -2ab+ b2
(a+b)(@a-b)=a?-b?
Exemples:

Factoriser 4x? + 20x + 25:

on peut le comparer a lidentité remarquable qui lui correspond:

2 : ,
a’+2ab+b*=(a+b)°; on met l'une en dessous de lautre ces deux
expressions littérales: 4x2 +20x+ 25

az+2ab + b?:

10
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on identifie @2 a 4x? et b? a 25, ce qui signifie que @ = 2x et b = 5; on vérifie alors
que 2ab=20x: 2ab=2-2x-5=20x; on a donc 4x?>+20x+25=
=(a+b)*=(2x+5)°.
Factoriser X2 —6x+ 9:
on peut le comparer a lidentité remarquable qui lui correspond:
a2-2ab+b2=(a—b)°; on met lune en dessous de lautre ces deux
expressions littérales: x2-6x+9
a?—2ab + b?;
on identifie @ a x? et b2 a 9, ce qui signifie que @ = X et b = 3; on vérifie alors que
2ab=6x:2ab=2-x-3=6x; onadonc x> —6x+9=(a-b)*=(x-3)°.
Factoriser: 16x2 — 25:

on peut le comparer a lidentité remarquable qui lui correspond:
a’—-b%=(a+b)(a-b); on met I'une en dessous de I'autre ces deux expressions
littérales: ~ 16x% —25

a?-b?:
on identifie @2 a 16x? et b? a 25, ce qui signifie que @ =4x et b=>5; on a alors
16x2-25=(a+b)(a—b)=(4x+5)(4x-5).

Cette méthode ne marche cependant pas pour tous les polyndmes du second degré.

3éme méthode ou méthode de factorisation de Newton:

D’autres polyndmes du deuxiéme degré peuvent se factoriser en utilisant une méthode

différente que ci-dessus.

Pour factoriser un polynéme de la forme x?+bx+c (on remarque que le coefficient de
x? est 1), on va chercher des nombres m et n tels que m+n=>b et m-n=c. Sils
existent, on aura alors X2 + bx+ ¢ = (x+ m)(x+n).

Exemples:
Factoriser X2 + 5x + 6:

on recherche m et n tels que M+n=5 et m-n=6; on peut prendre m=23 et
n=2etonaalors: X2 +5x+6=(x+m)-(x+n)=(x+3)-(x+2).

Factoriser X2 —2x+ 1:

11
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on recherche m et n tels que Mm+n=-2etm-n=1; on peut prendre m=—1 et
n=-1etonaalors: X2—2x+1=(x+m)-(x+n)=(x-1)-(x=1)=(x=1)°.
La aussi, cette méthode ne marche pas pour tous les polynédmes du second degreé.
Il existe une méthode qui permet de trouver la factorisation de tout polyndme du deuxiéme
degré, mais elle nécessite des connaissances qui dépassent ce chapitre.

Il en va de méme pour des polynémes de degrés autres que deux.
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