Algebre ct analyse

RANCHES
DES MH.I'HEMM'IQUES

« L'algébre est la partie des
mithématiques qui s'inféresse aux
eezalilés exactes, tandis que Fanalyse
sintéresse aun égalitds approchées x |
affirme le mathématiden
contemparain Jean-Fierre Marco
puur distinguwer ces deus domames |
qui 5 intespénetrent e qu 4 eux |
detm couwrent o foadent quasiment |
I'ensemble des mathématiques. |
Née de I'stude des nambres et de
leurs relations, lalgébre dassque en
eslwemnue & letude &  la résolution
dles &quations (relation entre
plusieurs nombees dont [un aw
muoins est mconnu), en relation avec
la geomitre el analyse
foncticnnelle ; 'algebre moderne se
cansame & e des structures des
ensembles, dont les ersembles de
rmbres sant des exemples, et
rejoint par La la topologie analytique.
L'analyse est Félude des foncions o
des ensembles de nombres, centrée
autour des notions de continuité et
de limite; elle est &n quelque sarte
uni extensian de algébre pour des
objels parliculiers, correspondant &
cewx que la physique théariqus
manipule. Elle utfiise kes struciures
dépagdes par I'algébre pour mettre
au point des méthades
d'approximabion de rombires
impassibles & connaitre exaclessm,

(ALGEBRE

DRIGINE
On pense gue la notion de rombre
a dil apparaitre dés les premisrs
langages aticulés, Les premisrs
tetas dcrits connus, isus de
Mésapotamie ou de llndus,
teraignent de la maitrise d'un
systéeme de nurmération complexe.
[xans un Tivre des Védas
prabablerment rédigé entre lewr et
le e sidde avant 1.-C. par
Baudhayena se frouve une
approximation de %2
1,10 1.lI'I .lﬁ".:iﬂ = 141435,
3V oah 30 408

La précision (oing décimales) de
ethe valeur approchie état alors
suffisante pour l2 corsidérer comme
exacle,

MNOTATIONS ALGEBRIGUES MODERNES
Lapproximation de Baudhayana est
airsi rédigée dans be manuscrit
neiginal : o mesure [du cété du carré
darit on calcule la diaganale] et le
tiers augmenté du quart diminué de
52 trenbe-quatridmee partie o2 on o
que ke langge courant lrouve vile
565 limites pour exprimer des
rapports mathématiques. ...

Les dévelnppements actuels e
l'alpebre (et de la géométric)
auraient ¢l¢ impossibies sans bes
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Motation algébrique

des opérations arithmétiques
Les quatre opérations wsuelles sont
+. Le résultat d'une
addition 3"appelle une seame, celui

| d'une soustration s'appelie une
| difiérence, celui d'une malfiplication

un produit et celui d'une division un
quatient.

Placé devanl un nombre, ke sgne
disigne son opposi.

| Lés puissances sont consiruites &

partir de la multiplication, comme ka
multiplication se constrst & partir de
laddition. 5453+ 3 se note 54 ¢l
3 3x3x3 e note 3° - lire

a3 puissance 4 o, Fn particulier ke
provuit d'un nombre par kui-méme
est 53 deuxieme puissance, appelée
carre de oo rombre. La notaban
rmargue bicn que les deux termes ne
sonl pas interchangeahles,

La racine carrée d’un nambre se
note & l'aide du symbole +/, appeké
radical. C'est b nombre positit dont
le carré est épal au nombre de
départ. Ainsi 2 est le nambre
positif tel que /2 =7 = 2. |l existe
de méme des racines cubigues,
quatriéme, et

Lorsgjue le quedient de deux
nemibies 0'a pas d'éoritene décimale
finie, nin emploie pour le nofer unge
écriture fractionnaire. Par exernple ke
quatient de 2 par 3 sera nabé i

Emploi de lettres
pour désigner des nombres
Identités

0On e sert de leftres pour désgner
dhes nombres afin d'éonre des
identités, <'est-a-dire des dgalités qu
saril vbrifides par un o grand »
ersemnble de nombres. Ces identités
raduisent des propriétés communes
i F'ensemble des nombres considénés
el sont uldisies par les alpébristes
pour démontrer d'autres propriétés
ou pour simplifier certzins calculs,
Par exemple, la somme de deux
nombres ne dépend pas de Iordre
dans lequel ils se présentent : cette
pregriste (commitatiite) de
laddition se traduit alpébriquemnent
ainsi: ¥ o + b= b + o queks que
soient bes nombres a et & o,
Lickentité remanguable

g v b)Y = g = Zab+ b quels
que soient les nombees @ e b o
permet ainsi, en remplacant

e par = & (qui est toujours un
naenbre, et done abéit 4 la méme
icdenibé), d'obibenir :

= {4 {-0)F = a' + 2 -5) + (B)
d'oil

* fo-d) = o’ = Lealy + &, qui est [a
secorde identité remarquable,
valable quels gue soient a et b

= La troisitme identité remarquable
ne dérive pas des deux autres; elle
st e - 0 = er # 1) (e - W)

Culrms idertisés servent a
| résoudre, en en simplifian | forme,

L | bes éxquations du secand degre.

| Equations

| Cette notation facilite la

| détarmination des valewrs possibles

| d'tne grandewr sur ksquelle pertent

| certames comrainbes, En désignant
par une lettre (soanent ) 2 grandeur
en quesstion (Tmconnues), pn tradi
less données du probléme par une
égalité comportant cethe letbre.
Celle cgalilé, appebie dquation,
permed, & lissee de calouls plus ou
g compdiqués, de trauer les
valeurs possibles pour la grandeur
{bes solutions de I'éguation).
Le & depre = de I'equation et la plus
gramnde puissance de linconnue en
jEn: e dquation comprenant x*
et dfu n-iéme degré,
5 le probléme met en jeu plusieurs
gramdeurs, il apparail des Gquabions
& plusiewrns inconnues of des
systimes d'dquations: un cerlain
nombee d'équations ayant des
INCONNUES N comimum, qui ne
peuvent donc pas étre résolues
indipendamanent les unes des
aulres,
Equations quadratiques
Un exemple important est celui des
equations du second degré & une
inconnue (dies quadratiques), donc
de la farme ao + b+ o= 000l o, b
et ¢ sont des coefficients (des
nombres non précisés, mais
considénds comme fines) réels.
# 5i &' = dere = 0, 'bguation a dews -

i sedutions {ou racines) distincles

_ A+ V- da
2a
= | P Wbl deic
2
=5 B - A =10, les deux solubiong
se cpnfordant en une racine doubde
.'r=-'b
e
51 &' = 4ere < 0, I'bquation n'a pas
de sohition réelle,

EMSEMELES ALGERRIQLES
Ensembles de nombres

Les entiers naturels (0. 1, 2...)
forment un ensemble noté . 1| est
inchus dans celui des entiers relatifs
{2, -1,0,1, 2} noté . Celui-c
est 3 son tour contenuy dans
I'ensemble des décmaus, comme
2.5 ou = 0,000, noté D, Puis
viennend, boujours par ordne
dinclusion, I'ensemble des
rationnels (pouvant s'éonire sous [a
forme d'un quatent d'enticers
redatifs) noté O ef celui des réels,
nodt R, qui enrichit O des nombres
irrationnels et est le plus pefit corps
complet (aucume suite réelle ne peut
avoir de lrmale en defiors de K).

Les parbes usuelles de ces
ensembles sont identifides par un

u suffixe » précizant la restriction
apporiée: + pour restreindre aux
nombres positds, - pour bes négalifs,

= pour éliminer le zéro. On Goril ainsi

B lensemble des réels positils, B*

ritels différents de zéno, B+~ réels

strictement positifs, ..

Lznsemble des couples de réels,

noté 1, est équivalent a l'ersemble

dies nombres comglexes ©, wnstruil

algébriquemem 2atour du nombre

« imaginaire » ¢, défini par I'aquation
#=-1

« est le plus petit corps

alpébriguement clos (toube équation

die degrit n oy possde nracines).

Motions sur les ensembles

algébrigues

LLes apératians enire les Ebments

permetient de définir différentes

structures d ensemble, abserases

d'abord chez les ensembles de

nambres mais répandues dans

d'autres domaines (foncians,

notamment).

Groupe

Clest un ensemble sur leguel existe

e opération nobée comme

Paddition (groupe additif) ou

comme la multiplication (groupe

maultiplecatit), wérifiant :

= eisbende d'un élément neutre

{naté O pour un groupe additif,

1 piur ain groupe multiplicatif) :

0% =+ 0=a pour tout o

(groupe multiplicatd :

"a=a"l =al.

= existende paur taut @ d'un

rédproque {noté - @ owa’:

e # o) =0 et = 1)

51 'mpération est cammatative

@+ b= v a, atr= ba, le groupe

st dif groupe commutatif, ou

| ahélien.

# muni de I'addition est un groupe
abéhen, de méme que F muni de
la mwiphication.

Anneal

Cest un graups commutatif nobd
additivernant sur laquel 25t définie
unie multiplication vérifiant :

= assodativite: (a5 = a*(b'c)
pour (ot a, b, ¢

= destribustivit par rappart
Paddition; a*(i + ¢} = a®™fh + a®c et
(e + B = a™c + D).

| Lélément neutre de I"addition est

absorbant pous la multiplication
@ =0% =10,
{3, +, =) estun annaaw.

| Corps
| Cest un anneau doat tous les

éments non muls (c'est-a-dire
difitrents de I'dément neutre de
I"addition} cnt un &lément

| réciprogque pour la multiplication.

S de plus la maltiplication est
comimulative, on parle de corps
comimiAatd,

) et B sont dies conps commatatifs.

Espace vectoriel sur un corps

| commudatd deand

Cest un groups abélien addiif muni

| d'tne Ini exteme rmaltiplicative,

assaciant les éments du conps
commutatd avec ceux du groupe
commudatd,

Alpibre sur un corps commutatif
C'est un espace wectane sur un
corps commiatif qu est muni dune
multiplication interne, o'pst-a-ire
qui permet de maltiplier entre eum
deux édléments du groupe addtit.
Lensemble des polynidmes  une
inconnue a coeflickents réels
(somme de puissances de
affectées chacune d'un coefficens,
de la forme o + b + e 4.+ 2x)
st une alpibne sur B, commutdive
puisgue le produit de deux
polyrdmmes est commutatif,

|

|

| ANALYSE |

| DRIGINE

| Lanabyse ot apparue plus

| tardivernent que 'algébre, La notion
de fonction est utilisée implicitament
depuis les Babydoniens, mais c'es: le
Russe Leanhard Euler {103 1783)
qui, le premier, explidie ce concepl

NOTION DE FOMCTION

Le concept de fardion au application
st difinit dans le cadre formel de la
larie des ensembes. La notion se
percel intuitivernent a laide des
notions de relation, d'actian, d'espace
&t de bermps qui y sont attachées.

Yocabulaire et notations

= Line fianctian # est une mise en
ralation de deux 2nsembles E et T,
A chaque élémert = de T (ersemble
de départ) correspend un et un seul
éement » de F (ensemble
darrivide), £est dite définie sur E e
Avaleurs dans F, ¢& qui 58 nnte

[ F.

= L'élément y correspondant
axs'appelle ransformé, ou image,
de x par el se note £ (x) - lire
afide

On dit que ;- associe a baut
Pélément ¢ {x) et an node x — ).
= Rdproguerment, un &ément x de
E qui 3 pour image un éément 3 de
F est un antécedent de y. De
maniére générale, tous les dléments
de F n'ont pas dantécédents, ef
CeUs gui en ant peuvent en sl
plusieurs (5i plusieurs Sléments de E
ant la méme image).

= 5i tous les &léments de F ont un
antécédent, 7 est dite surjedive,

= 5i chague Sément de F adimet au
plus un antéosdent, fest dite
injective.

= Une hijection est une application
mjective et surjective - toud éément
delensermnble d'amvie passisde un
antécddent et un seul. On peit sors
définir I'application rédproque de j;
notée "' c'est la fonction qui a
chague élément de 'ensemble
d'arriviée fail correspondre son
antécddent, qui sdste taujaurs et qui
est unique puisque §est bijpctive.
Une bijection

{1 E — E est apoelée permutation
de lensembile E.
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= x, représentant n'imparts que
élément de F, est appelé variable de 1
Les suites

Unie suite est une fonclion dont
lensemble de départ est une partie L
de Fensemble N des entiers natureks,
Vensemble d'arrivée peut &re B (oo

| parle alors de suite réelle), un

ensembhe de fonctions (suite de
foactions), elc. Bien que les suiles
spdent des fonctions, an wse 3 leur
propas d'un vacabulaire et de notations
spéafigues.

+ & la phrase v  est une fonction
difinie sur 1 el valeurs dans B qui 4
um erfier naturel g associe le nambre
réel w {n) = on préfere o g est me
suite réelle indexée sur 1 de terme

o pendral v

= Les nolations s N — K, n— 1y

i | sont remplacées par

= (b e
= Lorsque n désigne un entier naturel
fei, ¢4, o5t appelé terme de rang s ou
reseerrne berme de b suibe 2,
Composition de fonctions
Frant données dew fonctions 7 E —» F
Bty 2 G — IT tellas que l'ensembls
d'arrivée F de / soit inclus dans
l'ensembe de déparl G de g (e qui se
note B« G, |3 composée de fel g,
notée foz, est la fanction qui, 3 tout
Elément - de E, associe limage par g
de Iimage par fde x:
Fop ) =g (rix)
La condition F <= G esl nécessaire
paur que tout é&ment de E ait une
image par la compaosée.
Fonctions monoiones
5 les ensembdes de départ of darrivee
d'une fendtion sent munis d'une
relation d'ordre (généralement notée
= ou = pour un ensemble de
nombres, on peut définir les fonctions
munolones, crossanies ou
decraissantes.
Une fenction st dite araissante 5i les
mages d'éléments de Pensemble de
départ sant dans le méme ordre gue
bewrs antécédents. Elle vst dite
décrossante dans be cas od elle
renverse cef ardre, Dans ces deus cas,
elle et dite monatane,

REPRESENTATIONS GRAFHIJUES

Lensembde K est wsuellement
represents sous 1 farme d'une draite
horizantale (« droite des réels o) sur
laquelle sont placés un point O
correspondant au nombre 0 et a sa
drosle un pomt I correspondant au
noabre 1. Ersuite, tous les peints de la
droite correspandent & des nambres

| réels {le point situé au milieu de O et T
| cosrespond a 0,5, le symétrique de 1

par rappoet @ O - 1, elc).
¥ La dennée de
deus droites
PETREN-
dicidaires
similaires i la
a droibe des
1k régls
(harizantae
B 7 medes
absosses;
verticale: ave des ordonndées) permet
de repérer chaque point du plan par un
rauphe de réels. Cest le systéme des
coordonnses cartésiennes.
On peut assoder (bijectivernent} 3
chaque pot du plan un couple de
nambres, abscisse ef ordonnée,
rarmespandant respectivement a la
projection sur leur axe Eponyme. Ce

Al2:3)
2k

m-emmmm

comvergentvers _1
{1-a)
Lirnit2 en un paint d'une fonction
Une fonction 2 E — It admet une
lirmite en un poind g = E s bes snages

point. Le point d'intersection des dem
aness, pénéralement namme O,
correspond au couple §0; 03, il est
appelé origne du repére. L'ersemble
du dispasilil sappelle repére du pan.

s } Fia) e par rse v rapprochent » d'un
L dhs L certain nombee ! lorsque x 52
Y f" X ! « rapprache » de 0, ce qui 5e note
y=x e ple =i
i T=3Ch
"\2 P lire = Ftend vers 7 quand x tend vers x|
i irelice 7Ero », |
I 1 x Comportement asymptotiqus
d'une fonction
Dans un plan muni d'un tel repére le | Onodié quune landion /> R — R

admel une Tite finie en + o - line
& plus l'infini v - 575 existe un nomhbre
réel 7 dont les images [ (x) de x par £
se & rapprochent © de plus en plus
lorsgue x o grandit =, oz qu'on note
ftmy filz) =1
+
lire a £ tend vers 7 en plus linfini =
Cn définit de méme la limite

représentation graphique cu graphe
d'ime fonction 2 R —» R est I'ensemble
| des points de coordannées [x; ) tels
| gue y = (). On a repriésente id bes
graphes des fonclions de base
e, sy Bl Ve

CALCUL MMFFERENTIEL ET INTEGRAL
Le calicul ditférentiel et mbégral, au

calcul mbinitésirmal, permet Métude des | de fen <=,

variaticns des fenclions, Son | Graphiguesnent, la courbe
importance en physique est | représentative de la fonclion
primordiale. ! s"approche sans cesse d'une droite
Notion de limite | horizartala ( =) & mesure que Fan

Limite d'une surde

Une suile réelle = (air) o o8l dile
coreergents 51l sxiste um réel 7ol que
les termes w,, @2 A suie o sapprachent
autant qu'on wveut » de { paurve que n
soit & asser grand o, En iraduisant en
Trangais la défmition farmelke logigue,
o abtient: « Elan deanée une
distance, aussi petite soit-slle, il existe
un rang & partir dugued les termes u,,
st frouvent tous & une distance de |
inferieure & la distance fixee w.

La suite est dite corvergente vers ¢ el ke
| nambre ! est appelé limite de la suite

s'eloigne de lorigine du repére.
¥
11

r I

1;\
o|1

Cette: draite est appelée asympiote
horizontale de la fonction. Ainsi la
funclion imverse, détinie sur 'ensembla

1= dess nombres néels non nuls par
a = ix, admet axe des abscisses

.
Y =%

f 1} On note | coemme asymipiote horizorale,
fimr =t E
N | ¥ Jr| y:ﬂ

= lire « pe corverge vers 7 quard n tend I 2 o

wers plis Finfing », 5 la suite n'est pas | L "'ﬂ/f
convergente, elle est dite divergents, 1t rﬂ"” y=x/2
Définition & convergence d'une série | -

Elant duoneiée wne suie el e R x

1= (1) g, 00 appelle série de lerme |
général un la suite indends sur N de [hans le cas oi les images f (=) de e par

terme géndral £ prennent des valeurs aussi
f=n « prandes = que I'an veut larsque
S = 2 i, ol x gugmente v on dit gue ftend vers + o«
=a e + o, Dars e cas il armve que §
oL admette une asymplote sbligue (si sa
AT R TR T raurks s'approche sans cesse dune
= draoite oblique sans jamais I'atteindre),
| ditsigne la spmme des s + 1 premaers | cu une courbe asymplote.
termies de la suste ¢ (somme partielle, | Calcul différentiel

oot ourse fanclion
Une fo clian 2 T— R est dite continue
2 un point a1 si elle admet une
| limite en s et que
i f ()= o)

- B e

Z # Une fenction est dite continue tout

=i court quand elle est continue en 1out

Un exemple de série convergente est la  poini de son ensemble de départ. La
série de terme général 12 dor [2 courbe d'une telle fanction est e
somme est fgale § 1 comime on peut le  igne continee au sens usuel,
wiir grace & la figure suivante: Dérivabilitt d'une fonction
En plagant dans un reclangle  Mows nous limiterons au cas oi fest
de surface égale a1 des definie sur un intervalle de B [un
rectangles d'zmes maitid, ensemble de nombres réels x tels que
puis moilié de moilié, ¢le, @ << b, oba el sonl des rées)
on vait ol ], b [,
qu’ = & la limite &, touws les Le taux de variation dune fondion
petits rectangles d'aires /20 1], & [ — R en un point 2y, de
recompasent le grard. e, | st la fonctian deéfinie sur
Ce résultat s'elend aux séries  Pensemble B des nombres réel non
de terme géndral & ol e est  nuks par
un réel différent de rérn tel - Fixy + B
que - 1< e < | CBS SEres

samme i lordre «). La série est dite
convergents sila suite de ses sommes
partielies [S,) ep &5t comergents ; sa
limite est alors appelée somme de la
srie et e rate

1
4

= il

[.ra-phuquemem c'est 2 pente d e
carde joignant bes poinks {x,; )

Bt [ + B ooy + 1),

La Fanction #est dite dérivable en

a0y 51 50m e de varistion en g admet
une [imiite en 2éro, cette limite est
appelée dérivée de la foaction

fcg . (:)) @n o, 8 est notée M)
~lire & { prime de x indice 2éro *.

Graphiguernent cala signifie que k&
courbe représentative de f admet une

fangenbe au paint (g f (), de pente |
ol

Une Fanction definie sur] o, & |

st dérivable si elle est dérivable en tout
point de | a, & [ ; on appelle alors
fonclion dérivée de f la fonction
difinic sur | a, & | par x— iz

Dans ba praticue, le caboul d'we
fonction désivée s'obtient en
décomposant |a fonction en sommes et
produits de fonctions connues, dites

| Fonclions de référence.

Appication i I'dude d'une fortion
Vitilisation de la fonction dérivee,
lorsgqu'elle existe, permet de connattre
les variations d'une fonclion. Celle-ci pst
croissante sur bes intervalles ol sa
ditrivie est posilive, el décromssante
sinon. Les valeiurs oi 1 dérivie
s'annule sort bes ahscsses de points de
la courbe ol |a fangente est

hunzontale.
¥
-
y=flx}
ninlrm'n et
=0 =0 =0

Lorsgue ka ditrivée s"annule en
chanpeant de sgne, la veration de la
fanetion change de nature: 5i elle

| desient craissante aprés avoir b

décroissante on dit qu'elle atbeint un
munirmur local, el un maximum local
en G conkraire.

Methodes d'approximation

En algibre, La résplution d'une &quation
donnée corsiste a prouver Pexistence
de solution et a en déterminer le
nombre ou ba forme générale. Mais du
point de vue analytique, cela ne suffit
pas: on souhaite utiliser ce nambre, e
pour cefa ochtenir une méthode
permettant d'approcher le nombre
d'aussi priss qu'on be désire, le plus
rapidement passible,

Le probleme consiste done, poar une
équatian dennée / (x) = 0, & trouver
une suite () e CONVErZEant
repidement vers La salution.

| Une premitre ttape consisie i trolver

dews nombres ay, et i, bels que
Fezg). () < 0 {T'une des images est
négative et 'autre positive). Si la
fanction est continue, cela assure
Vexistence de solution (car la courbe ne
peut o sauter = l'ave des x); o elle est
monatare, Funicsé et un premier
encadrement de la salution entre

iy Bl by

La metthede la plus simphe consiste, 4
chaque éape, & calouler Iimage du
miliew ¢, de [e,,; by - i elle est du

mEme signe que_.F{a,.] Ia fanction
sannulbe danc entre ¢, e &, On pose
don e, , = Cyethy, =k, (Sila
fonction change de signe entre a;, et o,
O PUSE ¢y . = oy By, = ¢p) el on
it 'opération jusqu's ablenir ka
prédsion (diliérence enbre a, of By
désirée.

Cette méthode, appelée dichatomie
(du grec dikfodomio couper en deus),
eol simple mas trits lente, Quand la
Tranction est dérvalde, il en existe de
plus efficaces,

| La méthode de Newton, ou méthade
| des tangentes, est 'une d'elles: partant

o'vm poind arbilraine ap, on caloude 3
chaque éape Mintersadion de la
tangente & la courbe au paint
d'abscisse o, avec 'axe des abscisses.
La tangente étant proche de la courbe,
celte inlersecton esl proche de oolle de
la courbe. Enitérant ce procédé, on
comverge trés vite vers |a solution,

La différence des dewe méthndes est
apprédable: pour approcher /2 {avec
la feniction x — +°-2), la méthode de
Newton donne au qualime pas

an

408

(c'est I'approximation de Baudhayana)
soit 5 dicimales exactes; ba dichotomic
al méme stade ne fourmil gue
l'encadrement: 1375 <2 < 14375 la
premiére décimale n'est pas encore
COnMUE,

=

Calcul intégral
Intégrale d'ume fondion

fi!}

\

rtx}dx

[

| Lintégrale d'une fonction

2] &, & [ — R entre deux éléments

c el de] a, & [ worespond
graphiquement & 'aire Bmitée par la
courbe de f;, I'axe des abscisses et les
deux droites verticales d'abscisses ¢ et

|, avec la convention de signe susvante:
| 8o =, on comple positvemert Paire

sifsée au-dessus de ane des absdsses,
négativement celle au-dessous (et
I'irneerse si ¢ = o).

On la note

J:f (o) b,

Primitive d'une fondion

Etant donnée une fonction > / — 1, on
appelle primitree de  toute fondion
F:l—Rielleque P =f¢

Les primitives d'une fonction sont
identigques & une constante pras.
Lorsgu'une fondion admet une
primilive F on a

=k
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couple et appelé coordonnées du
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[ ax=ri-v .



