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n nomme algébre linéaire la branche des mathématiques qui se penche sur I'étude des
0 espaces vectoriels (ou espaces linéaires), de leurs éléments les vecteurs, des transformations
linéaires et des systémes d’équations linéaires (théorie des matrices). L'algébre linéaire permet de
résoudre tout un ensemble d’équations dites linéaires utilisées non seulement en mathématiques
ou en mécanique, mais dans de nombreuses autres branches comme les statistiques, les sciences
naturelles ou les sciences sociales. Les espaces vectoriels forment aussi un outil fondamental
pour les sciences de I'ingénieur et servent de base & de nombreux domaines dans la recherche
‘opérationnelle.

12.1 Espace vectoriel

» Définition
Un espace vectoriel est un ensemble non vide E dans lequel sont définies
deux opérations.

a. Addition : une loi de composition interne de E x F — E qui associe
pour chaque élément (u;v) de ExE un unique élément of £ noté u+v.

b. Multiplication par des réels : une loi de composition externe R X
E — E qui associe pour chaque réel a et chaque vecteur v un vecteur
noté a - v.

Les deux opérations doivent satisfé,ire, pour tous les vecteurs u,v et w € E
et pour tout les nombres ¢, S € R les propriétés suivantes :

a. L'addition est associative : v+ (v+ w) = (u+v) +w

b. I existe un élément neutre 0 dans E tel que 0+ u = u pour tout u dans

E
c. pour tout v dans E, il existe un élément symétrique ~v dans E tel que
v+ (~v) =0 ' :
d. L’addition est commutative : u +v=v-+u
e.a-(fv)=(a-B)v g a (u+v)=a-ut+a-v
floov=v h. (0+8)-v=a-v+p:v

Les éléments de E sont appelés vecteurs et les éléments de R sont appelés
scalaires.

On appelle groupe un ensemble £ muni d'une loi de composition interne as-
sociative admettant un élément neutre et, pour chaque élément de I’ensemble,
un élément symétrique (propriétés a. a d.).

» Exemples :

Dans les exemples qui suivent, il est fait mention de la dimension de I'espace vectoriel. Cette
notion sera précisée plus loin.

a. Les vecteurs d'une droite, d'un plan ou de l'espace forment chaque fois un espace vectoriel.
Ces espaces nommés Vy, V et V5 sont de dimension 1,2 et 3.

b. L’ensemble P; des polynomes de degré inférieur ou égal & 3 avee I'addition conventionnelle
est un espace vectoriel de dimension 4.

c. L’ensemble des polyndmes est un espace vectoriel de dimension infinie.

d. L’ensemble des fonctions de R dans R, avec 'addition et la multiplication par un nombre
habituelles, est aussi un espace vectoriel. Sa dimension est infinie.
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12.2 Matrices et calcul matriciel

» Définition :
Une matrice est un tableau de nombres bordé de parenthéses.

dir v Uim
Am ] vy ; = (ai3)

Qn1 ' Gum

est une matrice de type nxm (n lignes et m colonnes).

12.2.1 Opérations sur des matrices

a. Addition

Les matrices de méme type peuvent étre additionnées entre elles : on les additionne é1ément
par élément.

My v Qum bip o bym ay+by o Gt b
A+B=|: : + | : =} : :

p1 *** Gum b?l,l e 6n,m n + bn,l o Qpm + hn,m
» Exemple :

32-—7+191_411—6
0 8 1, -6 20, \ -6 10 1,5

b. Multiplication par un scalaire o € R

Une matrice peut étre multipliée par un scalaire .

a1 vt Oym Q-@yy - Gy,

]

A= : :
ap1 (ln,m Q- lpy =+ G- Qym

0. (32 =T Y_[(64 -14
08 —-1,5 )~ {0 16 -3

¢. Multiplication de deux matrices

» Exemple :

On multiplie deux matrices "lignes par colonnes'.

Si A est une matrice de type n x m et B est une matrice de type m x p alors on peut
définir la matrice produit A- B = AB . Cela signifie que le nombre de colonnes de A doit
étre égal au nombre de lignes de B . L'élément (7, k) de la matrice AB est la somme des
produits des éléments de la i ligne de A par les éléments de la k*™ colonne de B. En
particulier, une matrice de type n X m peut multiplier un vecteur de dimension m.
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En particulier, si A et B sont des matrices de type n x m, on obtient

(a1 o aym big v+t bim
A -B= _ . :
\ Up,1 0 Oam bn,l T bn,m
( agn e bl,l + ey, bu,l R (3T +i’1,m + ot Ay bn,m
\ n,21" bl,l +oret CGum bn,l tee At bl.m + ot aume bﬂ,m

De maniére générale, si A une matrice n X p et B une matrice p X 7, on obtient

aip o G by - by cp vt iy
AB: . . . . .

]

ny *** Qp bpl bpr Cat 't Car
p O . —_ p. -

typcvn xp typ:; pxr t.ypcvn xr
avec ¢, = Z?:l i - bjk

» Exemples :

3 2 -7 10 -3 0 3 -6

08 3 25 —2 |=|19 43 -19

10 -1 11 -1 0 0 -2
2 1 -1 0 \[ [ -2
5 4 -6 8 a =1
1,5 3 13 —42 2 8,5

(1 0 5) ".'(2 100 _85 (1) =(18 15 40 —4)
-3 2 -1 £ 38 9 —1 16 17 22 -2

» Remarque : De ce fait, ensemble des matrices de type défini nxm est un espace vectoriel.
Sa dimension est m - n.

12.2.2 Autres défnitions

a. La matrice dont tous les éléments sont nuls est nommée matrice nulle et est notée O.

b. On appelle matrice opposée de 4, que 'on note —A, la matrice dont les éléments sont
les opposés des éléments de A.

¢. La matrice transposée dela matrice A est notée ‘A. Elle s'obtient en échangeant les
lignes et les colonnes de A. Si A4 est de type nxm, alors A est de type mxn.

Une matrice est symétrique si ‘A = A,
Une matrice de type nxn est appelée matrice carrée.
Une matrice est diagonale si seule sa diagonale contient des éléments non nuls.

La matrice unité (de type nxn), notée I ou I, a tous ses éléments nuls a l'exception de
1 00

sa diagonale qui contient des 1. » Exemple: [3=1] 0 1 0
0 01

@ - &

h. La trace d’une matrice carrée est la somme des éléments de sa diagonale principale. Si A
est de type nxn, alors la trace de A est tr(A) = X, @i
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12.3 Sous-espace vectoriel

Un sous-ensemble d’un espace vectoriel est un sous-espace vectoriel s’il vérifie les propriétés
des espaces vectoriels pour les mémes opérations d’addition et de multiplication que I’espace
vectoriel dont il fait partie.

Pour vérifier qu'un sous-ensemble est un sous-espace, il suffit de contréler que :

a. Le vecteur nul appartient au sous-ensemble
b. La somme de vecteurs du sous-ensemble est dans le sous-ensemble (interne)

c¢. Les multiples des vecteurs du sous-ensemble sont dans le sous-ensemble

12.3.1 Générateur de sous-espaces vectoriels

A partir d'une famille de vecteurs d'un espace vectoriel, on peut construire le sous-espace consti-
tué de l'ensemble de toutes les combinaisons linéaires des vecteurs donnés : il s’agit des
sommes finies de multiples de ces vecteurs.

» Exemple : Dans l'espace vectoriel des fonctions de R dans R , le sous-espace vectoriel
engendré par les fonctions fi(x) = cos(i) et fa(r) = sin(x) est formé des fonctions f de la forme
f(x) = acosz + bsinx, avec a,b € R.

12.4 Indépendance, base et dimension

Des vecteurs sont dits indépendants si aucun d’entre eux n’est combinaison linéaire des auntres.
Cette notion a déja été étudiée en géométrie dans l'espace. Une base d’un espace vectoriel est
un ensemble de vecteurs indépendants qui engendre I'espace tout entier. La dimension d’un
espace vectoriel est le nombre de vecteurs d’une base de cet espace.

Si une base (&, @, ..., a) est choisie, les composantes d’un vec- Z1

teur ¢ dans cette base sont les nombres zy, r3,...2, tels que On note ¥ = T2

= -+ —
V=111 + Toey + ... + m,,?n T

12.5 Déterminant et régle de Cramer - Rappels

Dans V, muni d'une base orthonormée, la mesure de l'aire (signée) du parallélogramme construit
sur les vecteurs @ et b est
fly bl

ay by = a1b; — agh,

Ce calcul s’appelle déterminant d’ordre 2. Lorsqu'il vaut 0, on apprend que les vecteurs @ et
b sont paralléles, c’est-d-dire linéairement dépendants.

Dans V3 muni d’une base orthonormée, la mesure du volume (signé) du parallélépipede construit
sur les vecteurs @, b et ¢ est

. hi &1
V~_~\m.= ay by :a-(bxr:')
ag by c3

S

Il s’agit du déterminant d’ordre 3. Lorsque le déterminant est nul, les trois vecteurs sont
dans le méme plan (coplanaires), donc qu’ils sont linéairement dépendants. Dans un tel cas, ils
ne forment pas une base de Vj.



ALGCEBRE LINEAIRE 262 APPLICATIONS LINEAIRES

Les déterminants d’ordre supérieur se calculent de la méme maniére et ont les mémes propriétés.
Soit A une matrice carrée. Alors le déterminant de A se note Det(A), ou encore |A|. La régle de
Cramer permet de résoudre des systémes d'équations linéaires.

12.6 Applications linéaires

» Définition
Une application linéaire f est une application entre deux espaces vectoriels
E et F telle que :

£(+9) = (@) + £(7) et fO- @) = X- (@) (@7 € B,AE€R)

» Propriété :

f (OE) = U_{:'
Autrement dit, une application linéaire envoie toujours le neutre de E sur le
neutre de F.
» Exemples :

a. La dérivation (notée D) est une application linéaire de I'espace vectoriel des fonctions
réelles dérivables dans l'espace des fonctions réelles. En effet, soient f et g deux fonctions.
Alors...

D (f(z) + g(x)) = (f(-’ﬂ)+q(’~")) fl@)+9g'(@) = D(f z)) + D (9(z)) et
DX f(@) = (Mf(x) =X fl(@) =X D(f(x))

b. La symétrie axiale, la rotation, l’homothetle et la projection sont des applications linéaires
de V4 dans V5.

12.6.1 Matrice d'une transformation linéaire

» Théoréme :
Par la définition des applications linéaires, la connaissance de l'image des
vecteurs de base de E permet de trouver I'image de tout vecteur de E.

Preuve :

Soit (c; e ,en) les n vecteurs de base de I'espace vectoriel E. On suppose connus les images de
ces vecteurb par l’apphcatlon linéaire f: E — F.

Ainsi f( €1); - f(e,,, sont connus.

Considérons U = x1€]{ + ... + 3 .rn?z un vecteur de E.

Son image par f est

F(@) = f(@18 + oo 4 z08n) = f@180) + o + f(@atn) = a1 f(E1) + .. + ¥ f(ER)

Ainsi f(7) est calculable & partir des images des vecteurs de base, quel que soit 7 € F. O

» Exemple : Rotation d’un angle « dans V. On considére la base orthonormée (1, €3).
. 1 . oS o . 0
L’image de € = par cette rotation est a'={" . L'image de &=
0 sin « 1
~sin o
COS (v

) par cette

rotation est o3’ =
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e _} - TP I :’I}COS(CE) - ySiIl(O'.) .
L’image du vecteur ¥ = - & +yes ( y )esh alors v' = z-ef +y-ey = ( zsin(a) + 7 cos(a)

On peut également écrire ? I'image de ¥ par la rotation d’angle o & l'aide
d'un produit matriciel : '

7-(53 =9 ()

M est la matrice de la rotation d’angle . On va dorénavant toujours
associer une matrice aux applications linéaires.

Soit une application linéaire [ : E — F.

Les colonnes de la matrice M; associée & I'application linéaire f
sont les images des vecteur de base de F exprimé dans une base de
Fs

Lorsque E = F, c’est-a-dire lorsque I’application linéaire va d’un espace
vectoriel dans lui-méme, on choisit évidemment la méme base au départ et &
'arrivée.

Soit (&1,..., ;) une base de E et (ul, , ) une base de F, alors la matrice de 'application
linéaire f, notée M or My, est la matrice n X m suivante :

My=| f(@) - f(en)
» Exemples :

a. Dans R?, avec la base standard (&,}),

Porigine. L'image de & = ( 1 ) est

\-._.f

we considére f une rotation de 90° autour de

‘=7 = ([l}),et ?3‘5’::—??1)=(_01).Ainsi

). Avec la base (E“%E'f), on obtient Al = ( 0 1 )

S:L

0
0 -1

la matrice de f est M = 1 0

-1 0

cosa —sin ¢ )

b. La matrice d'une rotation d’angle « autour de lorigine est M = ,
g
Sina  CosSc

c. Soit une transformation linéaire f : £ — F, (el, ,E{) une base de E, (IT{‘ ...,tﬁ) une
base de F, et M la matrice de la transformation.

(5

Comment déterminer l'image du vecteur v = | : 31 + g cz ot vp- B ?
vtl

On sait que f(7) = v, - f(Fl’) + vy f(ng)) + oty f('r?i') On obtient alors

'

Ma=| @ 0 1@ || T | = @) ref @)t @) = £7) = T
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» Exemple :

Le calcul ci-dessous transforme un vecteur de dimension 4 en un vecteur de dimension 3.

7

2 1 -1 0 -5 14-5-11+0 -2
5 4 -6 8 n = 35 — 20 — 66 + 24 =| =27
~1,6 3 13 —42 3 -10.5 — 15+ 141 — 126 ~8.5

12.6.2 Opérations avec des applications linéaires
a. Addition
Si f et g deux applications linéaires de E vers F, alors 'application linéaire f + ¢ définie

par: f+g: i f(if) + g(7) est encore une application linéaire. La matrice de f + g est
la. somme des matrices de f et de g.

» Exemple :.

La somme d’une rotation de 30° (f) et d’'une rotation de 10° (g) est une application linéaire
. Sa matrice est :

Mpyg = My + M, = (cosBU —sin 30 )+ ( cos 10° —sin 10 )

sin30° cos30° sin10° cos10°
[ 2c0s20°cos 10° —2sin20°cos 10° | _ 9c0s10° - | €% 20° —sin20°
T\ 2sin20°cos10° 2cos20°cos10° | T sin20° cos20°

Il s’agit de la composition d'une rotation de 20° et d’une homothétie de rapport k =
2cos 10°,

Attention g _
La somme de deux rotations ne signifie pas la composition de deux
‘rotations! C'est la raison pour laquelle la réponse n’est pas

"une rotation de 30°" 4+ "une rotation de 10°” = "une rotation de 40°.

b. Multiplication par un nombre

Si f de E vers F est linaire, alors m+ f : E — F, défine par ¢ — m - f(¥) est aussi
une application linéaire. La matrice de mf relativement aux bases choisies de E et de [
s'obtient en multipliant la matrice de f par par le scalaire m.
c. Composition

Sif:E— Fetg:F — G sont deux applications linéaires, alors 'application g f : E = G
définie par @ — g(f(7)) est aussi linéaire.

‘ : SO TI - = - 7
Soient M; la matrice de 'application f de la base (e, ..., én,) de E dans la base ( fiye fn)

de F, et M, la matrice de I'application g de la base (?1\, vy }1) de F dans la base (g7, ..., ?,,)
de G.
_}

Les colonnes de la matrice de l'application g * f, soit M.s,sont les images des vecteurs e;

par la composition g * f. La ™ colonne de M,,.; contient ainsi g(f(e})). F(@) est la itme
colonne de M;. Cette image est obtenue par le produit matriciel M, - f(7;) = M, M;e.

Finalement, la matrice M,; est la matrice du produit M,M;.

» Exemples :
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1 1
a) Soit Vs 4 7 Vo,avee My = | 2 0 |lamatrice associéed f,et M, = ( L g 8 )
3 —1
celle associée & g. L’application linéaire g # f a pour matrice associée

(1 2 3)_ - ,_(14 wz)

4 07 3 —1 25 -3

b) Soit I'application f : rotation de 30° autour de 'origine de V; dans V5 et ¢ : une
homothétie de centre O et de facteur 4. Chercher la matrice des compositions g  f et

fxyg.

. . 4 cos30° —sin 30° 3/2 -0,5
La matrice associe & f est F = ( sin 30° COESOQ ) = ( \’[:é /32 )
La matrice associe & g est G = g 2

La composition g * f (rotation puis homothétie) est décrite par la matrice

mr=or=(53) (0 %5)= (" %)

La composition f * ¢ (homothétie puis rotation) est décrite par la matrice

ma=ro= (08 55)(58)=("F o%)

Dans cet exemple, 'ordre n’importe pas!

¢) L’algébre linéaire nous permet de retrouver des formules connues de trigonométrie.
En effet, les matrices

Muz(cosa' —siua)etMﬂz(cosﬁ -»sinﬁ)

sina  cosa sinff  cosf

décrivent des rotations d’angle « et 5 autour de l'origine. La composition de ces deux
rotations, peu importe l'ordre, est une rotation d’angle «+ 8 autour de l'origine. La
matrice associée a cette rotation est

L s(a+ B) —sin(a + p)
My = ( :ian(z +8) cos(a+P) )

Le produit de M, par Mz et alors égal & la matrice My.g.
Mown = cos(a+f) —sin(fa+p) \ _ [ cose —sina) (cosf —sinf
8=\ sin(a+B) cos(a+pB) ) \sina cosa sinff  cosf

_ [ cosa-cosP—sina-sinff —sina-cosB —cosa - sinf
T\ sinc-cospB+cosarsinf  coscccos B —sine - sinf

Finalement, par identification, on obtient sans surprise
cos(a+ ) =cosa-cosf —sine-sin B et sin(a+ ) =sina-cosff+cosa-sinf

12.7 Valeurs et vecteurs propres

Soit f une application linéaire de V' dans V.
On s'intéresse aux vecteurs qui ont la méme direction que leurs images. Il s’agit des vecteurs

tels que 17//1')', cest-a-dire tels que v/ = f(¥) = A - ¥ (avec A € R).
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» Définitions

a. Un nombre A est une valeur propre de l'application linéaire f §'il
existe un vecteur non nul tel que f(7) = - 7. :

b. Si ) est une valeur propre de f, alors les vecteurs 7' tels que f(¥) = \-¥
sont des vecteurs propres de valeurs propre A. On les appelle vecteurs
A-propres.

c¢. L’application f est diagonalisable si une base de vecteur propre de

f existe. Une matrice de f dans cette base est toujours un matrice
diagonale.

d. Le sous-espace propre V) de V correspondant & la valeur propre A
contient I'ensemble des vecteurs ¥ qui satisfont f(7) = - .

» Exemple : La matrice associée & une transformation linéaire contient, en colonne, les images
des vecteurs de la base. La valeur des éléments de la matrice dépend donc de la base utilisée.
Le choix stratégique de la base de l'espace vectoriel permet d’avoir une matrice avec laquelle
les calculs sont plus aisés. Les matrices les plus agréables pour les calculs matriciels sont les
matrices diagonales

Si la transformation f (de V; dans V,) possede les valeurs propres A; et Az, de vecteurs propres
5)]}, respectivement 73, alors

la matrice F de la transformation f exprimée dans la base (71;7) est F = ( }61 /,[32 )

Si la base utilisée contient des vecteurs propres, on dit qu’on travaille avec une base propre.

Resultat Le sous-espace propre V) de V' est un sous espace vectoriel de V.
Preuve :

Soit E) le sous-espace correspondant & la valeur propre A, et 7 --- o, des vecteurs propres
associés & A. On a alors o N
— = :
flei)y=xv , - , flon) =1,

Premiérement comme f(0) = 0, on sait que 0 € E). De plus,
fle-vy=k-f@h)y=k- AT =X-(k-T)
Donc k- 7! € Vi , pouri € {1,+-+ n}. Enfin, pour tout 4,7 € {1,--- ,n}
F@+T)=f@)+F@) =N T+ T =X (% +7)

Ainsi o + 1_1; € Iy, (N

Théoréme Des vecteurs propres associés a des valeurs propres différentes sont linéairement
indépendants,
Preuve :

Comme E), est une sous espace vectoriel de E, une combinaison linéeii;'e de 4] et U (€ Ey)
génere un vecteur propre correspondant & la valeur propre A;. Ainsi si 7] est un vecteur propre
correspondant & la valeur propre Ag, il n’appartiendra pas a E),.

On déduit de ce résultat que f a au maximum n valeurs propres. Ainsi, si dim(E)=n et f a n
valeurs propres différentes, alors tous les sous-espaces propres sont de dimension 1.

» Exemples :
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Identité : f(¥) = ¥, valeur propre A =1

Homothétie de rapport k : f(¥) = k - ¥, valeur propre A =k

Symétrie d’axe a dans le plan , valeur propres Az = +1

Rotation de a° dans le plan, pas de valeurs propres.

Projection sur un axe ¢ dans le plan, valeurs propres A; =0 et Ay =1

- e /o TP

Projection sur un plan 7 dans 'espace, valeurs propres A\; = 0 et Ay = 1 (sous espace de
dimension 2 pour la valeur propre Ag)

12.7.1 Recherche des valeurs propres (dans le cas 3x3)

Soit M la matrice associée & 'application linéaire f. Les valeurs propres A de cette application
sont les scalaires tels qu'il existe au moins un vecteur @ # 0 satisfaisant v’ = Mu = ,\-E:'._‘
Comme ¥ = I, il s’agit de résoudre Mv = A7, soit M7 — A7 = 0, soit (M — AI) 7 =0.

Il s’agit d'un systéme de 3 équations linéaires a 3 inconnues :

an @y g3 €T
Posant A=M — A = | ag ugy a9y | et U= 1| y |, lesystéme devient :
G311 Gzz Ay z

anz + apy +aizz =10
a91% + Ay + a2 =0
a1 + agpy + agyz =0

Un tel systéme d’équations possede aucune, une ou une infinité de solutions. Dans le cas présent,
nous devons déterminer pour quelle(s) valeur(s) de A le systéme posséde une solution non nulle
(0 est une solution mais inintéressante!)

En fait si U est un vecteur A-propre, tous ses multiples le seront aussi. On cherche done A de
telle sorte que le systéme ait une infinité de solutions. Le nombre de solutions d'un syst&me, ce
résultat est dii & Cramer, est déterminé par la valeur du déterminant principal du systéme, &
savoir par D = Det(A). Il faut que Det(A) = Det (M — AI') = 0. L'expression Det (M — AT) = 0
est appelée équation caractéristique (ou encore polyndme caractéristique).

Cas général :

My Mz My my — A M2 ma
Soit M = Mgy Moy May |. Alors M — Al = may Moy — A Mag
M3y Mgz Mgy my M3 Mg — A
Le polynéme caractéristique est
my— A My My1 mip— A My Mg,
P ()\) = Det may TNas — A Moy = may Moo — A May
My Mag gy — A May Mge Mgz — A

Il s’agit d’'un polynéme dont le degré est égal a la dimension de I'espace vectoriel considéré.
Dans notre cas, le polyndme est de degré 3.Ses zéros sont les valeurs propres de I'application f
Comme tout polynéme de degré 3 posséde au moins un zéro réel, les applications de V3 — Vj
peuvent avoir 1, 2 ou 3 valeurs propres.Une fois les valeurs propres déterminées, il faut résoudre
Mv = M pour trouver les vecteurs propres.

12.8 Inverse d’une application linéaire

Soit f: E' — E une application linéaire, M la matrice associée a f.
» Définition On dit que f est inversible s'il existe une application linéaire f=! telle que

foft = f1of =id l'identité. La matrice associée a I'application f~! est M ! et véri-
fie M~' - M = M - M~' = I avec I la matrice identité.



ALGEBRE LINEAIRE 268 INVERSE D'UNE APPLICATION LINEAIRE

» Exemples :

a. Matrice inverse d’une symétrie.
Nous savons vu que s : 7 — o la symétrie par rapport & une droite (dans V5 ou V3 ) ou
par rapport a un plan (dans V3 ) est son propre inverse. Nommons S sa matrice. En effet,
la composition de ¥ <> 7 = v/ % Sv' = §(37) = S = v" envoie 7 sur 7. Il s’agit donc
de l'identité. On a donc $? =S-S5 =TI et donc S = S~

b. La projection sur un axe ol plan, quelle que soit la direction de projection n’est pas une
application linéaire inversible.
Dans une base propre la matrice de projection est

?=(s5)

Pour trouver son inverse, il faut résoudre

(56)-(58)=(a 1) o (5 )

ce qui est impossible. Remarquons que det(P) = 0.

= O

)

a. Inverse du matrice 2x2 A= ( g ; ) est

A1 1 s i a0 L..of-d. =b
T ad—be \ —¢ a |7 det(A) - @
b. Critére d’inversibilité

Une matrice, quel que soit son type, n'est inversible que si son détermi-
nant est non nul.

¢. Résultat non prouvé.
La matrice inverse de A est

B M T T
" det(4) (=" Dy)

olt D;; est le déterminant d’ordre n — 1 que I'on obtient en supprimant
dans A la ™€ ligne et la 7*™ colonne,

» Exemple :

1 =20
Soit A = ( 4 3 1 |.Ledéterminant de A valant 2, la matrice est inversible. Construisons
2

10 0
la matrice inverse A1 -

31 -2 0 -
Du=\, 2‘*5 Da=1 4 2‘=_4 Dy =| 4 1\2*2
| 4 1 10 10
D=1 19 2‘*”2 D= 1 2‘:2 Do =1 4 1|‘1

4 3 1 -2 12|
Du=119 0i=‘30 D=1 10 0‘ 20 Du=14 3 ‘“1




ALGEBRE LINEAIRE 269 INTERPRETATION DU DETERMINANT D'UNE M ATRICE

En faisant attention aux signes alternés et & la transposition, on obtient :

L 46 —(=2) +(=30) L6 2 =30 3 2 -1
-1 = —(—4) +2 -920 =2 4 2 =20 |= 1 1 =0,5
AN +(-2) -1 +11 -2 -1 11 -15 -10 5,5

Controlons notre résultat en vérifiant que AA™! =] ;

1 =20 3 p R | 100
AA =1 4 3 1 1 1 -0,5|=[010
001

10 0 2 ~15 —-10 5,5

12.9 Interprétation du déterminant d’une matrice

Le déterminant est un indicateur d’indépendance linéaire de n vecteurs & n dimensions.
L’interprétation géométrique en est en effet : 'aire (signée) du parallélogramme construit sur
det b(dans V3), ou le volume (signé) du parallélépipede construit sur @, bet (dans V3) . Sile
déterminant est nul, les vecteurs sont linéairement dépendants.

Le déterminant de la matrice F* associée a I'application linéaire f indique le rapport entre un
volume et son volume image. Les vecteurs de base forme un objet de "volume’ 1. En effet :

?‘1} '53 cee Fz = 1. Les images des vecteurs de base décrivent un objet dont le volume est -
|q & ... & |=Det(F)

Propriété 1 : La matrice A - B de la composition de deux applications a
un déterminant qui satisfait :

Det (AB) = Det (A) - Det (B).

(prevve par wn%dr’mtwn des rapports de volumes, ou Uf"mﬁcataon alge-
brique...)

Propriété 2 : En particulier,

1 i

Det (44~") = Det (1) = 1 = Det (4) Det (™) = Det(4) = g

(Des permutations de vecteurs résulte un changement du signe du détermi-

nant. Autrement dit, par exemple dans V3, Det (a, b, c) = —Det ( b.d, c) )
Propriété 3 : Det (*A) = Det (A). Pratiquement cela signific qu'on peut

développer le calcul du déterminant en ligne comme en colonne.

» Exemple : Matrice inverse de A

a d g a d g
Soit la matrice donnée A= | b e h |. Cherchons son inverse A Y= | ¥ ¢ K
c [ 1 d M

Il s’agit de résoudre

(

a d g
b e h |-
c f i
a g
A, B et C s’obtiennent via | b }
c

e S v I =
\"‘!-_.-.._-l'/
/-'_-"h.\
RN N
——
il
T~
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Ce systéme linéaire d’équations linéaire se résout a 'aide de la régle de Cramer.
- Appelons D = Det (A). Tl doit &re différent pour que le systéme soit résoluble.
on obtient,

1 dg a d 1
0 e h e h b e 0 b e
armJU {} i | fni o =L £ 0} ch
alg
b 0 h _bh
, c 0 1 c i
b = B = B

Finalement, on a bien

12.10 Changement de base

Soit F' la matrice associée & f dans la base standard (a, F_,:) Exprimée dans la base propre
('}Tf, ...,f;ﬁ), la matrice F" associée & f est diagonale. Elle contient les valeurs propres sur sa
diagonale. Soit I'application p qui envoie la base propre sur la base standard. L’image du premier

0
vecteur propre p; = | 0 | est gT{, .. et finalement celle de 7 = | 0 | est f)i La matrice de
0 1 '

p »
passage P associée & p est donc composée des vecteurs propres. Comme P contient des vecteurs

formant une base, son déterminant est non nul. On peut donc déterminer ~!, la matrice du
passage de la base standard & la base propre. Considérons la composition :

0l — u — g -5 ,,f
S~ p~! ~ I ~ L ~
vecteur exprime ¥ exprimé dans image de ¥ exprimé image de ¥’ dans
dans la base standard la base propre dans la base propre la base standard

Matriciellement, on obtient

i — P7'% re F'P7li— PF' P = v

P
Finalement
v' = Ff = PF'P™!
ainsi,
F = PF'P~! ouencore F' = P~ FP
» Exemple :

Soit I'application linéaire f de vecteurs propres p; = ( z ) et pp = ( Z ) dont la matrice dans

la base propre est F' = ( (l} g ) La matrice de passage p (de propre a standard) est

- (23)
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Comme Det(P) = 2, la matrice est inversible. On obtient
14 -5 2 =25
-1 _ 2 - ‘
=35 )-(A07)

e
. - = p1 = 3ef + 2e . e =
En isolant ; et ¢ dans le systéme { 7 o 5?} + @2 , on obtient E;, — o5 1,57

Nous lisons les matrices P et P~! dans ces systémes. Finalement,

e [(35Y[(10\( 2 -25)_(3 10\ 2 -25)_ (-4 7,5
S S ‘(2 4)(0 2)(~1 1,5)‘(2 3)(-4 1,5)“(-4 7)
—4 7,5

4 7 ), on peut réobtenir les valeurs propres Ay = 1 et

A2 = 2 en résolvant Det (F — AI) = 0.

En partant de la matrice F' =

—-4-X 7,5

4 T-2A ‘=(—4~A)(7—A)—(—4)-7,5=,\2-3/\+2

p(N) = Det (F — A} = ‘

Les solutions de p(A) = 0 sont A\; = 1 et Ay = 2. Il reste alors & résoudre F'v = 7 et F& = 27
. e . = ey d . '
pour obtenir des vecteurs propres pi et ps du début de 'exemple.

12.11 Théoréme de la dimension

» Définition L'ensemble des vecteurs dont I'image est le vecteur nul est appelé le noyau de
'application linéaire et il se note Ker(f) (de l'allemand Kern).

Soit une application linéaire f: E — F,
~a. Le Ker(f) est un sous-espace vectoriel de £

b. L’ensemble des vecteurs qui sont images (noté Im(f)) est un sous-espace
vectoriel de F.

Preuve :

-

a. Tout d’abord [ (ﬁ) = ( est trivialement satisfaite. Soient 7; et 333 € Ker(/f), c'est-a-dire
tels que f (F}') = f(73) = 0. On montre facilement que T} + 7} et que )\ - 7] appartiennent
a Ker(f).

b. 0 € Im(f) car il est 'image de 0. Soient @}, Wy € Im(f). Ils sont images de deux vecteurs
de E, disons 7 et 73. On montre facilement que W, + Wh et \- W) sont aussi éléments de

Im(f). O

Soit f une application linéaire d'un espace vectoriel V' de dimension n sur lui-méme. La matrice
F qui lui est associée est donc carrée de type nxn.

Théoréme : : i
Soit f : V' — V une application linéaire, avec dim(V') = n. Alors

dim (Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V) = n
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Preuve :

Considérons que
dim (Ker(f)) =r

Le noyau posséde alors une base {71, Ug, . u.,.} de r vecteurs mdependantci tels _clue f (Ef) = ﬁ
Considérons que dim (Jm(f)) = s. L’image posséde alors une base {wl, wh, ..., Wy }de s vecteurs
indépendants tels que chacun est 'image d’un vecteur : f(7]) =

Il faut montrer que

{ﬂ Uy ey Upy U] Vg, ory U, } €5t unie base de V.

T} n'est combinaison linéaire de {@,, 43, ..., 4y} car

fE@)=w#0

Ces r + s vecteurs sont donc bien indépendants, et de ce fait r + s < n. Montrons que tout
vecteur de V peut s’exprimer comme combinaison linéaire de ces r + s vecteurs.

Soit @ € Im(f), image de U. Comme w appartient & 'espace image, on peut I'écrire comme
combinaison linéaire des o} i = TR 7.0n a

w:ia;-Wg:iai-f(ﬁz)xif (W) = f (zs;a,-a?) et W = f(7)
i=1 i=1

i=1 i=1

Notons tout d’abord qu’aucun

Alors 7 — Y., ;0! appartient & Ker(f) car

f(f"~ia.=%?) =.f('f0“f(iafﬁr’) =0—@=0
i=1 i=1

De ce fait, 7 — Z,_l ;7 s'écrit comme combinaison linéaire des {7, u,}. Donc 7 —

?:1 CEiE_‘) = r()’ u; .
Il en résulte que

T 8
*U=Zﬁii.*+£asﬁ-*
i=1 i=1

12.12 Affinités

Un espace affine est un ensemble de points associés & un espace vectoriel. L'association est

telle qu'a chaque paire (A, B) de points correspond un vecteur 7 = A
La correspondance doit satisfaire les propriétés suivantes :

a. AB+BC=AC
b. Si O désigne un point fixé de U'espace affine, alors Uapplication P — ¢ = Cﬁ est bijective.

Dans un espace affine on peut définir les coordonnées d'un point relativement & un repére.
Une affinité ¢ est une application entre deux espaces affines qui associe a chaque point P c}f_ﬁ
uri point P’ = p(P) de E'. Cette application doit étre telle que la correspondance AB - A'B
soit une application linéaire.

» Exemples :
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€Ty
e

N (10 T Ty
(-L,y)—>(J=,?;)w(~t+£c,1;+?;c)—(g 1)(3,)'1‘(%)

b. Projection verticale sur un plan horizontal situé & hauteur 1 L'image de P (z;y;2) est

P’ (z;y;1). Ainsi
T 0
y |+ 0
z 1

¢. L'inversion par rapport & un cercle du plan n’est pas une affinité Pour mémoire :

.e oy = z . y
('T‘? .f)') - ('Tri y) - (:62 +y2’ 72 + y?)

a. Translation dans le plan La translation du vecteur ¢ = ( ) s'exprime par :

[ e
[ I e

1
(z;9;2) = (2 v;2) = ( 0
0

12.12.1 Expression d’une affinité

Un repére de chacun des espaces affines £ et E’ étant choisi, on peut alors déterminer les
coordonnées de l'image P’ de P & l'aide du calcul matriciel. En effet, on sait que I'affinité
7=0P % ? = (O'P' est donnée par une matrice M telle que v' = M7, '

Alors pour trouver les coordonnées de P’, on cherche le vecteur OF" :

_— = ——
OP =00 + 0P =00 + MOP
Ainsi — _
OP = M -0P+00
12.12.2 Invariants (points fixes)

Ils s’obtiennent en résolvant le systeme

(y)—M-(y)+OO’

IIs permettent d'interpréter Uaffinité : équation de I'axe de symétrie, coordonnée du centre de
rotation, d’homothétie. '
Si §2 est un point fixe de Paffinité, ¢'est-a-dive si ' = Q, alors QU = M - ﬁ’
Et alors on a
— —
OP = 00+ QP = M- 0B+ 00 = M- (OP - O%) + 0% = M - OP + (I - M) 0%
\“__:V:"_’

0o’

» Exemple : L’image d’un point par une symétrie axiale

On travaille dans un repére métrique. L'axe de symétrie est a: 2 — 3y +1=0.

Pour trouver I'image d’un vecteur par une symétrie axiale, seule la direction de I'axe importe.
Son décalage n'a pas d’influence sur le résultat.

La direction de l'axe est @ = ( :;’ . Un vecteur perpendiculaire & I'axe est 7i = ( _13 )

L’image P’ d'un point P s’obtient on considérant la perpendiculaire p & @ passant par P, puis
I'intersection I de p et a qui permet finalement d’obtenir P’ via OP' = OP + 2P1.
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La droite p a la direction 7 et contient P(z; yo)

Jr=mo+ A
|l y=% —3A
L’intersection I de a et p est :
(T +2) =3 (-3 +1=0 - ,\=:%:}.

P’ est le point de p obtenu est prenant A double de celui qui permet de passer de P al
Ainsi \ = =203l o

.{J,_x0+""_ﬂ+iﬂ_"; .I_nﬂ'l....ﬁﬁ‘bu.l. yn %
—zg-+3yn—-1 33-'n—'1un+ _ 3
Yo—3 A = dwo — g0 +

Matriciellement on a :

. o (4 3 13 4 3\ _[4/5 3/5 z -1/5
(-B:y]-}('}‘df]*‘“ (”5"3:"'5. E’Ea’_g‘tﬂ-g) = 3/5 _4/5 Y + 3/5
L’image de 'origine est O’ ( 3 g)

La matrice M = ( gﬁg _34/55 ) est la matrice de affinité. 11 g’agit également de la matrice de

la symétrie vectorielle.

12.12.3 Inventaire des affinités

Les affinités du plan sont les symétries axiales (autour d'un axe donné), les rotations (d’angle et
. de centre donné), les homothéties (de centre et de facteur données), les translations (de vecteur
donné), les projections (sur un axe donné, dans une dlrectlou donnée) ainsi que les affinités
axiales (d'axe, de direction et de facteur donnés).

12.12.4 Propriétés des affinités

A deux dimensions : L’image d"une droite est une droite (exceptionnellement un point).
A trois dimensions : L'image d'un plan est un plan (exceptionnellement une droite, voire un
point).

La composition de deux affinités est une affinité.

Preuve :

— ey
Soit ¢y : OP' = MOP + T et @3 : OP = NOP + 7 .
La composition ¢ =, * ¢ décrit la transformation :

P £4 P'=¢,(P) 2 P" = po(P') = py(p1(P)) = ¢(P)
Matriciellement :
rr—
OP' = NOP + % = N(MOP + %) + B = NMOP + Nv} +

Il s’agit bien d'une affinité. Sa matrice est NM et son décalage est NV 'v_l} + t_% O
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L'inverse d'une affinité (pour autant qu’elle existe) est aussi une affinité,

Preuve :

—
Soit ¢ : O = MOP + 00",
Si M est de déterminant non nul (pas de projection), alors la matrice M est inversible et I'affinité
inverse ¢! est définie.

OP = MOP+00 — OP —00 = MOP — M*I((‘)“ﬁ-@)=@
o1 : OB = M-10P — M~100
O

L'interprétation géométrique d'une affinité est possible par la connaissance des invariants (points
fixes) ainsi que des vecteurs propres de la matrice associée.

12.13 Transformations orthogonales

» Définition
Si V désigne un espace vectoriel muni d’un produit scalaire, les applications linéaires f : V — V
qui conservent le produit scalaire sont appelées orthogonales.

oy

f orthogonale & f(@)e f(b)=de b , pour toute paire de vecteurs

Par linéarité, il suffit que les produits scalaires entre les vecteurs de base soient conservés. Comme
le produit scalaire permet de calculer les longueurs et les angles, une transformation orthogonale
est une transformation qui conserve les longueurs et les angles.

» Exemples :
Dans le plan, les rotations et syméries axiales sont des transformations orthogonales. Dans
I’espace, les rotations et les symétries sont orthogonales.

12.13.1 Propriétés

a. L’image, par une transformation orthogonale, d’une base orthonormée est une base ortho-
normeée.
Preuve :

=1 eta‘-’.?jzﬂ = :fo-%:(}

b. Le déterminant d’une transformation orthogonale vaut 1.
Preuve :
Le déterminant de la matrice dans une base orthonormée représente le volume signé du

parallélépipede construit sur les images des vecteurs de base. Comme ces images forment
une base orthonormée, le déterminant vaut 1.

O
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c. Les valeurs propres d'une transformation orthogonale sont 1 ou -1.
Preuve :

v

= A+ ¥. Comme les normes sont conservées,

7

i est A—propre

=[N Th=\- 7] =7

D'oi, A = 1.
O

d. L’inverse d’une matrice orthogonale est sa transposée. (M orthogonale & M~! =tM )
Preuve :

Soit la matrice

associée une transformation orthogonale. Ainsi {E'f, 52}, E’{} forme une base orthonormée.

g,: I a;’.ﬂ’ T eT, T e, 100

‘MM=1| .- % R N 'Jg 1,1_)3 = @}03 ﬁoﬁg ggoﬁ =010
v TR e PR T300, Usev; UleUh 0 01

O

e. Les sous-espaces propres de valeurs propres différentes (d’une matrice orthogonale) sont
orthogonaux.

Preuve :

Soit B{ un vecteur 1-propre et 73 un vecteur -1-propre (seules valeurs propres possibles).

.._?

Alors p} = Pt et EJZ = —p3. Comme la transformation est orthogonale,
ReB=r o =ne(-M) =5 R

Il en découle que les vecteurs propres sont orthogonaux. O

12.13.2 Interprétation des transformations orthogonales du plan

Soit M = ( g ; ) une matrice orthogonale. Alors,

a. det(M)=%l=ad-bc ¢ S+d>=1
b, a2+ =1 d. ac+bd=0

De b) et ¢), nous tirons :

b=4V1l-aletd=+V1—-¢?
ac++vVl-a?-+/1- =0ac=act V1I—-a2V1-c2 =0

Dans d)
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c __, ¢ ¢ a
Vi—-& Vi-a2l-c 1-a?

& = a’c= +a.

02(1 - u?) = az(l - cz)cz(l -a+ a2) = a?

En conclusion,

a b —a )’

la matrice M peut étre de la forme M = ( c; 5. ) ouM = ( g
avec a?+b? = 1. On peut poser a = cos g et b = sin ¢ pour garantir a®+b? = 1.

cosyp =—sing

Type 1 Les matrices de type M = ( ) décrivent des rotations d’angle ¢, et ne

sing cosy
possédent pas de valeurs/vecteurs propres.
En effet,
_ _|cosp—A —sing |_ 2 _ . 2 £2, 2 .
det(M = \I) = sdng  cosg— A ‘ A —2cos@p- A+cos® p+sin® g = A —2cosp A+1

Le discriminant vaut A = 4 cos® ¢ — 4. Il est négatif sauf lorsque ¢ est multiple de 180°. Si ¢

est multiple de 180°, alors M = ( [1] {1) ) ouM = ( _01 «E]I ) et la transformation posséde
un sous-espace propre de dimension 2.

cosy sing
siny —cosy
P’axe fait un angle £ avec I'horizontale. Cherchons ses valeurs et vecteurs propres!

Type 2 Les matrices de type M = ) décrivent des symétries axiales dont

cos@ — A sin
sing  —cosp—A

‘=—0032§0+/\2“Sin2(9=1\2~1.

Les valeurs propres sont (comme attendu) : A2 —1=0 = A =1let Ay = -1

a. Les vecteurs l-propres sont :

cosy sing z\_ [
sing —cosy v/ \vw
cosp T4+sing -y=1z = (cosp—1) 2= —sinp-y
sing -z —cosp-y=y — (cosp+1)-y=singp-z
Soit

—sinp  —sinp cosp+1 —sing(cosp+1)  —singp(cosp+1) cosp+1
cosp—1 cosp—1cosp+1 cosy —1 - —sin® @ sin ¢

T
Y

1+cosyp

Direction 1-propre : ;}7{ = ( sin

), c’est la direction de l'axe.

®
Ce vecteur est paralléle a ( gﬁ? é ) L’axe (on le savait) fait un angle £ avec Oz.
2

b. Les vecteurs —1-propres sont :

cos  sing z\ [ —x
sing —cosy y )] \—y
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cos-x+sinp-y=—xr =+ (cosp+1)-z=—sinp-y
sing-z—cosp-y=—y — (cosp—1)-y=sing x

Soit

r _ —sing  —sing lcoscp—lﬂ_—sin;r(cosw——l)ﬁ—sincp(cos;—-l) _cosp—1
y cosp+1 cosp+1cosg—1  cos?yp—1 —sin® ¢ T sing
s .= _ [ —l+4cosyp

Direction 1-propre : p; = ( sine )

Ceux deux vecteurs propres sont bien perpendiculaires!

12.13.3 Interprétation des transformations orthogonales de ’espace

Comme les valeurs propres d'une matrice orthogonale F, de type 3x3, sont les solutions d'un
polynéme de degré 3, nous somimes slir qu’il y a au moins une valeurs propre. D’autres part, par
les con91delat10ns précédentes, cette premiére valeur propre est +1 ou -1.Notons A; cette valeur
propre et p1 un vecteur propre unité associé.

Construisons alors la base orthonormée (_)' p1 , ?2} U,j) Pour cela nous choisissons 1;2_1_1;1 et
unité, puis posons T3 = U] X v3.

Dans cette nouvelle base, la matrice de F a la forme :

A1
F=110
0

Comme F est orthogonale, nous pouvons écrire :

1 0 0
F=1| 0
0

La matrice carrée de type 2x2 (formée de - --) est aussi orthogonale, il s’agit donc soit d’une
rotation, soit d'une symétrie axiale dans le plan perpendiculaire & p1
Ainsi quatre cas peuvent se produire :

Cas 1 : Rotation autour de ﬁ? Cas 3 : Rotation autour de pj et symétrie
planaire de plan J.Hi).
100
F=120 -100
0 F= 0
0
Cas 2 : Symétrie planaire (plan généré par Cas 4 : Rotation de 180° autour d'un axe
Piet axe de la sym. ) (axe de la sym.)
100 -1 00
F=1]0 : F=1] 0

0 0
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