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Chapitre 6

Algébre linéaire

6.1 Applications linéaires et espaces vectoriels

Rappels
Une application linéaire f de R dans R est une fonction dont le graphe est une droite
passant par l'origine. Par conséquent son expression fonctionnelle est la suivante.

f:R—=R; v—av ol a est un nombre réel

On remarque que cette fonction satisfait les propriétés suivantes.

1) f(vy +vs) = f(u1) + f(v2) pour tout vy, ve € R.

2) f(Av) = Af(v) pour tout A\, v € R.
Ces propriétés sont intéressantes car elles concernent les deux opérations essenticlles sur
les nombres réels (’addition et la multiplication).

En remplagant A par 0 dans la deuxiéme propriété, on montre qu’une application linéaire
satisfait toujours la condition f(0) = 0.

Applications linéaires dans le plan

Il s’agit maintenant d’applications de R? dans R2, qui associent un vecteur & un vecteur.
Il y a deux opérations essentielles sur les vecteurs dans le plan : on peut additionner deux
vecteurs ou multiplier un vecteur par un nombre réel. On va ainsi définir les applications
linéaires dans le plan comme suit.

Une application linéaire f de R? dans R? est une fonction qui satisfait :

> "
1) f(0y + 1) = f(%h) + f(¥2) pour tout @, 7, € R2
2) f(M) = Af(T) pour tout A € R et 7 € R2.

On verra que I'expression fonctionnelle de f est la suivante.

f:R2 5 R? 7 B ot A est une matrice réelle de taille 2 x 2

En remplagant A par 0 dans la deuxiéme proprié¢té, on montre quune application linéaire
satisfait toujours la condition f(0) = 0.
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Remarque sur la notation

On va alléger les notations en ne notant plus les petites fléches au dessus des vecteurs.

Applications linéaires dans ’espace

Il s’agit maintenant d’applications de R? dans R®, qui associent un vecteur & un vecteur.
1l y a deux opérations essentielles sur les vecteurs dans 'espace : on peut additionner deux
vecteurs ou multiplier un vecteur par un nombre réel. On va ainsi définir les applications
linéaires dans 'espace comme suit.
Une application linéaire f de R® dans R® est une fonction qui satisfait :

1) f(vi +ve) = f(v1) + f(v2) pour tout vy, v, € R3.

2) f(Ow) = Af(v) pour tout A € R et v € R?.
On verra que Pexpression fonctionnelle de f est la suivante.

f:R> 5 R% v Av oil A est une matrice réelle de taille 3 x 3

En remplacant A par 0 dans la deuxiéme propriété, on montre qu’une application lin¢aire
satisfait toujours la condition f(0) =0.

Généralisation

Les propriétés des applications linéaires sont basées sur le fait qu'on peut additionner
deux vecteurs entre-cux et qu’on peut multiplier un vecteur par un nombre réel. Pour
généraliser ce principe, on va imiter ce qu’il se passe avec R, R? et R®.

Pour cela on a besoin d’ensembles (comme R, R? ou R?) ou l'on peut additionner les
éléments entre-eux (on dit que laddition est une opération interne) et ou l'on peut
multiplier un élément par un nombre réel (on dit que la multiplication est une opération
externe).

Un tel ensemble est appelé un espace vectoriel et est en général noté V (les lois régissant
cette addition et cette multiplication se trouvent en page 70). Les éléments d’un espace
vectoriel V' sont appelés vecteurs et sont en général notés v (sans petite fléche).

Définition : applications linéaires

On peut maintenant définir ce qu’est une application linéaire dans ce cadre plus général.
Soit V et W deux espaces vectoriels. On dit qu’une application f : V' — W est une
application linéaire si les propriétés suivantes sont vérifiées.

1) f(v1 +v2) = f(v1) + f(vs) pour tout vy, v, € V.
2) f(M)=Af(v) pour tout A€ Ret v e V.
On verra que 'expression fonctionnelle de f est la suivante.

f:V—=W; vy Av  ou A est un opérateur linéaire!

En remplagant A par 0 dans la deuxiéme propriété, on montre qu’une application linéaire
satisfait toujours la condition f(0) = 0.

1. Dans le cas on les dimensions de V' et de W sont finies, de dimension respective m et n, opérateur
linéaire d’une application linéaire f : V' — W est une matrice réelle de taille n x m
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Exemples d’espace vectoriel

1.
2.

iy}

Les nombres réels forment un espace vectoriel réel, noté R.

Les vecteurs du plan forment un espace vectoriel réel, noté R2. Dans cet espace, on
va identifier les points P avec les vecteurs OP.

Il en va de méme pour R3 R4 ... R", ...

L’ensembles des suites de nombres réels indicées dans les nombres naturels forment
un espace vectoriel réel, noté RY.

. Les polynomes a coeflicients dans R de degré au plus n (avec le polynéme nul)

forment un espace vectoriel réel, noté P,(R).
Les polynémes a coefficients dans R forment un espace vectoriel réel, noté P(R).

Les fonctions continues de R dans R forment un espace vectoriel réel, noté C(R).

Exemples d’applications linéaires

1.

2.

o

La rotation du plan centrée 4 I'origine d’angle .

1, V3,
:R? - R?; (y{') — (ET B 73})
"y Ly Ly

La dérivée est unc application linéaire de P,(IR) dans P, (R).

D : Pp(R) = Pn-1(R); p(z) — D(p(z)) = p'(z)

r

|2

. L’intégrale est une fonction linéaire de C(R) dans C(R) (ou de P,-1(R) dans P,(R)).

I:C(R) = C(R); f(z)— I(f(z)) = [y f(t)dt

. Le décalage & gauche est une application linéaire de RY dans RY.

.ol M, - A A B § P % A e _ o A A B
op: RY = RY (z0; 15 %2535 - - -) = 0u((@0; T1; T2 %35 - - ) = (%15 T2; T35 Ta5 - - )
Le décalage & droite est aussi une application linéaire de RN dans RN.
. TN N, 5 Rt i d < AR § A W £ - TR
or : RY = RY; (z0; 713225 235 . . .) = 0p((T0; 1; T25 235 . . .)) = (05 205 715 23 235 .. .)

Le produit scalaire dans R? est une application bilinéaire. Cela signifie que le produit
scalaire est linéaire en chacune des deux variables.

. :RQ XRZ—)R; (51,1?2) P—}ﬁloﬂg

Le produit scalaire dans R™ est une application bilinéaire.

« :R*XR" = R; ((“) (yl)) = Tyt Tnln
T Y

. Le produit vectoriel dans R? est une application bilinéaire.

FAND: R:x X Rg — Rg; (Z_f"l; ﬁg) — '5"1 N ’32

. Le déterminant dans R™ est une application multilinéaire. Cela signifie que le dé-

terminant est linéaire en chaque variable.

e :R"x - xR" 5 R; (0h;...;8,) — det(v;...;7,)
—————

7 termes
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6.2 Bases et matrices

6.2.1 Combinaison linéaire de vecteurs
Soit S = {v1,...,v,} un ensemble de n vecteurs dans un espace vectoriel V.
1. Le vecteur v est une combinaison linéaire de ces n vecteurs lorsque
v=Mv +FXAve+ -+ A, avec \; € R
Les nombres A; sont les coefficients de cette combinaison linéaire.
2. Les vecteurs de S sont linéairement indépendants si la seule solution de I'équation
MU+ AUy + o+ A, =0 dlinconnues \; € R

est la solution Ay = A= --- = A\, = 0.
Autrement dit si on ne peut pas exprimer un des vecteurs de S comme combinaison
linéaire des autres.

6.2.2 Bases d’un espace vectoriel

Soit S = {w1,...,v,} un ensemble de n vecteurs dans un espace vectoriel V.

1. S est un systéme générateur si tout ¢lément de V' s’écrit comme combinaison linéaire
des vecteurs de S.

2. S est un systéme libre si les vecteurs de S sont linéairement indépendants.

Remarque importante

Si S est un systéme libre et que v s’écrit comme combinaison linéaire des vecteurs de S,
alors cette combinaison linéaire est unique.

En effet, supposons qu’on ail deux combinaisons linéaires de v.
= U1 + Uz + -+ + anUp = f1v1 + Bava + -+ - + Bty
En basculant tout du méme c6té, on obtient :
(1 — Br)vr + (g — Bo)va + -+ - + (an — Bn)vn =0
Comme les vecteurs de S sont linéairement indépendants, on a :
(,t'l—ﬁlﬂg, (,‘62—,82=U, un—ﬁan

Autrement dit :
ai.:ﬁ]; 0-'2:18‘2; sy Q'n:ﬁn

Ce qui montre que les combinaisons linéaires sont les mémes.

Base d’un espace vectoriel

Le systéme S est une base de V si tout élément de V' s’écrit comme unique combinaison
linéaire des vecteurs de S. Grace a la remarque importante ci-dessus, on a I'équivalence
suivante.

S est une base de V' <= S est un systéme libre et générateur
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Théoréme (sans preuve)

Deux bases d’un méme espace vectoriel ont toujours le méme nombre de vecteurs. Si ce
nombre est fini, on parle d’espace vectoriel de dimension finie; sinon, on parle d’espace
vectoriel de dimension infinie.

Définition

La dimension de I'espace vectoriel est le nombre de vecteurs de base de cet espace.

Convention. La dimension d'un point étant nulle, on dit que dim({0}) = 0.

Exemples de bases

1. Le systéme S formé des n vecteurs suivants est unc base de R". C’est la base

canonique.
( 1 0 0 0 0 )
1 0 0 0
S5 1 I 1 o Y I Y I Y I
0 0 0 1 0
L 0 0 0 0 1 )

Ainsi, R™ est un espace vectoriel de dimension n.

2. Le systéme S ci-dessous est une base de P, (R).
. 2 ,.3 '
S =L eyl f
Ainsi, P,(R) est un espace vectoriel de dimension n + 1.

3. L'espace vectoriel des polynémes a coefficients réels P(R) n’admet pas de bases
avec un nombre fini d’éléments. C’est donc un espace vectoriel de dimension infinie.

4. Les espaces vectoriels RY et C(R) sont aussi de dimension infinie.

5. Les nombres complexes C forment un espace vectoriel réel de dimension 2 de base
{1,7} (ou un espace vectoriel complexe de dimension 1 de base {1}).

Remarque

L’algebre linéaire traite principalement de I'étude des applications linéaires dans des es-
paces vectoriels de dimension finie, tandis que I’analyse fonctionnelle traite principalement
de I’étude des applications linéaires dans des espaces vectoriels de dimension infinie.

Puisque ce cours est un cours d’algébre lin¢aire, on se restreindra aux espaces vectoriels
dont la dimension est finie.

Exemples de combinaison linéaire

On considére la base canonique S = {v;,v,} du plan R? on v; = ([]J) et vy = (?)

Voici quelques vecteurs de R? exprimés comme combinaison linéaire des vecteurs de S.

v = 3v; + 4v a = —bvy + 2 : =y — T
= 2V { = — U = Vs
4 ! 2 2 ! 2 -7 ! 2
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6.2.3 La notation en vecteurs

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie m. Soit S = {vy,v2,..., vy} une base de V.

Considérons deux vecteurs v et v’ de Pespace vectoriel V. On peut décrire v et v’ comme
unique combinaison des vecteurs de S et ainsi se ramener & la notation habituelle des
vecteurs

m . @1
notation
v=aqv; + QU + -+ QU = Y a0 = .
i=1 yry
= tati A
. notation | g
V= Pvor+ fava+ -+ B = B = | 2
i=1 8.

Important. I’écriture en vecteurs de v et de v’ dépend du choix de la base S de V.

Exemple
Dans le plan R?, on considére la base canonique S = {v;,vs} et la base T = {v3,v4} ol

v = (é) Uy = ([1)) Vg = G) et vy = (_23) Le vecteur (_Jl) s’écrit

—1 1 ior -1
( 3 ) — —uy + 3u, "OE ( 3 ) dans la base S et
E . g

()

Les deux propriétés de la notation en vecteurs

vs + U4 notation ( 1) dans la base T
Yt

1. Propriété d’addition

Regardons comment réagit la notation en vecteurs pour la somme de v et de v'.
Grace a une propriété du symbole Y, on obtient

TrE e e
! _ { —
v+ = Yoau + YLBu = Y (a+B)u

i=1 =1 i=1

e o B a1 | B
nocation - 5

o A I A R
Cry Bm . Qi+ PFen

2. Propriété de multiplication par un nombre réel

Regardons comment réagit la notation en vecteurs pour le produit Av avec A € R.
Grace a une propriété du symbole Y, on obtient

TrL T
o= AYav = Y (Qw)u
) a Ac
notation )\ O:Z — /\C_Xg
Ctrn Acim,

On retrouve ainsi les principes de calculs qu’on a avec les vecteurs de R? et de R3.

Important. Ces propriétés ne sont valables que si les écritures en vecteurs de v et de v/

sont effectuées dans la méme base. Le vecteur résultant est aussi écrit dans cette base.
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6.2.4 Matrices associées & une application linéaire

Soit V et W deux espaces vectoriels de dimension finie respective m ct n.

Soit S = {v1,vs,...,Un} une base de V et T = {wy, wq, ws, ..., w,} une base de W.

On peut décrire chaque vecteur v de V' comme unique combinaison des vecteurs de S (on
se retient d’utiliser la notation en vecteurs pour l'instant).

L
V= V1.4 QoUg + -+ - + GV, = E a;;

i=1
Comme 'application f : V — W est linéaire, on peut écrire
[ linéaire

fv) = flaav1+agvat+ -+ anvy) * =  agf(v)+agf(ve)+-- -+amf(fu@) = Z a; f(v;)
i=1

Ainsi, il suffit de connaitre les images des vecteurs de base f(v1), f(va), ..., f(vm) pour
pouvoir connaitre 'image de n’importe quel vecteur par la fonction f.

Or f(vn), f(vg), ..., f(vm) sont des vecteurs de W qui s'écrivent aussi dans la base
T = {wy, w2, ws, . .., w,} de W. Ainsi, il existe des nombres a;; (1 <i<m,1<j<n)
tels que

fv) f(vs) e f(vm) Autrement dit, avec la
fl I Il notation en vecteurs
a1 1, 2U" Tt a1,mUW
+ ,
" 5 afl,z
Gg1Wa Qo 2Ws2 T a2 mWa
+ + %2;i
as,1Ws a3 2UWsg .. a3 mWs f(’b‘i) — g
: : .- = a‘.l’!._.'d:
+ + + ) .
1 W, QU 2 W, ‘e B il - pourtoutidelam

En utilisant les deux propriétés de la notation en vecteurs vues en page 40, on obtient

m
ayi ay ;0 Egzl i
1 ] ™ (15X m o i (Y5 Z:n:l g ;4
o , 3\ nhotation . L _ m
flv) = § o f(v) = E Q; | Qyi = E as ;o = D i 03,0
i= §=]1 v i= - .o a
m
afn_.i a'-n,i ; zi:l a-n,'i. ay

Ainsi quelque soit le vecteur v, on voit que pour définir f(v), on fait apparaitre n x m
nombres réels. Une idée géniale a ét¢ de les mettre dans un tableau appelé matrice.

11 G12 -0 O1m o Q1,100 + Gron + - - + Ay Qi
1

) 21 U292 - Oz, 10 + Qo209 + - - - + G2 Qi
.y notation g

flv) "= asy1 a3z - O3m Tl =] @i tazpan+ -+ a3 mom
iy

n1 an:E o Qoum N, e’ An,100 + Op, 202 + -+ Qn,mCm

™ ~ ' vecteur v e =~ i
matrice associée A f, notée A vecteur image f(v), noté 4w

La matrice A est une matrice de taille n x m (on indique toujours le nombre de lignes
puis ensuite le nombre de colonnes).



Mieux encore, on remarque que les colonnes de la matrice A correspondent aux vecteurs

f(v;). En effet, on a :

a1
a9

as1

Q1

a1z

as 2
as2

an,Z

a‘l,m
a’2,m
a3.m

a’n,m
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f(v1)

f(ve)

f(vm)

Cela nous permet d’énoncer la régle pour la construction de la matrice A associée a f :

‘LES COLONNES DE LA MATRICE SONT LES IMAGES DES VECTEURS DE BASE‘

Lorsqu’on calcule f(v) a l'aide de la matrice A et de la notation vectorielle de v, on voit
une fagon géométrique pour calculer Av. Il s’agit de la multiplication matricielle entre
une matrice et un vecteur, elle s’effectue ligne par colonne.

a1 G12 a1,m a0 +aje0s + -+ A1 m Qi
‘ Gz1 Q22 a2,m ‘ | ag10q + agom + -+ - + Ao mOim |
Av=||as1 asp a3 m | = |[ @311 + asa0 + - - + A3.mOm |
ﬂ'n,l a‘u,? Gp.m. Uy, 1001 + Up, 209 S = s An,mEm

Addition de transformations linéaires

Soit V et W deux espaces vectoriels de dimension finie respective m et n. On considére
S = {v1,v2,...,Um} une base de V et T = {wy,ws, ws,...,w,} une base de W. Soit
fig:V — W deux applications linéaires dont les matrices respectives sont A et B.

a1 aie 1.m !?1,1 !’?1,2 by m
o1 Qo2 a2.m 52,1 bz,z bz,m
A=| asz1 asp a3m et B=| b31 b2 b3.m
Gp,1 QAp2 Un,m bﬁ., 1 bn,? bn_.m

La matrice associée a la transformation f + g est donnée par 'addition des matrices A
et B (on additionne les matrices entrée par entrée) :

a11+bi1 a12+big a1m +bim
a1+ b1 o2+ boo a2.m + bam
A+B= asy +bs1  asaz+bse azm + bsm
n,1 + bn_.l An,2 + bn,? An,m + bn,m

Preuve

En cffet, comme les colonnes de la matrice sont les images des vecteurs de base, il suffit
de calculer I'image de v; par Papplication f + g pour i € {1,2,...,m}.

ay; b ai; +bi;

) ag; ba.; ag; + ba;

(f +9)(vi) = f(vi) + g(vi) B az; | + | bsi = as; + bs;
Qi hn,i a’n,é + bn,é

On reconnaitl, ainsi les colonnes de A+ B. []
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Composition de transformations linéaires

Soit U, V et W trois espaces vectoriels de dimension respective k, m et n.

Soit R = {uy,...,ux} une base de U, S = {v,vs,...,U,} une base de V et encore
T = {wy, wa, ws, ..., w,} unc base de W.

Soit f:V = Wetg : U = V deux applications linéaires. Il est important que l'espace
vectoriel de départ de f soit le méme que celui d’arrivée de g pour pouvoir parler de fog.

Notons A et B les matrices associées respectivement a f ct a g.

@11 Ai2 -+ Qim b b
1,1 1,k
gy dag -+ dam b By
: 21 "0 &

A= 31 Qz2z -+ 43m et B =

bpr - b

'm, 1 ke
an,l a‘n,? T Opm

La matrice associée a la transformation fog: U — W est donnée par la multiplication
des matrices A et B. Cette multiplication s’effectue ligne par colonne.

ﬂ a1 12 - Qim
‘ Gp1 Q22 **+ G2m ‘ 21,1 El"k
AB = ‘ @31 032 ' ° Gam ‘ 21 2,k
I ‘ b'm.,I bm,k
\] Ap,1 Qp2 - Gpm
(l a11b11 +ar19beq + -+ a1 mbm H .. H Tr1bir + Grobap - - T Qb ‘
l ag1b11 + agobay + - + Az mbm H . H az1b1 g + Ggobo g + - + A2 bk ‘
B i as1b11 + a32b21 + - + G3mbma “ o H a31b1 g + az2baf + - -+ a3 mbm i }
| — |
\[ a'“,lbl,l + a’n,Zh2,l + -+ a"n.,'m.‘!)'n'&,l " e H an,lbl,fc + a'n,252,!c + -4 an,mhm,k |

Preuve

En effet, comme les colonnes de la matrice sont les images des vecteurs de base, il suffit
de calculer 'image de u; par I'application fo g pourie {1,...,k}.

(Fog)(w) “™ flg(u;)) ""E" A(Bu)

Grace a la régle de construction des matrices, on constate que Bu; cst la ¢-iéme colonne
de B. Cela permet de continuer le calcul, puisqu’on sait multiplier une matrice et un
vecteur.

ain 412 o Qi b a1,1b1; + a1 b9 + - - - + @1 b
1,
g1 QG2 - Oom b ag,1b1; + ag2ba ;i + - - - + 2 b i
2,i
A(Bu))=| az1 asz - a3m = asibi +aseby + -+ azmbmg
b-m.,i l b E)
n1 Qp2 -~ Gpm O, 1015 + Anoba; + - + Gpmbm i

On reconnait ainsi les colonnes de AB. []

Important. En général, les matrices AB et BA ne sont pas les mémes!
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Exemples de matrices

On utilise la régle pour la construction de la matrice A associée a Papplication linéaire f
désirée.

LES COLONNES DE LA MATRICE SONT LES IMAGES DES VECTEURS DE BASE
Lorsque rien n’est précisé, on prend la base canonique de I'espace vectoriel de départ et
la base canonique de 'espace d’arrivée.

Matrice identité et matrice nulle

La matrice identité I est associée a applications linéaires id : R® — R™; v — v et la
matrice nulle @ est associée a 'application linéaire 0 : R" — R"; v +— 0.

100 - 00) 000 -+ 00
010 - 00 000 -+ 00
001 -+ 00 000 - 00
=150 o, .. O=|. . . . ..
000 10 000 -+ 00
000 - 01} 000 -+ 00

Ces deux matrices sont les mémes quelque soit la base choisie pour R™ (néanmoins il faut
utiliser la méme base pour I'espace de départ que celle pour Pespace d’arrivée).

Matrice de rotation d’un quart de tour

Voici la matrice Rz associée a la rotation d’angle 3 dans le plan.

(0 -1
2 \1 0

Matrice associée 4 une homothétie de facteur 2

R

Voici la matrice H associée & une homothétie de facteur 2 dans 'espace.

2 00
H=}10 2 0
0 0 2
Matrices associées a la dérivée et a I’intégrale (de polyndémes)

Voici les matrices associées a Papplication dérivée de P, (R) dans P,—1(R) et a I'intégrale
de P,_1(R) dans P,(R) dans les bases canoniques de ces espaces de polynomes.

G i = 0 0 [000 - 0 0)
100 - 0 0
0020 - 0 0 01 0 g 0
2
po| 0008 O e 0 g
0000 .. 0 = 000 - 70
| \000 - 0 1)

La matrice D est de taille n X (n+ 1) et la matrice I est de taille (n + 1) x n.
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6.3 Le noyau et I'image

6.3.1 Sous-espaces d’un espace vectoriel

Soit V' un espace vectoriel et W un sous-ensemble non vide de V. On dit que W est un
sous-espace vectoriel de V si les éléments de W sont stables par 'opération interne et
Popération externe de V. Autrement dit si

1) wy +we € W pour tout wy, ws € W.

2) Aw € W pour tout A € R,w e W.
En remplacant A par 0 dans la deuxiéme propriété, on montre qu’un sous-espace vectoriel
contient toujours le vecteur 0.

Exemples

1. Considére une droite d dans 'espace R™ (n = 2).

La. droite d est un sous-espace de R™ si et sculement si d passe par l'origine 0.

2. Considére un plan 7 dans l'espace R?.

Le plan 7 est un sous-espace de R® si et seulement si m passe par Porigine 0.
3. Voici une inclusion de sous-espaces vectoriels de C(R).

Po(R) C Pi(R) C Po(R) C--- C Pu(R) C--- C P(R) C C(R)

6.3.2 Le noyau d’une application linéaire

Soit V et W deux espaces vectoriels et f : V' — W une application linéaire.
Le noyau? de f, noté Ker(f), est un sous-espace vectoriel de V' défini comme suit :

Ker(f) ={veV: f(v) =0}
Lorsque A est une matrice associée & I'application f, on pose
Ker(A) ={veV:Av =10}

Avec le langage des fonctions en premiére année, le noyau de [ est 'ensemble des zéros

de f. '

6.3.3 L’image d’une application linéaire

Soit V et W deux espaces vectoriels et f : V' — W une application linéaire.
L’image de f, noté Im(f), est un sous-espace vectoriel de W défini comme suit :
Im(f) ={w e W : il existe v € V tel que f(v) = w}
Lorsque A est une matrice associée & 'application f, on pose
Im(A) ={w e W: il existe v € V tel que Av = w}

Avec le langage des fonctions en premiére année, 'image de f est le domaine image de f.

2. La terminologie noyau provient de la théorie des groupes. Ker(f) est 'ensemble des éléments qui
sont envoyés sur le neutre du groupe d’arrivée (correspondant ici au zéro de W).
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6.3.4 Théoréme de la base incompléte
Soit Vj, un sous-espace vectoriel de dimension & d’un espace vectoriel V,, de dimension n.
Soit Uy = {w,...,ux} une base de Vi, et S = {vy,vs,...,v,} une base de V,,.

Alors, il existe une base de V,, qui contient le systéme Uy.

Preuve

On va donner un procédé permettant de construire une telle base V,,. Pour ccla, on va
ajouter n — k vecteurs bien choisis au systéme U pour obtenir un systéme U, qui sera
une base de V,, (et ainsi il contiendra automatiquement le systéme Uy).

Ajoutons un vecteur & U pour obtenir un systéme Uy, qui est une base d’'un espace
vectoricl de dimension k£ + 1, noté Viyi. Si® k < n (autrement dit si Vj, est strictement
contenu dans V), il existe un vecteur parmi la base S qui ne s’écrit pas comme combi-
naison linéaire des vecteurs de Uy. On ajoule ce vecteur au systéme Uy pour obtenir le
systéme Uy, .

En continuant ainsi de suite, on construit un systéme U, qui sera une base d’un espace
vectoriel de dimension n qui sera forcément V,, car c¢’est le scul sous-espace vectoriel de
dimension n dans V,. [

6.3.5 Théoréme de la dimension

Soit V et W deux espaces vectoriels de dimension finie respective met net f:V — W
une application linéaire. Alors :

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

Preuve

On sait que le noyau est un sous-espace de V' de dimension &k avec 0 < k < m. Prenons

une base du noyau de f. Cette base aura k ¢léments, disons S = {vy,..., Uk }.

Cette base peut étre complétée en une base de V notée T'= { vy,..., Uk , Wy, .., Wk }-
base de Ker(f) wvecteurs ajoutés

On va démontrer que les images des vecteurs ajoutés { f(wy),. .., f(wy—¢)} forment une
base de Im(f) et ainsi que la dimension de Im(f) sera m — k.

1. Les vecteurs f(wy), ..., f(wn,—x) engendrent Im(f).

Soit w € Im(f), alors il existe v € V' tel que f(v) = w. Le vecteur v s’écrit comime
combinaison (unique) des vecteurs de la base T, donc :

v=ayv + -+ ok + Brwr + -+ Bk Wik

Ainsi, on a w = f(w) = floavy + -+ v + frws + -+ + Bk Win—k)
linéai :
TR oy f(n) + -+ onf (0e) + Buf(wr) + -+ + B f (W)
Or, comme les vecteurs vy, ..., v sont dans Ker(f), on a f(vy) =--- = f(vy) =0
et donc :

w = ﬁlf(’wl) F= = =a o .&m,—k:f(fwm—k)

On a ainsi montré que {f(w1),..., f(wn—k)} est un systéme générateur de Im(f).

3. Dans le cas ot k = n, on aurail rien & faire puisque Uy serait la base U, cherchée.



314

2. Les vecteurs f(w1), ..., f(wm—x) sont linéairement indépendants.

Soit B, ..., Bm_k des nombres réels tels que
ﬁlf(wl) Sl v .ﬁm—k.f(ul‘m—k) = {)

On doit montrer que ) =--- = B = 0.

On utilise la linéarité de f pour dire que :
Buf(wy) + -+ + Bk f Wimk) = f(Brwr + -+ + Bk Wm—k) =0
Ainsi, fiwy +- - -+ Bk Wm—k € Ker(f), donc s’écrit dans la base du Ker(f). Ainsi :
frwy + - -+ + B kW = Q101 + - - - + 0y
En passant tout du méme c6té, on obtient :
—aUy — - — Uk + Brwr + - + Br—kWm—k =0
Comme les vecteurs de T' forment une base de V, on obtient

—C}:'1;“‘:_(l’kzﬁlz"':.ﬁm—kzo

On a ainsi démontré que Im(f) est un espace de dimension m — k. En se rappelant que
Ker(f) est de dimension k, on a

dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = k+ m — k = m = dim(V) 0

6.3.6 Premier théoréme sur les applications linéaires injectives

Soit V et W deux espaces vectoriels (méme pas forcément de dimension finie). Soit
f:V — W une application linéaire. On a

f est injective <= Ker(f) = {0}

Preuve

Rappelons qu'une fonction [ : V — W est injective si pour tout z, y € V tels que
f(z) = f(y), on a 2 = y (deux points ayant la méme image sont forcément les mémes
ou de maniére équivalente, deux points différents ont des images différentes (c’est la
contraposée)). ' '

“=” §i la fonction est injective, on doit montrer que Ker(f) = {0}. Autrement dit, il
faut vérifier que le seul zéro de [ est 0. Pour cela, on prend un zéro de f, disons
v € V tel que f(v) =0 et on montre que v = 0.

Comme f est linéaire, on a f(0) = 0, ainsi on a f(v) = f(0). Puisque f est injective,
onav=0.
“<” Si Ker(f) = {0}, on doit montrer que la fonction est injective. Ainsi, on prend z et

y dans V tels que f(z) = f(y). Cette équation est équivalente a f(z) — f(y) = 0.
Comme f est linéaire, on a f(z) — f(y) = f(z —y) = 0.

Par conséquent, z — y est un zéro de f (autrement dit z — y € Ker(f)). Comme le
seul zéro est 0 (car Ker(f) = {0}), on a z — y = 0, c’est-a-dire z = y. ]
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6.3.7 Deuxiéme théoréme sur les applications linéaires injectives

Soit V et W deux espaces vectoriels de dimension finie n (les dimensions de V' et de W
sont les mémes). Soit f : V — W une application lin¢aire. Sont équivalents.

i) f est injective. it) f est bijective. 1ii) f est surjective.

Preuve

On va montrer ©) = i) = i) = 1).

“4) = i)” Si la fonction est injective, alors Ker(f) = {0}. Or, on a :
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

Puisque Ker(f) = {0}, on a dim(Ker(f)) = 0 et ainsi dim(Im(f)) = dim(V') = n.
Donc f est surjective puisque Im(f) = W (car le seul sous-espace de dimension n
de W est W). Comme la fonction est injective et surjective, elle est bijective.

“4i) = 141)” Evident, puisqu’une fonction bijective est surjective.

“i1i) = 1)” Si la fonction est surjective, alors Im(f) = W et donc dim(Im(f)) = n =
dim(V). Or, on a : .
dim(Ker(f)) + dim(Im(f)) = dim(V)

On en déduit aisément que dim(Ker(f)) = 0 et donc que Ker(f) = {0} (c’est le seul
sous-espace de dimension 0). Par conséquent, f est injective.
]

6.4 Systémes d’équations et opérations de lignes

En mathématiques, on peut étre confronté a résoudre un systéme de n équations linéaires
& m inconnues x1, T2, ..., Tm.

ai1r1 + a12rz + + GmTm =
2171 + G22T2 + -0+ Qom@Tm = U2
(S): < agim1 + azars + + a3mTm = Y3
Ap1T1 + QpaTe + - A+ GumTm = Yn

Pour résoudre un tel systéme, on a vu deux méthodes : la substitution ou la combinaison
(on multiplie et on additionne).

En algeébre linéaire, on privilégie toujours la méthode utilisant des combinaisons (appelées
ici opérations de lignes). On distingue trois types d’opérations de lignes.

e multiplication d’une ligne par un nombre non nul.

e permutation de deux lignes.

¢ addition d'un multiple d’une ligne & une autre.

A chaque étape, on n’effectue qu'une seule opération de lignes (cette opération scra
évidemment réversible, ainsi un systéme obtenu aprés une telle opération sera forcément
¢quivalent au systéme précédent). De plus, on conserve toujours les lignes que I'on n’a
pas touchées.
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Exemple de résolution d’un systéme d’équations par opération de lignes

Voici un probléme de géométric spatiale : on cherche la droite d’intersection des plans
d’équations cartésiennes 3z + 4y + 5z = 6 ¢t 6z + 9y + 32 = 3.

La droite est ensemble des points (z;y; z) qui satisfont les deux équations cartésiennes.
Pour trouver z, y et z, il faut donc résoudre le systéme suivant.

3z + 4y + 5z 6
6z + 9y + 3z = 3

Effectuons des opérations de lignes afin de rendre ce systéme triangulaire !

3r + 4y + 52 = 6 32, 3r + 4y + 52 = 6
6z + 9y + 3z = 3 y — 7z = -9
Iy—dl 3z + 33z = 42 5,3 B + 11z = 14
#:’{ y-?z:—gﬁ{ y — Tz = —9

Le terme triangulaire se comprend maintenant de manicre évidente. On remarque que les
variables z et y (ce sont les variables principales) sont déterminées par z (c’est la variable
secondaire ou le parameétre). En posant z = A, le systéme de départ est donc équivalent
a une représentation paramétrique de la droite cherchée.

z = 14 — 11X
y = -9 + TA, XeR
z = A

6.4.1 Opérations de lignes sur les matrices

Le systéme (S) de n équations lin¢aires & m inconnues x,, 2, . . ., T, de la page précédente
peut s’écrire a l'aide la notation matricielle de la fagon suivante.

11 12 - Qim (i
T
s QG292 - Aam - Y2
2
az1 Gz - A3m =1 v — Azx=y
:Em
Up1 Apa **° Upm Un

Or, les opérations de lignes modifient les lignes de A et de y. Ainsi, lorsqu’on résout un
tel systéme par opérations de lignes, on travaille sur la matrice étendue suivante, sauf si
y est le vecteur nul auquel cas on peut se passer d’étendre la matrice.

11 Q12 - Qim | Y1
Q21 OG22 -~ Qzm | Y2

azy1 @32 --- d3m | Y3

n1 An2 - Opm | Yn
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Exemple de résolution d’un systéme d’équations par opération de lignes

Reprenons I'exemple précédent, mais cette fois, en utilisant la notation avec la matrice
étendue. On cherchait la droite d’intersection des plans d’équations cartésiennes 3z +
4y 4+ bz=06¢et 6z 4+ 9y + 3z =3.

La droite est 'ensemble des points (x;y; 2) qui satisfont les deux équations cartésiennes.
Pour trouver z, y et z, il faut donc résoudre le systéme suivant.

3z + 4y + 5z = 6
bz + 9y + 3z = 3

On prend la matrice étendue associée a ce systéme et on effectuc des opérations de lignes.

345/6\-2(3 4 5| 6 h—4lz 3 0 33| 42 Iy:3 1 0 11 14
6 9 3|3 01 -71-9 01 -71-9 01 -71-9

Ainsi, on a montré I'équivalence suivante.

r = 14 — 11X
. tllz =14 =2} - 9 4+ 7, AeR
y - Tz = =9 y = A

Excmple de résolution d’un systéme de 3 équations 4 3 inconnues

Prenons a nouveau un probléme de géométrie spatiale : cherchons 'intersection de trois
plans donnés par leur équation cartésienne.

y — 4z = -—12
2c + 3y + 5z = =3
x + by — z = 2

On prend la matrice étendue associée a ce systéme et on effectue des opérations de lignes.

03 —4]-12 15 —-1] 2 ‘ 1 5 —1] 2

23 5/ -3 |"R*{23 5| -3|%3"0o -1 7| -7

15 —1] 2 0 3 —4|-12 0 3 —4|-12

win (18 71 2, (15 -1 2\ (15 —1|2

2CO g1 —1] 1153 (o1 —1| 1 |=C 01 -1]1

0 3 —4|-12 \0 0 —1|-15 00 1|15
{15 1) 2 [1 5 0|17 (10 0|63
2 g1 ol1e |% o1 0l |01 0| 16
00 1|15 \0 0 1|15 00 1| 15

Ainsi, on arrive a placer la matrice identité I 1a ot au départ on avait A. Puis en revenant
au systéme d’équations, on obtient directement la solution!

1 0 0]-63 z = —63
01 0] 16 4= y = 16
00 1] 15 z = 15

Ces trois plans se coupent tous en un seul point I(—63; 16; 15).
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6.5 Inversion des applications linéaires bijectives

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n. Considérons une application linéaire
f :V — V bijective dont la matrice associée est notée A.

Comme f est bijective, elle admet une fonction réciproque. On peut montrer sans trop
de difficulté que cette fonction réciproque, notée f~1, est linéaire. On a :

fl)=y <= z=f"(y)

Avec la notation matricielle cela donne :

‘Ax:y — z=A"y|(%k)

Ccla signifie que si on effectue des opérations de lignes sur la matrice étendue (Aly), on ne
trouverait qu’un seul z. L’exemple précédent nous permet d’allirmer que ce n’est possible
que si on peut transformer A en la matrice identité I par des opérations de lignes.

(Aly) ~ -+~ (I|z)

Or, les opérations de lignes peuvent &tre remplacées par des multiplications matricielles &
gauche (on va décrire précisément ces matrices dans les exercices). Notons Fj; la matrice
correspondante & la i-iéme opération de lignes. Disons qu’aprés n opérations de lignes,
on a transformé la matrice A en la matrice identité 1. On a ainsi

I = En-En—l . 'EQE]A — [ = (*Eﬂ.En—l S EQEJ_)A

Ainsi, (E,E,_1--- E>E7) est une matrice qui, multipliée par A, donne I'identité. On a
donc

Ar = Yy (EnEﬂ, JET EQEl)AJ; = (EnEn—l e EQEl)y
< Iz=(E,E, - EE)y

— T = (E?LER---l U EzEl)y

En comparant avec I’équivalence (%), cela signifie que A~ = E,E, ;--- EyF; est la
matrice associée a application f~!.

Les propriétés des fonctions réciproques nous permettent d’affirmer que
AT'A=1 et AA ' =1

En effet, il suffit de contempler le tableau suivant.

notation avec les fonctions | notation avec les matrices | relation matricielle

(flef)@)== Al Az =1 AA=T

(fofY(=)=2 AAz =1z AA Y =T
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Premiére méthode pour calculer 'inverse d’une matrice

On vient de voir que A™' = E,E, -+ E;F; ot E; est la matrice correspondante a la
i-iéme opération de lignes qui permet de transformer la matrice A en la matrice 1.

De plus, on a évidemment ’équivalence suivante.
Al= E,—,,En_]_ i E2E1 e Al = (EnEn—l .t EzEl)nr

Cela signifie que si on effectue exactement les mémes opérations a la matrice I que celles
effectuées a la matrice A, alors on transforme la matrice I en la matrice AL,

Par conséquent, si on effectue des opérations de lignes sur la matrice étendue (A|I) afin
de placer la matrice identité a gauche (I|A™1), alors a droite on va transformer la matrice
identité en la matrice A=, On peut ainsi éviter d’éerire et de multiplier les matrices
d’opérations de lignes.

Exemple

Calculons l'inverse de la matrice de I'exemple précédent, qui est

0 3 -4
A= 2 3 5
1 5 -1

En effectuant exactement les mémes opérations de lignes, on obtient

03 —4|100 100/ 4 ¥ _Z
23 5|/010 N...N010—1-‘-§ 2
15 -1/0 01 00 1|-1 -2 ¢
Ainsi
L f 28 17T =27
A‘L=§ -7 -4 8
-7 -3 6
Application

A P’aide de la matrice A™, on peut aussi résoudre le systéme de I'exemple précédent.

y — 42 = -12 0 3 -4 T —12
2r + 3y + 52 = -3 = 23 5 ¥ |.= -3
r 4+ dy — =z = 2 1 5 —1 z 2
x —12 T —12
Al y |=1]| -3 = y | =A1] -3
- 2 E 2
T 1 28 17 =27 -12 —63 r = —63
= v == -7 -4 8 -3 | = 16 = y = 16
z -7 =3 6 2 15 z = 15

Cette méthode nous fait gagner du temps si on connait déja l'inverse de A ou si on doit
résoudre plusicurs fois un tel systéme en changeant uniquement le vecteur de droite.
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6.6 Changement de base

Parfois la régle de construction des matrices nous donne envie de définir une matrice dans
une autre base que la base canonique. Par exemple, il est plus facile de donner la matrice
correspondant 4 une rotation autour d’un axe dans I’espace par rapport & la base formée
d’un vecteur directeur de Iaxe et de deux vecteurs perpendiculaires a cet axe bien choisis,
que de décrire directement la matrice dans la base canonique de R®.

C’est dans ce but que 'on va développer une méthode générale qui permet de décrire la
matrice dans une base bien choisie pour ensuite la décrire dans la base canonique.

Soit V' un espace vectoriel de dimension finie n pour lequel on considére la base canonique
C = {e1,eqg,...,e,} et une (autre) base T = {wy,wa, ..., w,}.

En général, on connait 'expression des vecteurs w; dans la base canonique. Disons

aiq
notation | g, .
w; = 1461 + Aggey + -+ a6, = 2

Qpy i

Or, dans la base T les vecteurs wy,ws, . .., W, s’écrivent comme suit.

1 0 0
1
wi= |, we={"],. .., w= ”_
0 /7 0 /p /7

La notation sous forme de vecteurs est pratique, mais il ne faut pas oublier que I’écriture
d’un vecteur dépend de la base dans laquelle on travaille (voir la section 6.2.3).

Ainsi, on peut décrire Papplication qui passe des vecteurs de V' exprimés dans la base T
aux vecteurs de V' exprimés dans la base canonique comme suit.

Uun — (15} Wa — Woy s Uy — w,,
Il I lf fl Il il

1 ai,1 0 ap,2 0 al,n
0 — az,1 1 — a2 0 — as.n
0 T Gn,1 0 T 2 1 T Gn,n

Puisque, les colonnes de la matrice sont les images des vecteurs de base, on a la matrice
de changement de base

a1 Q12 - Gip
P Qg1 G2 - d2n
p1l Gpz ' Opg

La matrice de changement de base qui va de (V;C) dans (V;T') est la matrice inverse,
notée P~'. Ainsi, si on connait la matrice d'une application f dans la base T, notée A7,
alors on peut trouver la matrice de f dans la base canonique C, notéc A, en composant
les matrices de changement de base avec la matrice Ay selon le schéma suivant.

Ap
(V;T) > (V;T)
P—l })
A= PApP1
(V;0) > (V;0)
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Exemple

Dans I'espace vectoriel R?) on considére la rotation d’angle 7 autour de la droite passant
par Porigine (c’est obligé, sinon I'application ne serait pas linéaire) et dont le vecteur
directeur est le suivant. ,
= (3)
—4

Afin de trouver la matrice associée & une telle application linéaire, on va travailler avec
une base de R? pour laquelle la rotation peut aisément se décrire. On va prendre v comme
vecteur de base (puisqu’il est immobile par la rotation). Comme R® est un espace vectoriel
de dimension 3, il nous faut encore trouver deux vecteurs pour former une base.

Puisqu’on sait donner la matrice de rotation dans le plan, on va construire deux vecteurs
orthogonaux de méme longueur* qui sont tous les deux perpendiculaires a v.

Pour cela, prenons n’importe quel vecteur perpendiculaire & v. Par exemple

() + {i)--

Il nous reste a trouver un vecteur perpendiculaire & v et & vy. On utilise un produit

vectoriel.
3 0 4
Vg=VAVy=1{0|A|1] =|0}) =13
—4 0 3

11 faut maintenant faire en sorte que ces deux vecteurs aient la méme longueur®. Puisque
vs est de longueur 5 et que v est de longueur 1, multiplions la longueur de v, par 5. Ainsi
la base dans laquelle on va décrire 'application est

r-{=(8) = ()= ()}

Grace au slogan «les colonnes de la matrice sont les images des vecteurs de base», on
trouve la matrice Ar. Par la rotation, le vecteur w, est fixe, le vecteur w, est envoyé sur
son opposé, tout comme le vecteur ws.

1 1 0 0 0 0
U =10 = |0 Wy = |1 | =1 wyg = {0 — | 0
0 T 0 T 0/ 0/ 1 T -1 T

Quant a la matrice de changement de base P, il suffit de regarder la base T'. Pour P,
on calcule 'inverse de PP. Ainsi, on a :

30 4 1 0 0 L (30 4
P={ 050 Ar=|[ 0 =1 0 P'=—105 0
40 3 0 0 -1 2D\40 3

On trouve la matrice exprimée dans la base canonique en calculant le produit matriciel
suivant.

o 7 0 -24
A= PAsP 1= o 25 0
2\ 4 0 7

4. Ce n’est pas nécessaire si 'angle de rotation est de 7. Mais c’est capital pour un angle qui n’est
pas un multiple de 7 comme, par exemple, 7.
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6.7 Les propriétés du déterminant

En premiére année, on a vu comment calculer un déterminant de n vecteurs de R™.
On sait ainsi calculer le déterminant d’une matrice carrée.

Le déterminant a une fabuleuse propriété que 'on ne peut pas démontrer dans le cadre
d’un tel cours (puisqu’on n’a pas vu de définition formelle de ce qu’est un déterminant).
Cette propriété est la suivante :

6.7.1 Propriété fondamentale du déterminant

Soit A et B deux matrices carrées de méme taille. On a

det(AB) = det(A) det(B)

6.7.2 Conséquence

Si A est une matrice carrée inversible (cela signifie que A est associée a une fonction

bijective), alors on a
1

det(A™) = A

Preuve

En effet, I'inverse de A, noté A~ satisfait la propriété AA~ = I. On a ainsi, grace a la
propriété fondamentale du déterminant

1 = det(1) = det(AA™) = det(A) det(A™)

D’otu la formule annoncée. []

6.7.3 Invariance par changement de base

Le déterminant est invariant par changement de base (c’est-a-dire que le déterminant
d’une matrice est le méme quelle que soit la base qu’on a utilisée pour décrire la matrice).
Preuve

On considére la matrice Az d’une application f : V — V (o0t V est un espace vectoriel
de dimension finie n) exprimée dans une base 7" (pour les vecteurs de base et d’arrivée)
et la matrice A de la méme application [ exprimée dans la base canonique. Notons P la
matrice de changement de base (qui va de la base 7" dans la basc canonique). On a vu
dans le chapitre sur les changements de base que

A= PArP™!
Grace a la propriété fondamentale du déterminant, on a

det(A) = det(PArP™ ') = det(P)det(Ar)det(P™1) = det(P)det(P~')det(Ar)
= det(PP~")det(Ay) = det(I)det(Ar) = det(Ar)
U]
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6.7.4 Théoréme du déterminant

Soit A une matrice carrée. On a. :

A inversible <= det(A) #0

Preuve

matrice inverse A~ on a
det(A)det(A™") = det(AA™") =det(I) =1

Par conséquent, on a det(A) # 0.
“«” On démontre la contraposée : si A n’est pas inversible, alors det(A) = 0.

La matrice A peut étre associée & une application f:V — W ot V et W sont des
espaces vectoriels de méme dimension finie n.

Comme A n’est pas inversible, 'application associée f n’est pas bijective. Par le
deuxiéme théoréme sur les applications linéaires injectives, f n’est pas injective. Par
le premier théoréme sur les applications linéaires injectives, Ker(f) # {0}. Ainsi,
Ker(f) est un espace vectoriel de dimension k avec k = 1. Donc il existe une base
du noyau que 'on note {vy,...,v;}. Par le théoréme de la base incompléte, il existe
une base de V dont les k premiers vecteurs sont les vecteurs de base du noyau.
Notons T = {vy, ..., Uk, Wy, ..., Wn—k} cette base.

Dans la base T, la matrice correspondante & f, notée Ar, a ses k premicres colonnes
qui sont constituées de zéros (puisque les colonnes de la matrice sont les images des
vecteurs de la base T et que les k premiers vecteurs de la base T' vont sur 0). Ainsi
det(A7) = 0 (car la premiére colonne de A7 est nulle).

Puisque le déterminant est invariant par changement de base, on a

det(A) = det(Ar) =0

6.7.5 Formule d’inversion des applications linéaires bijectives

Voici une formule pour inverser les matrices qui utilise des déterminants (sans preuve) :

-1_ _1 7
AT = det(A) A
La matrice A est construite de la fagon suivante : le coefficient de la i-iéme ligne et de la
j-iéme colonne de A est égal & (—1)**7 fois le déterminant de la matrice A a laquelle on
enléve la j-iéme ligne et la ¢-iéme colonne.

Remarque

Cette méthode peut étre relativement rapide pour des matrices inversibles de taille 2 x 2
ou de taille 3 x 3. Mais est fortement déconseillée pour des matrices plus grandes, car on
trouvera l'inverse beaucoup plus rapidement 4 'aide des opérations de lignes.
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6.8 Valeurs propres et vecteurs propres

Certaines applications linéaires envoient des vecteurs sur un multiple de ces derniers.

Exemples

1. Une homothétie de facteur A, envoie tout vecteur v sur Av.
2. La symétrie centrale du plan centrée en 0 envoie tout vecteur v sur son opposé —uv.

3. La rotation du plan centrée en 0 d’angle o (qui n’est pas un multiple de 7) dans le
plan n’envoie aucun vecteur non nul sur un multiple de lui-méme.

4. Une rotation dans 'espace fixe les vecteurs qui sont sur 'axe de rotation (ils sont
envoyés sur une fois eux-mémes).

5. Une projection orthogonale sur une droite d passant par 0 fixe les vecteurs de la
droite d et envoie les vecteurs perpendiculaires a d sur 0 fois eux-mémes.
Définitions

Soit V un espace vectoriel de dimension finie. Soit f une application linéaire de V' dans V'
dont la matrice associée s’appelle A.

1. On dit que X € R est une valeur propre de f, 8'il existe v € V', v # 0 tel que
flv) =M
On dit que le vecteur v est un vecteur propre associé a la valeur propre A.

2. On note og(A) I'ensemble des valeurs propros réelles de I'application f a laquelle
la matrice A est associée. Cet ensemble est appelé le spectre réel de A. On a

or(A) = {) e R: il existe v € V'\ {0} tel que Av = Av} = {valeurs propres dec A}

o

Soit A € R. L’espace vectoriel {v € E : Av = Av} est noté E).

Si A est une valeur propre de f, alors E \ {0} est 'ensemble des vecteurs propres
associés & la valeur propre A et E) est appclé ['espace propre associé a A.

Si A n’est pas une valeur propre de f, alors E, = {0}.

En résumé, on a

E\ = {0} U {vecteurs propres de f associés & A}

4. Le polynome ps(A) = det(A — AI) cst appelé polynéme caractéristique de la
matrice A. Si V est de dimension n, alors p4(\) est un polynéme de degré n.

Interprétations géométriques

Soit A une valeur propre.
1. Si A > 0. Alors 'application f se comporte comme une homothétie de facteur A sur
Pespace propre F).
2. Si A = 0. Alors tout vecteur de I, est envoyé sur 0 par 'application f.

3. Si A < 0. Alors I'application f se comporte comme une homothétie de facteur A,
suivie d'une symeétrie centrale centrée en 0 sur ’espace propre F).
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6.8.1 Meéthode de calcul des valeurs et des vecteurs propres

Soit A la matrice associée & une application linéaire f. Soit A € R. On a les équivalences
suivantes.
il existe v # 0 tel que f(v) = \v

il existe v # 0 tel que Av = Av

il existe v # 0 tel que Av — Av =0

il existe v # 0 tel que (A — A)v =0
Ker(A — AT) # {0} (0)

théorgmesl et 2 A _ AT est une matrice non inversible

det(A — AT) =0 (V) |

Ainsi, A est une valeur propre si et seulement si A satisfait (©). Autrement dit, les valeurs
propres sont les zéros du polyndéme caractéristique. Par conséquent

ox(A) = {X € R : det(A — A]) = 0}

f1te

11

Si A est une valeur propre, alors (<)) montre que 'espace propre F) est ¢gal a Ker(A—AT).
Autrement dit, ’espace propre associé a la valeur propre A est en fait le noyau de la
matrice A — Al.

E\ =Ker(A— AI)

Cela reste vrai méme si A n’est pas une valeur propre, car dans ce cas E) = {0}.

Remarques

1. Si V est de dimension n, 'application liné¢aire f : V — V admet au plus n valeurs
propres. Ceci provient du fait qu’un polynéme de degré n admet au plus n zéros.

2. On a Ey = Ker(A — 0I) = Ker(A). Ainsi si A n’est pas inversible, alors 0 est une
valeur propre de A et le noyau de A, Ker(A), est 'espace propre associ¢ & 0.

3. L’ensemble des points fixes de Papplication associée a la matrice A est 'espace
propre associé & la valeur propre 1, qui est By = {v € V : Av =v} = Ker(A — I).
6.8.2 Invariance par changement de base

Le polynéme caractéristique et donc le spectre sont invariants par changement de base.

Preuve

Puisque le spectre est 'ensemble des zéros du polyndme caractéristique, il suffit de mon-
trer que ce dernier est invariant par changement de base. Dans le contexte d’un change-
ment de base, on a la relation suivante.

A= PAppP!
Donc pa(A) = ppa,p-1(A) = det(PArP™' — AXI) = det(PArP™' — PAP™)
= det(P(Ap — AI)P™Y) = det(P)det(Ar — ) det(P~1) = det(Ar — AT)
= pay(A) L



326

6.8.3 Le théoréme de Hamilton-Cayley (sans preuve)

Soit A une matrice carrée et pa()) son polyndéme caractéristique. Alors, on a pa(A) = 0.

Une autre formule pour inverser les matrices

Soit A une matrice carrée inversible. Par le théoréme du déterminant, on a det(A) # 0.

Ainsi, pa(0) = det(A — 0I) = det(A) # 0.

Donc pa(A) = a, A" 4 Ay A" agA? +a A+ ag avee ag # 0. Par Hamilton-Cayley,
on a
pa(A) = a, A" + A 1 A" 4 @ A2 a At agl =0

Ainsi, en multipliant par A™!, on a
(.L.”An_l —+ ap, 1An_2 4t aA+al + (JL{)A_I =0

Par conséquent, comme ag 7 0, on obtient

A_l - G,i (_UmAn_l - an—lAn_z S - 0.‘.214 — G,-l_ir)
0

6.8.4 Diagonalisation
Définition -

Soit V un espace vectoriel de dimension finie n. Une application linéaire f : V — V est
dite diagonalisable s’il existe une base de V telle que la matrice de f écrite dans cette
base soit une matrice diagonale.

Critére de diagonalisation

Une application f : V — V est diagonalisable si et sculement s’il existe une base de V'
formée de vecteurs propres.

Preuve

Si f est diagonalisable, il existe une base de V dans laquelle la matrice associée est
diagonale. Comme les colonnes de la matrices sont les images des vecteurs de base, alors
on constate que les vecteurs de base vont sur un multiple d’eux-mémes. Par conséquent,
chaque vecteur de base est un vecteur propre.

Pour la réciproque, on suppose qu’il existe une base de vecteurs propres. Dans cette base,
la matrice associée & f est diagonale puisque les colonnes de la matrices sont les images
des vecteurs de base et que ces derniers vont sur un multiple d’eux-mémes. [ ]

Une utilité de la diagonalisation

Si A est une matrice diagonalisable, alors on peut calculer A™ pour tout n € N. De plus,
si A est inversible, alors on peut calculer A™ pour tout n € Z.

En effet, par un changement de base, on a A = PDP™! ott D est une matrice diagonale.
Ainsi, on a

A" = PD"P! ¢t si A est inversible A= PD"P~' pour tout n € N
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6.9 Algéebre linéaire dans les espaces euclidiens

Un espace vectoriel V est dit euclidien s’il est de dimension finie et est muni d’un produit
scalaire. On va se restreindre aux espaces euclidiens R™ muni du produit scalaire usuel.

Deéfinition

La transposée d’une matrice A de taille n X m, notée A, est la matrice de taille m x n
obtenue en effectuant une symétrie par rapport a la diagonale de la matrice A. Ainsi les
lignes de *A sont les colonnes de A et les colonnes de A sont les lignes de A.

t a1 ar2 -+ Q@
’ ’ b 1 Q21 431 0 Gpa
Qa1 Ggg - a‘?,'m.
A — o ar2 Qz2 Q432 -+ 0Op2
= azn asz2 - G3m =
1m Aam A3m °° Oam
an,l Qpn2 - a‘n,m

On peut aussi parler de la transposée d'un vecteur puisqu’un vecteur cst une matrice qui
ne posséde qu'une colonne.

Le produit scalaire est un produit matriciel

Remarquons que le produit scalaire peut étre écrit comme un produit matriciel

Uy o Uy = 1"U]’U2|

n
- Y2
En effet, vy = (;:c] Lo - - :z:ﬂ) Y =11 + ToYs + o+ TpYn = V1 e Vo,

Yn

6.9.1 Propriétés de la transposée

-

Premiére propriété

Soit A et B deux matrices (non forcément carrées). Alors (AB) = 'B'A.

Preuve

Soit A une matrice de taille n x m et B une matrice de taille m x &k (afin que le produit
matriciel soit réalisable). La matrice C' = AB est de taille n x k.

Posons A = (a;;), B = (bjx), C = (cix)- On sait que le produit de deux matrices
s’effectue ligne par colonne. Ainsi, on a

m.
Cik = Z i jbj k
j=1
Si ¢; 1, est le coeflicient de la i-iéme de ligne et de la k-iéme colonne de C, alors le coefficient
de la k-iéme ligne et de la i-iéme colonne de 'C' est noté ¢ ; et on a éx; = ¢; . En utilisant
la. méme notation pour les coefficients de A et B, on a | |

i I

m
Cg)kz E a-mbj?k — Ek,?j: E aj’q;bk,j — Ek,i: E hk,j&j,i
i=1

i=1 j=1

Ainsi, on reconnait le produit matriciel 'C = '‘B'A. []
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Deuxiéme propriété
Soit v et w deux vecteurs dans R™ et A une matrice de taille n x n. Alors

Avew =ve Aw

Preuve
Par définition, on a Av e w = *(Av)w. On applique la premiére propriété et on trouve
Avew = HAv)w = (W'A)w = v(*Aw) = v« "Aw
Il
Troisiéme propriété

Soit A une matrice carrée. Alors det(A) = det(*A).

Preuve

Par opérations de lignes, on transforme A en une matrice triangulaire 7" (avec des zéros sur
ou sous la diagonale). Les opérations de lignes peuvent s’exécuter par des multiplications

matricielles. done
T=FELE, {--+-FE;F A

Ainsi
E‘.T — tA ﬁEl ith L. tEﬂ.—l tEn

En utilisant la propriété fondamentale du déterminant, on a
det(T) = det(E,) det(E,—1) - - - det(Esy) det(Er) det(A)
det('T) = det(*A) det('E,) det(‘Ey) - - - det(*E,—1) det('E,,)

Comme les matrices T' et *T" sont triangulaires et ont les mémes ¢léments sur la diagonale,
leur déterminant sont égaux. Quant aux déterminants des matrices d’opérations de lignes,
les opérations de lignes qui ne sont pas des permutations de lignes ont aussi leur matrice
sous forme triangulaire et les permutations de lignes ont une matrice qui est égale a leur
transposée (elles sont symétriques par rapport a la diagonale). Donc

det("T) = det(T) et det('E;) = det(E;)
Par conséquent, on a

det(T) = det(E,)det(E,_)---det(Ey)det(E;) det(A)
I :
det(T) = det(*A)det(E;)det(Es) - - - det(E,—,) det(E,)

Dong, en simplifiant, on a det(*A) = det(A). On peut simplifier car les matrices d’opéra-
tions de lignes sont toutes inversibles et ainsi leur déterminant est non nul.  []
Conséquence

On peut donc aussi développer les déterminants sclon la premiére ligne (qui est la premicre
colonne de la transposée).
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6.9.2 Bases orthonormées

Soit E un espace euclidien de dimension n (penser & R™ et & son produit scalaire) et
S = {ey,eq,...,€,} une base de E. On dit que S est une base orthonormée si

€ie€j = 0i;
ou 0; ; est le symbole de Kronecker :

. {O sid##j.

TN 1 sii=j.

On définit la norme d'un vecteur v & I'aide du produit scalaire comme suit :

lv]| = Vvev

On définit aussi ’angle entre les deux vecteurs v et w par la formule suivante.

Uew

|- flwl

cos(£L(v,w)) = ”

Ainsi une base est dite orthonormée si la norme de chaque vecteur est égale a 1 (car
e; e e; = 1) et si deux vecteurs différents sont perpendiculaires (car €; o ; = 0).

6.9.3 Les isométries vectorielles
Deéfinition

Soit E un espace euclidien de dimension finic n. Une application linéaire f : B — E
P PP

qui conserve le produit scalaire est appelée une isométrie vectorielle. La conservation du

produit scalaire signifie que

f(v) e f(w) =vew pour tout v,w € £

Les isométries vectorielles préservent aussi les normes

Par définition, une isométrie vectorielle conserve les produits scalaires. Par conséquent,
elle conserve aussi les normes. En effet :

[[Av| = VAve Av 2 o ev = |v]|

Lemme

Si les vecteurs sont exprimés dans une base orthonormée et si v ¢« Aw = v « w pour tout v,
we F, alors A= 1.

Preuve

Notons e; les n vecteurs de la base orthonormée. On a

mn

n n
H H ¢ H
51'-.3‘ = ECj . 63,' — € (Aej) = £; e E a,;c,jek = E (Lk,j: (Bi . Bk) = E ak,_?-ai,k = G;i:j
k=1 k=1

k=1

Donc a;; =1 et a;; = 0 si i # j. Ce qui montre bien que A=1. []
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Théoréme

Soit £ un espace euclidien de dimension finie n et une application linéaire f : £ — FE.
Alors f est une isométrie vectorielle si et seulement si la matrice A associée & f écrite
dans une base orthonormée de F satisfait les trois conditions équivalentes

i) tAA=1 i) Al =t i) AA=1T

Une telle matrice est appelée matrice orthogonale.

Preuve

Si f est une isométrie vectorielle, alors en utilisant les propriétés de la transposée, on a
vew = Ave Aw = v e ‘AAw pour tout v, w € E. Dong, par le lemme (et le fait qu’on
travaille dans une base orthonormée), on a *AA = I. Cela montre que A est inversible et
on a ainsi A™' = *A.

Pour la réciproque, puisque ‘AA = I, on a Av e Aw = ve "AAw = v ew. Ainsi A est la
matrice d’une isométrie vectorielle. []
Proposition 1

Soit f une isométrie vectorielle de matrice A, alors det(A) = +1 et or(A) C {£1}.

La derniére expression signific qu’il ne peux pas y avoir d’autres valeurs propres que +1
ceci n’exclu pas que og(A) = 0.

Preuve

1. Si A est la matrice associée a I'isométrie vectoriclle f écrite dans une base ortho-
normée, on a I = *AA. Par conséquent

1 = det(*AA) = det(’A) det(A) = (det(,s—‘l))2 < det(A) = £1
2. Soit A une valeur propre, alors il existe v # 0 tel que Av = Av. Donc

iso. v#£0
loll = [[Av|| = W] = Al - flv]] &= [A[=1 <= A==%1

Proposition 2

Soit A une matrice orthogonale telle que og(A) = {£1}. Soit vy € Ey et v_y € E_;.

Alors vy Lv_;.

Preuve

iso.
Ona mev_; = Avie Av_1 =11 e (—_'U_]_) = VyeVU_1 = —(’U]_ . 'U_1)

<= 21 ev-1)=0 <= vev_; =0 <= vilv, O
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Théoréme de classification des isométries vectorielles du plan

Soit f une isométrie vectorielle du plan, alors :

1.

2.

Son déterminant vaut 1 si et sculement si f est une rotation du plan. De plus, il
existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est

( cos(a) —sin(c) )

sin(a)  cos(a)

Son déterminant vaut —1 si et seulement si f est une symétrie orthogonale. De
plus, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de f est

(7o 1)

Preuve

Grace & la proposition 1, on sait que soit det(A) = 1, soit det(A) = —1. Le théoréme est
donc bien un théoréme de classification.

1.

«=»
Si A est la matrice associée & 'application linéaire f écrite dans une base orthonor-
mée, on a A~ = A

. . ) b
Puisqu’on est en dimension 2, on peut poser A = ( i p )

ta [ a ¢ A=l _ d —b
A_(b d) A _(*rz a)

La formule pour l'inverse nécessite le fait que det(A) = 1. Le lecteur pourra la
vérifier en la multipliant par A ou en appliquant la formule de la page 56.

On a ainsi

Comme A7 = *A, on peut affirmer que a = d et ¢ = —b. Ainsi

a —b
A:(b a,)

Donc det(A) = a? +b* = 1. Cela montre que le point (a;b) est sur le cercle trigono-
métrique. Par conséquent, il existe un angle a € [0, 27| pour lequel on a cos(a) = a
et sin(a) = b. La matrice A s’écrit donc de la maniére suivante.

1= (e o )

Il s’agit de la matrice de rotation a centrée en 0.

L

Si f est une rotation du plan d’angle « (centrée en 0, car f est lin¢aire), alors,
comme les colonnes de A sont les images des vecteurs de base, dans n’importe
quelle base orthonormée, la matrice est

- ( cos(a) —sin(e) )

sin(a)  cos(a)

On a donc det(A) = cos?(a) + sin*(a) = 1.
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2. ¢<=»
Si A est la matrice associée & 1'application linéaire [ écrite dans une base orthonor-
mée, on a A7 = A

& g : : a b
Puisqu’on est en dimension 2, on peut poser A = ( i @ )

A a c i —d b
4=(53) (7 =)

La formule pour I'inverse nécessite le fait que det(A) = —1. Le lecteur pourra la
vérifier en la multipliant par A ou en appliquant la formule de la page 56.

On a ainsi

Comme A~! = *A, on peut affirmer que a = —d et ¢ = b. Ainsi

a b
a=(§ -2

Donc det(A) = —a? — b? = —1. Par conséquent a® + b* =1 ().

Cherchons les valeurs propres en cherchant les zéros du polynémes caractéristique.

a— A b
det(A—AI)=0 b _a_/\‘w(l

— —(a—AN(a+))-v¥=0

= N-a-b0=0

= N=a+r%1

< A==1
On a donc deux valeurs propres A =1 et A = —1. Prenons v; un vecteur propre de
longueur 1 associé & la valeur propre A = 1 et v_; un vecteur propre de longueur 1
associé & la valeur propre A = —1. Par la proposition 2, {v_;,7v;} est une base

orthonormée. Dans cette base A s’écrit

-1 0
a=(7% 1)
“E=»

Si f est une symétric orthogonale, on se place dans la base {v;,v5} ol vy est
un vecteur de longueur 1 orthogonal 4 I'axe de symétric ct vs est un vecteur de
longueur 1 paralléle & I'axe de symétrie, alors, comme les colonnes de A sont les
images des vecteurs de base, dans cette base orthonormée, la matrice est

=(9)

On a donc det(A) = —1. Ul
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Théoréme de classification des isométries vectorielles de I’espace

Soit. f une isométrie vectoriclle de 'espace, alors :

i

Son déterminant vaut 1 si et seulement si f est une rotation de I'espace autour d’un
axe de rotation. De plus, il existe une base orthonormée dans laquelle la matrice de
f est

1 0 0

0 cos(a) —sin(a)

0 sin(a)  cos(a)

Dans ce cas, I’axc de rotation est égal a l'espace propre F; (associé a la valeur
propre 1) si 'angle n’est pas un multiple pair de «. Si 'angle est un multiple pair
de 7, alors Ey = R? et f est en fait 'identité.

Son déterminant vaut —1 si et seulement si f ecst la composition d’'une rotation
autour d’un axe de rotation et d’'une symétrie orthogonale dont le plan de symétrie
est perpendiculaire & I'axe de la rotation. De plus, il existe une base orthonormée
dans laquelle la matrice de f est

-1 0 0
0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a)  cos(a)

Dans ce cas, I'axe de rotation est égal a 1'espace propre E_; (associ¢ a la valeur
propre —1) si I'angle n’est pas un multiple impair de 7. Si I'angle est un multiple
impair de 7, alors £_; = R? et f est en fait une symétrie centrale.

Preuve

Grace a la proposition 1, on sait que soit det(A) = 1, soit det(A) = —1. Le théoréme est
donc bien un théoréme de classification.

1.

L=»
Si A est la matrice associée a application linéaire f écrite dans une base orthonor-
mée, on a A7 = 'A.
ay1 Q12 aig
Puisqu’on est en dimension 3, on peut poser A = | as1 a2 ado3
31 Q32 dAz3

Les valeurs propres sont les zéros du polynémes caractéristique. On a

ay — A 1,2 1,3
pa(A) =det(A - M) =0 << Qg1 G2 — A Qa3 =
as1 Gsz2 azs — A

Sans faire de calculs, on remarque qu'il s’agit d'un polynéme de degré 3, de coefli-
cient dominant —1. Disons

pa(A) = =23 + A2 + P A + po

En remplagant A par 0, on trouve que po = pa(0) = det(A) = 1.
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Ainsi le polynéme caractéristique est

VIR fea®

pa(A) = =N +p A +pA+1

On sait par la proposition 1, que ce polynéme
ne peut s’annuler qu'en A = —1 ouen A = 1.

Or, 1) pa est une fonction continue
2) pa(0)=1
3) lim ps(A) = —o0
A—too

Donc pa(A) doit s’annuler en A = 1.

Ainsi, on sait que A = 1 est une valeur propre. Soit v un vecteur propre de lon-
gueur 1 associé & cette valeur propre. On peut facilement construire un vecteur w;
de longueur 1 orthogonal & v. Ainsi, en posant ws = v A w, on obtient une base
orthogonale {v,wy, ws} de R™. Dans cette base, la matrice A s’éerit

0 0
a

A= b
: d

o O =

En effet, comme v est un vecteur propre associé & la valeur propre 1, son image est
lui-méme (ce qui explique la premicre colonne). Tandis que, comme f est une iso-
métrie, les vecteurs wy et wy étant orthogonal & v, leur image est encore orthogonale
a v (ce qui explique les zéros sur la premicre ligne). '

: b : :
Comme det(A) = 1, la matrice ( ?’, d ) correspond & une isométrie du plan de
déterminant 1.

On conclut en utilisant le théoréme de classification des isométries du plan.

g

Si f est une rotation de espace d’angle a autour d’un axe (qui passe par 0, car f
est linéaire), on se place dans la base {vq,v2,v3} ol v est un vecteur de longueur 1
paralléle & 'axe de rotation, v, est un vecteur de longueur 1 perpendiculaire & v, et
v3 est donné par vy = vy A v, afin d’étre un vecteur de longueur 1 perpendiculaire
a v et vs.

Ainsi, comme les colonnes de A sont les images des vecteurs de base, dans cette
base orthonormée, la matrice est

1 0 0
A=1 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a)  cos(a)

On a donc det(A) = cos?(a) + sin®(a) = 1.



335

2. «=»
Si A est la matrice associée a ’application linéaire f écrite dans une base orthonor-
mée, on a A1 = A,

01,1 @12 d13
Puisqu’on est en dimension 3, on peut poser A = | a1 a22 dg3
31 dz2 033

Les valeurs propres sont les zéros du polynémes caractéristique. On a

ay1 — A 1,2 a3
p/l(/\) = det(A — )\ir) =0 < as 1 dg 2 — A as3 =0
Qg1 3,2 a3,3 — A

Sans faire de calculs, on remarque qu’il s’agit d’un polynéme de degré 3, de coeffi-
cient dominant —1. Disons

pa(A) = =X +pa X +pi A+ po

En remplacant X par 0, on trouve que pp = pa(0) = det(A4) = —1.

Ainsi le polynome caractéristique est

pa(X) = =N 4+pA? +pd - 1 ‘\\\N\‘ P

On sait par la proposition 1, que ce polynéme \\g\;}\b\. )
ne peut s’annuler qu’'en A = —1 ouen A = 1. AN X
Or, 1) p4 est une fonction continue T

2) pa(0) =1

3) AEI_IIDUPA(/\) = 400
Donc p4(A) doit s’annuler en A = —1.
Ainsi, on sait que A = —1 est une valeur propre. Soit v un vecteur propre de

longueur 1 associé a cette valeur propre. On peut facilement construire un vecteur
wy de longueur 1 orthogonal 4 v. Ainsi, en posant ws; = v A w;, on obtient une base
orthogonale {v,w;,ws} de R™. Dans cette base, la matrice A s’écrit

-1 0 0
A= 0 a b
0 ¢ d

En effet, comme v est un vecteur propre associé a la valeur propre —1, son image est
—v (ce qui explique la premiére colonne). Tandis que, comme f est une isométrie,
les vecteurs w; et wy étant orthogonal & v, leur image est encore orthogonale & v
(ce qui explique les zéros sur la premicre ligne).

Comme det(A) = —1, la matrice ( (é

) correspond & une isométrie du plan de
déterminant 1.

d

On conclut en utilisant le théoréme de classiflication des isométries du plan.
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L=»

Si f est la composition d’une rotation autour d’un axe (qui passe par 0, car f est
linéaire) et d’'une symétric orthogonale dont le plan de symétrie est perpendiculaire
a 'axe de la rotation (et qui passe par 0, car f est linéaire), on se place dans la
base {vy, vz, v3} ot v est un vecteur de longueur 1 parallcle a Paxe de rotation, v2
est un vecteur de longueur 1 perpendiculaire & vy et vs est donné par vg = vy A vy
afin d’étre un vecteur de longueur 1 perpendiculaire a v, et v,

Ainsi, comme les colonnes de A sont les images des vecteurs de base, dans cette
base orthonormée, la matrice est

-1 0 0
A= 0 cos(a) —sin(a)
0 sin(a) cos(a)

On a donc det(A) = —( cos?(a) + sin*(a)) = —1.

Proposition 3

Une matrice A de taille n x n est orthogonale si et seulement si ses colonnes sont ortho-
normeées.

Preuve
On a
tvl
t
[ |
A = I I et A= |lwv || v Uy,
tU?l
Ainsi
VyeUy UpeUz Uy e Up
Ug o] Uge Uy Vo eV
t A fl — 2 1 n
Up oV Upe Uy Up, ® Up,

Par conséquent, on a

A est orthogonale <= fAA=1T

= VieU; = <L-,j <= les vecteurs v; sont orthonormés

O
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6.10 Les axiomes d’un espace vectoriel

Un ensemble V est un espace vectoriel réel® s'il est muni d’une opération interne et d'une
opération externe par des nombres réels.

L’opération interne, souvent notée +, satisfait les propriétés suivantes. En termes mathé-
matiques, on dit que I’ensemble (V] +) est un groupe commutatif ou groupe abélien.

1. L’addition est une opération interne, c¢’est une application qui transforme deux
éléments de V' en un élément de V.

+ : VxV = V
(v1,v2) = v+ V2
2. L’addition est associative. Cela signifie que pour tout vy, vs et v3 dans V, on a
(v1 4+ v2) + vz = v1 + (v2 + v3)

Cette régle signifie que 'on peut écrire une somme de trois vecteurs sans mettre de

parenthéses.
3. Il existe un élément dans V' qui joue le réle du zéro, noté 0 et appelé 1'élément

neutre tel que pour tout v € V on a

O+v=w

4. Pour chaque v dans V, il existe un ¢lément de V', noté —v et appelé I'opposé de v,
tel que
v+ (—v) =0
5. L’addition est commutative. Cela signifie que pour tout vy, v2 dans V', on a

v+ vy = Uy + 1

L’opération externe, souvent notée -, satisfait les propriétés suivantes. En termes mathé-
matiques, il s’agit d’une action du groupe des nombres réels sur V.
1. La multiplication est une opération externe, c’est une application qui fait agir un
nombre réel A sur un élément v dans V' pour fournir un élément de V.

RxV — V
(ALv) — A-w
2. Pour tout v dans V', on a
l-v=v

3. Pour tout Ay, Ay dans R et tout v dans V, on a
()\]_/\2) U= )\1 . ()\3 . ’U)
Cette régle signifie que ’'on peut écrire A; \yv sans parenthéses (et sans le symbole ).

Il y a encore deux régles de compatibilité entre Popération interne et externe. Ce sont les
régles de mise en évidence.

()\1+/\2)‘?}:A1'?J+)\2"1f
Ar(vp+v) =A-vi+ A vy

5. On peut aussi définir des espaces vectoriels complexes en remplagant R par C dans les régles.
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Des régles ci-dessus, on peut en DEDUIRE les trois régles suivantes
0-v=0 (-1)-v=—v A-0=0

Montrons d’abord que pour chaque vecteur, il n’y a quun opposé possible (les régles
disent a priori qu’il y a en au moins un).

Pour cela, supposons qu’on ait deux opposés d’un vecteur v donné, appelés vy et v,. Il
faut montrer que v; = vy. Or on a '

ntv=0=wv+4+uv

En faisant —v de chaque cdté, on trouve v; = v, (on a le droit car Papplication + est
bien définie et tout vecteur posséde un opposé).

Déduisons maintenant les trois régles énoncées ci-dessus.

1. Soit ve V, on a
0O-v+v=0-v+1-v=0+1)-v=1-v=v

En faisant —v de chaque coté, on trouve 0-v = 0 (on a Je droit car I'application +
est bien définic et tout vecteur posséde un opposé).

2. SoitveV,ona
(-1)-v4+v=(-1)-v+1-v=((-1)4+1)-v=0-v=0
Donc, par unicité de 'oppos¢, on a (—1) - v = —v pour tout v € V.
3. Soit \e RetveV,ona
0=XAv=XAv=XAv+(=DAv=Xrv+A(-1)-v=Xv+A(—v) = A-(v=v) = A-0

Donc, on a 0 = X - 0 pour tout A € R.



