Analyse

6.1 Quelques rappels

6.1.1 Domaine de définition et ensemble des immages

Une fonction de A vers B est une relation qui associe a chaque élément
de A exactement un ¢lément de B, appelé image. Le domaine de
définition d'une fonction f(z), noté D ou Dy, est 'ensemble des
valeurs de z pour lesquelles la fonction est définie, cest-a-dire tels
que f(z) existe. L’ensemble d’arrivée, ou ensemble des images,
d'une fonction est I'ensemble des valeurs que prend la fonction f. Il
s’agit en fait de f(D).

» Exemples :

a. f(z)=- Le domaine est D = ]R\{ 1} car la division par 0 est impossible. L'ensemble-image est
f(D) = R* = R\{0}, car y = 5 n’est jamais égal a 0.

b. f(z)=vaz—-4D=[4;] car la racine carrée d'un nombre négative n'est pas définie. f(D) =
[0; x [ car une racine carrée est positive ou nulle:

6.1.2 Parité d’une fonction

Les fonctions paires et les fonctions impaires sont des fonctions particuliéres qui satisfont des propriétés
de symétrie importantes & connaitre lorsqu’on doit les représenter graphiquement.

Une fonction dont le graphe est symétrique par rapport a l'axe des y est une fonction paire. Pour
cela, il faut que f(—z) = f(z) pour tous les = de son domaine D;. Par exemple, f(z) = cos(z) est une
fonction paire car cos(—2z) = cos(z).
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f(z) = cos(z) g(z) = 2% - 22 h(z) =32 +1
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Une fonction dont le graphe est symétrique par rapport a l'origine est appelée fonction impaire. Pour
cela, il faut que f(—z) = —f(z) pour tous les = de son domaine Dj. Par exemple, g(z) = z° — 2z est
une fonction impaire car —(z° — 2z) = (—z)% — 2(~2). Evidemment la plupart des fonctions ne
sont ni paire, ni impaire ! Par exemple, h(z) = %3: + 1 est une fonction ni paire ni impaire.

o

\

A J

6.1.3 Zéros, exclus et signe d’une fonction

Dans le but de tracer le graphe de la fonction, on s’intéresse a ses mtersectaons avec l'axe des z, qu'on
appelle zéro(s) ou racine(s) de la fonction.

Les zéros de la fonction f sont les solutions de I'équation f(z) = 0. Les exclus d'une fonction sont
les  pour lesquels la fonction n’est pas définie. Ils sont déterminés en méme temps que le domaine
de définition. Le signe d’une fonction peut étre "+*, "0" ou *-". On établit le tableau des signes de la
fonction aprés avoir déterminé ses zéros.



» Exemple :

flz) =35 = ?;}-_’;% On résout alors g(z) | + + i 0 _
a. g(z) =0 = 2 =4, la fonction f(z) admet B
I(4:0) comme unique zéro. h(ﬂi) s 0 + + +

b. h(z)=0=2=1 onaD;=R\{}}

f(:v) - | @ | + 0 -

6.1.4 Fonctions périodiques et période d’une fonction

Parmi les fonctions rencontrées jusqu'ici il en est dont le graphe ““se répete” : il s’agit des lonctions
périodiques. Les exemples connus sont les fonctions trigonométriques ainsi que les combinaisons de ses
fonctions.

La période d’une fonction est le plus petit nombre T tel que f(z + T) = f(z) pour tous les 2 de Dy.
Graphiquement T est la largeur d'une bande verticale du graphe qu’il suffit de connaitre pour connaitre
tout le graphe.

Une combinaison linéaire de fonctions périodiques forme une fonction qui reste périodique. Sa période
est le PPMC des périodes des fonctions présentes dans la combinaison linéaire.

L

» Exemple :

a. Voici ci-contre le graphe d’une fonction pé- —

h
riodique. Sa période T est représentée par j/\-;
les fleches. J __\ L/Q/

¥

b. La période de f(z) = cos(z) est T = 27 car
cos(z + 27) = cos(z) quel que soit z.

6.2 Limites

6.2.1 Notion de limites

La notion de limite permet de d’écrire le comportement d’une fonction lorsque son argument z s'ap-
proche d’une valeur donnée a, ou de l'infini. Elle permettra de définir la continuité d’une fonction et sa
dérivée. La notion de limite est liée au concept de I'infini, ce qui rend sa compréhension parfois difficile.

» Exemple :

z2—12

On considére la fonction f(z) = 3Z=12 dont le domaine est Dy = R\{2} car f(z) n’est pas définie

pour z = 2 (division par 0). Calculons alors la valeur de f(z) pour des valeurs de 2 proches de 2.

1.9 1.99 | 1.999 e 2 e 2.001 | 2.01 2.1

11.7 | 11.97 [ 11.997( .-- (%] oo 12.003 | 12.03 | 123

Nous constatons que les valeurs de f(z) sont proches de 12 lorsque z est proche de 2. On dit que f(z)
tend vers 12 lorsquez tend vers 2. On dit également que la limite de f(z) lorsque z tend vers 2 est
égale a 12. Ceci se note li_}m2 f(z) =12 :

A



6.2.2 Définitions

» Exemples :
e lim2?2-3=1 229 _ i (z-3)(z+3) TEB _
22 o Im ¢ = lim =200 lim(z +3)

s E - =3 —
- 11_% = 400 .;lf:l—»“llm_+m e lim Gall = =%

r—-4

» Exemples :
a. Soit f(z) = Vz - 2. 1ir121 Vz -2 =0 mais lim /z -2 n’existe pas pour des questions de
-2+ ’

T2~
domaine. Ainsi l@z VZ — 2 n'existe pas.
b. Soit f(z) = 3-. lim f(z) =+occet lim f(z) = —oc. Ainsi lim f(z) est indéhme On écrit parfois
z—0+ =0~ z—0

lim ! = +o00
z—=0%

c. Soit f(z) = Fl=T z% f(z) =+oo et ==li__}x(x):_ f(z) = +o0. Ainsi l‘_upof(a:) = 400



6.2.3 Propriétés des limites et résultats importants

. z_m[f(x)‘i‘g(a')] = llm f($)+ lim g(:c) . _a..__ .2'!?'}']09 z" =+4oo,n €N
i bie hm[)& f(:r)] =\ llm f(:c), A e R .;_:_.-i;. | S BE e lim ,n =, n e N
M e s o Lol R e z—++00 :
__,;.‘_hm[f(:c) g(:c)] = hmf(:c) llm g(:r) 'c.‘ mez n Rm i _0 re N :
i BRs ‘- i !( o .‘. - I——00
_ d_ hm 3| = 52e si hm g(:c) ;E 0 d Sl n est. un nombre pair, a.lors
d [LH]‘ Ersinin s i Ln

6.2.4 Fonctions définie par morceaux

Voici le graphe de la fonction sgn(z). Elle est dé-
finie par morceaux de la maniére suivante :

1 si x>0 3
sgn(z)=4¢ 0 s 2=0
=] o Bl e P B A 8 Sossss et
Cette fonction n’est pas continue. Dans notre cas, on a “‘3‘ sgn(z) =1 et lirg sgn(z) = —1. Ainsi
=0~ =0~

li_% sgn(z) n’existe pas. Pourtant f(0) = 0 existe!

Toute fonction qui comporte des valeurs absolues et/ou la fonction sgn est une fonction défime par
morceaux.

» Exemples :

-z+2 siz<2
'f(x)_lxhzi-'{x-2 sinon

2+3z-4 si z €]~ o00;—4]
o 9(z) =22 +3z-4|=|(z+4)(z—4)| ={ —22-3z+4 si z€)4;1]
2+3z-4 si z€|l;00

3z-2 si z€]-o00;§
32 siz=8
sin(z) si z €]8;21]
3 -4  si z€2l;00

e Il est facile d'inventer une fonction définic par morceaux! h(z) =

6.2.5 Limite a 'infini de polynémes

La limite a 'infini d’une fonction polynomiale est égale a la limite a l'infini de son monéme de plus
haut degré. En effet les autres monoémes peuvent étre négligés en regard du plus grand de tous.

» Exemples :

e lim 422 -3z +9= llrn 422 = 400 o lim 72°+122* —z+5= lim 7z2° = —00

I—r+00 Z—»—00 IT——00

6.3 Continuité

6.3.1 Définition

Une fonction continue est une fonction telle qu'une faible variation de la valeur de z induit une faible
variation de la valeur de y. Lorsqu'un petit changement de la valeur de z peut produire un saut dans
la valeur de I'image y, la fonction est appelée fonction discontinue.



Mathématiquement, la fonction f est continue en = = a si }cl-]fi f(z) = f(a)

Une fonction est continue sur un intervalle si elle est continue en toute valeur de I'intervalle. Tres
simplement, on reconnait une fonction continue a son graphe : il a pu étre tracé sans lever le crayon !
Il y a ni trou, ni saut!

» Exemples :

f(z) = 222 est continue sur R.

Toutes les fonctions polynomiales sont continues sur R.

Autres fonctions continues sur R :y = sin(z), y = cos(z), y = |z|, y = 10",...

o oP

g(z) = 1 est discontinue en z = 0.

Il y a en effet un saut dans le graphe : c’est I'asymptote verticale. Cette fonction est par contre
continue sur R*.

e. Autres fonctions discontinues : y = tan(z), fonctions rationnelles....

6.3.2 Types de discontinuités

Il y a une discontinuité en chaque valeur exclue du domaine de définition de la fonction. Les types de
discontinuités sont : une asymptote verticale (AV), un trou ou un saut. .

» Exemples :

a. f(z) =1 a une asymptote verticale en z = 0.

b. f(z) =sgn(z) a un saut en z = 0.

¢ flz)= ’2+2" a un trou en z = 0. Le trou a les coordonnées (0; 2)

6.4 Comportement asymptotique des fonctions rationnelles

De maniére générale, le comportement asymptotique d'une fonction y = f(z) est I'étude de la limite
de f(z) lorsque z tend vers les exclus ainsi que vers les bords de son domaine, généralement +oc.
Cette étude nous renseigne sur la présence d’asymptotes verticales, de trous, de sauts, d’asymptotes
horizontales et d’asymptotes obliques.
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Une asymptote verticale est une droite verticale : son équatioh est de la forme AV : z = a.
Une asymptote horizontale est une droite horizontale : son équation est de la forme AH : y = h.
Une asymptote oblique est une droite : son équation est de la forme AO : y = ma + h.

Dans un premier temps, nous allons étudier le comportement asymptotique des fonctions rationnelles.

6.4.1 Trou ou asymptote verticale

Si z, est une valeur exclue du domaine de la fonction rationnelle f(z) = E&}, cela signifie qu’il y a une
discontinuité dans le graphe en z = z,. Est-ce un trou ou une asymptote verticale ?

En remplagant z par z. dans la fonction f(z), on peut obtenir soit % , Soit %— = %.



e Si lim f(x) = %— = % il v a une asymptote verticale AV : o = .. car
T=+Te

Le tableau des signes de la fonction (ou les limites gauche et droite), nous indique le comportement
de la fonction proche de I'asymptote. Il y a quatre cas.
A.V. A.Vl

A E‘ A ,: A ,i‘ A :

"
L]

\ | R

e Si :li»n:} flz)= %, cela signifie que le numérateur et le dénominateur sont factorisables.
L4

Si f(z) = 23}, alors on peut écrire f(z) = (f_'jj)’_;,ﬂ i’} et le simplifier en f(z) " 2* z-{_: -
lim 2L
z—z. N\T

Ensuite nous calculons la limite IILH; f(z) = . Il y a trois cas possibles.

» e . pilz) __ :E‘: 1 .
a. zange f(2) = zl-l-rn.i}a ﬁ;% = -5~ C’est une asymptote verticale.

. = . pilz == "_u_: . |
b. zan;e f(z) zl-lﬂc ol = o Il faut refactoriser !

iz

ey = nb. C’est un trou! Coordonnées : (z.;nb)

- xl-i—bnz:lg flz)= rlibnzlg

» Exemples :

: =12 __ 1; 3(z—4 Ifd' 3 - .3
® l}_j&ﬁm = ll_I’I}l ﬂﬁﬂ?}tﬁi = zll_Ia ;I-E-_%—g’ = g Le graphe a donc un trou en (4, 7)

6.4.2 Asymptote horizontale ou oblique ou aucune d’entres elles
? . g _ p(z) _ PmI™4+Pm 1™ 4. +p2x24+p1 240

Soit la f?nctlon ratlonnel.le flz) = % e ey < g e o)

“de degré m et n, respectivement.

Nous devons considérer :-l-ir:f:]m f(z) pour déterminer s’il y a une asymptote horizontale ou oblique.

ou p et ¢ sont des polynémes

Comme

: 2 m m=1 : m
lim f(x) = :ll’rjr:loop(x) — :B!:?mpmx i S iR T = :llg:lmpmz = lim pm.'cm
z—too lim g¢(z) lim guz®+gn1z™ 1+ ...+ qz+qo lim g,z z-=c0 g,z"
r—+oo r—+o0 r—+co

le résultat dépend exclusivement des degrés des polynémes!

On a donc,
i i = lim === — i Ly =
e Sim<n,ona 3221‘& f(z) :lir}:lm e 0 Asymptote horizontale : y =0

3 2 3
» Exemple : lim 3£ +7248 — Jim 32, — lim ;% =0
P z—oo0 22°=17z%+6 00 220 z—oo 2%

i = i = Lk mZ™ = Bm i sy = Bm
e Sim=mn,ona - Hrfm f(z) . ‘l:rjrzlm L_w“ o Asymptote horizontale : y = 2=

2 2
Exemple : lim ——-2—,--—-4” —3249 _ |im —,4” = lim —54 = =2
3 P z—o0 —2Z°+D z—00 —2% z—ro0 ~

e Sim>n,ona lim f(z)= lim BEmZ_ —
3 z-):tmf() I—Qi:m q“zn

: 541228 ~x45 : 7z : Tz
» Exemple : lim %4 = lim = lim & =-x
P z-00 8T =2z°+19 Z—4-00 82%  z4—00 8
En résumé, :



Astptote horizontale : Il y a une asymptote horizontale lorsque m < n. Si
- m =n, le graphe de la fonction f admet I'asymptote horizontale y = 0
- Asymptote oblique : Il y a une asymptote oblique lorsque le degré du numé-
- rateur excéde celui du dénominateur de 1, c’est-a-dire si m =n + 1.
B Autres cas : Lorsque m > n+1, il n'y ani asymptote horizontale, ni a.symptote
{50 :obhque L’asymptote dans ce cas est une courbe de degre m —n.

» Exemple : La fonction

623 + Tz2 4+ Tz +4

fl@) = 22 +3

a une asymptote parabolique car le degré du nu-
mérateur moins le degré du dénominateur vaut
9 _

La division polynomiale donne

11
2x + 3

f(z)=32>-z+5-
Ainsi I'équation de I'asymptote est la parabole

y=322-z+5

6.4.3 Asymptote oblique, un exemple complet

Considérons la fonction rationnelle f(z) = 58—, avec deg(p) —deg(q) = 1. Plusieurs questions se posent

lorsqu’on étudie une telle fonction.

a. Equation de 'asymptote oblique. L’équation de lasymptot,e obllcSue est donnée par le quo-
tient de p(z) : g(z). En effet, la division polynomiale donne f(z) = 2 () — ma+h+ —%—5
Comme le degré de r(z) (le reste peut étre un polynéme ou un nombre) est plus petit que le degré

de g(z), nous avons xlirilw =7 = 0. L’équation de I'asymptote oblique est alors y = ma + h

Eventuelles intersections entre f et son asymptote oblique. Pour répondre a cette ques-
tion, on doit résoudre I'équation f(z) = mz + h, c’est-a-dire mz + h+ ;—% = mx + h. L'éventuelle
intersection est donc trouvée en résolvant r(z) = 0.

Déterminer de quelle maniére la courbe s’approche de son asymptote! Ce peut étre par
le haut, ou par le bas! Cette question est aussi & se poser dans le cas des asymptotes horizontales.
Le signe de %E% lorsque z — 400 et = —oc nous donne la réponse. Ainsi nous pouvons établir

. T
le tableau des signes de 3};}.

(Pour cette derniére question, une autre méthode existe. Comme nous le verrons dans la suite du
cours, le signe de la dérivée seconde (f"(z)) lorsque x — oo indique la convezité de la courbe.
Nous en déduirons si elle est en-dessus ou en-dessous de l'asymptote.)

» Exemple : Etudions la fonction f(z) = _gﬁi—i

-2z
Domaine : Comme 73 - 222 =0= 23 - 222 =2%2(x-2) =0,0onaz; =0et 75 = 2,
et donc
D = R\{0;2}
Exclu z; =0: lim f (z) = "§” = >. Asymptote verticale (AV) : z =
llm f(2)=" 4 "=-coet lim f(z)=" 4 P= =00

=0~ =0+



Exclu 2 =2: lim f(x) = "‘%" = factorisation
r—2

at —5224+4  (2-2)(a*+22%—2-2) F2 T 34222 -z -2
3 —-222 (z — 2)a? &3

flx) =

: . 234908 o :
r—2 T2 =
AO.?7AH?: Comme “m —n = 1", on sait qu'il y a une asymptote oblique. Trouvons son
q
équation :

— 52244 | 23 —2x2

- (@*-22%) z+2 done, y =z + 2+ S5t
22° - 52% +4 AD:y=a2+2 o
— (22 — 42?)

-2%2+4

Etude du reste : Le reste est g(z) = ;'3’:221:%.

En factorisant, on obtient g(z) = E:,%’;‘_%fl 22 5_;_“53

Les zéro(s) sont : g(z) =0 =z = -2. f(-2) =

L’unique intersection entre I'asymptote oblique et la courbe : I (=2;0)

xl_ig;c f(z) =0, la courbe est sous I’AO lorsque z est proche de oo
Em f(z) = 0%, la courbe est sur ' AO lorsque z est proche de —a¢

x =0

A 7
ya

Gra-phe : ‘ ' .

/

6.5 Asymptote horizontale ou oblique, cas général

Soit la fonction y = f(x).Si f est une fonction rationnelle, nous savons facilement déterminer le com-
portement asymptotique. Qu’en est-il lorsque f n’est pas une fonction rationnelle ? Voici une méthode
générale pour traquer les asymptotes horizontales et obliques. Décidons tout d’abord que 1’équation de
l'asymptote est y = mz + h. Si m = 0 cela signifie qu’elle est horizontale, et elle est oblique (et de
pente m) sinon.y = mz + h est I'asymptote de la fonction y = f(z) si Jim_f (z) — (mz +h) =
Déterminons la valeur de m, en utilisant une des méthodes présentées ci-dessous :

1*"¢ méthode pour obtenir m : ;
Comme lim f{z) = lim (mz +h), on a lim f(z) — mz — h = 0. En divisant par z, on trouve

lim L@—‘z——-— 0= lim Lu—m—;: lim ﬁz—l— lim m - lim ’—1- lim —&l—m.
I—00 I—00 I—$00 —300 :l:—-l-oox I~—00
Wd —
m 0

Ainsim = lim £&).
I—00



28¢ niéthode pour obtenir m :
Cette méthode fait appel a la notion de dérivée qui sera étudié dans la suite du cours. Si f tend
vers la droite y = mx + h, cela signifie que la pente de la tangente a f tend vers la pente de
'asymptote y = mx + h, pour z — .
Ainsim = lim f(z)
Meéthode pour obtenir A :
Si m est égal a” +00, il n'y a ni asymptote horizontale, ni oblique. Si m = 0, on a une asymptote
horizontale et si m € R* on a une asymptote oblique.
Nous dcvons alors déterminer la valeur de h :

lim f(z)-mz—-—h=0 — llm f(a,) mer=h—-oh= zli{lz}c(f(m) - mzx)

=00

» Exemple :
Donner les équations des asymptotes de la fonction f (:c) VazZ+pz +q.

1 siz >0
Pour rappel, Vz2 = |z|. Ainsi ‘/_ ‘? ={ nd. siz=0.
-1 siz<0

a. Etudions lim f(z). Avec la 1°7¢ méthode :

_ z2+pr+g . z24pr+q _ P _ P.an_
m= i Y= i RS rE-d = | (1424 ) -1

’

1
Il y a donc une asymptote oblique de pente 1.

h=lim () -2 = Jim (VT Ta-a) YR

T—+00
— 1 z? +pr4g-z? +q _ pzt+q _
_zﬂl--l-r-lm ;;:2+px+q+:: = IHEEGO z|+z :Lufoc g
Asymptote oblique (a droite) : y =z + &

b. Etudions lilP i)

= lim YEIEN_ gy o [

I—+—00 ——00

. . p q
—_— s, E_ — — —— . — — —
= lim 1/1+ %4 = lim (1.+ + 2)— Vi=-1

"

1

= lin_(f(2) - (-2)) = lim_(VaT¥patg+z) Yoims

z2+pr+q-z
i 7_1ﬂ_z__=’+ +g_z? im = lim 2= P
—— = — m = -
:RlPoo z24pr4q-z :lelx T)=% xli+oo —2z 2
Asymptote oblique (& gauche) : y = -z —§

Ainsi la fonction f(z) = \/z% + pz + ¢ posséde les asymptotes y = |z + §|.
» Exemple :
V&, AEEDZ

f(z) = V22 +3z-10 \ < 4 7 /’

Y L
Domaine : Les zéros de z? + 3z — 10 sont z; = 2 \ N | A /|
et T2 = —5. Donc \ N ¥ /
| N [
D =R\] -5;2 " .
8 | 46 | 44 | 2 ) |

Asymptote oblique y = I:z: + %|



6.6 Limites de fonctions trigonométriques
Voici quelques limites faciles & calculer :

lim tan(z) = 400 lim tan(z) = -oc lim tan(z) = non définie.
- £

- L x

I1 est par contre plus difficile de calculer les limites suivantes

. sin(x , . tan(z . . 1
lim (z) =? lim -—-(-—) =7 limz-sin{ -} =?
z—0 2 r—0 T -0 b

Essayons de calculer ces deux derniéres limites...

Soit le cercle trigonométrique et un angle positif en
radians z.
On peut alors écrire les inégalités d’aires suivantes :

1 -sin(z) _ sin(z) < Z o 2=%c 1-tan(z)  tan(z)
2 2 "2 - 27 2 2
Ainsi |

sin(z) < z < tan(z)

Divisons par sin(z) (Comme sin(z) >0), on a :

< <
~ sin(z) T cas()
Prenons I'inverse (il faut allors changer le signe de l'in-
égalité) :
% 5 sin(z) 5 1

xz ~ cos(x)
Prenons enfin la limite x — 0 :

lim 1> lim 882 > lim - <« 1> lim $2Z > ] d%ot lim $R% —1,
=0+ z—0+ F z—0+ C08% =0+ % =0+ T

Un raisonnement similaire, pour un angle négatif en radians z peut étre fait. On obtient alors
lim 8% =1

z—0- *

On a alors

lim 822 — Jim S8Z — ] et donc lim S22 = g
z—=0- * z—=0+ * z-0 *

z0 T  z40 < _z—}ﬂmtzj_z—b{) > -:c—+0°°’3
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% "4&‘25— Pk T a0 e ot R 3
Preuve
Comme sm( )l l,ona |zsin (%)l < |z|, done - |z| < |J:sm( )| < |z] Comme hm Izl =0,
onal< |J:sm (l)l <0etdonc limz sin (l) =0 C
+ z—0 z

Pour T 0 = snn(:r) ~z et tan(::) =~z

> Exemple : lim nldz) _ = lim % 3z _3

6.7 Dérivée

6.7.1 Définition

Az est la différence selon x

e Ay est la différence selon y, correspondante au
Az

® %g est le taux d’accroissement moyen

e Lorsque Az — 0 on obtient le taux d’accrois-
sement instantané.

e Si on dérive la fonction y = f(z), on obtient
une nouvelle fonction que est y = f'(z).

e Si on dérive la fonction y = f’(z), on obtient la
dérivée seconde qui se note y = f"(z).

o Géométriquement, la valeur de f'(z) en z = a

(c'est-a-dire.f'(a)) est la pente de la tan-

gent a la courbe y = f(z) en son point A(z; f(z))

d’abscisse z = a. En effet,en prenant la limite

Az — 0, la sécante passant par A et B devient ’ ::.-:+Ax

la tangente en A. Ainsi la pente de la tangente ™

est-elle la limite, lorsque B s’approche de A, de

la pente de la sécante %_!:i car pour que B s’ap-

proche de A, il faut que Az — 0 (Az devient

de plus en plus petit).

B(z + Az; f(z + Ax))

Concrétement, si f est la fonction qui indique la distance parcourue par un véhicule en fonction du
temps z, alors Ay la différence de distance divisée par le temps Az donne la vitesse moyenne sur
I'intervalle de temps considéré. Si 'intervalle de temps est trés petit, la vitesse moyenne devient vitesse
instantanée. Ainsi la dérivée de la position est la vitesse ... et la dérivée de la vitesse est 1'accélération.



6.7.2 Calcul de la dérivée en 4 étapes

La fonction dérivée f'(x). dérivée de la fonction y = f(x),est obtenue en 4 étapes :

. Etape 1 : Calculer f(z + Az)

T .

_I?}tape 4: Ca.!culer f (;1:) ];130 35 :

. 'f._-;_.Etape 2 : Calculer Ay = f(z + Az) - f(x)
.'Etape 3 : Calculer -&:ﬂ - L(ﬂf)_‘ﬂ?l

» Exemple : Si f(z) = 22 alors f(2) = 2x. En effet,

A *"'.Etape L f(z: + Az) = (z+ A$)2 = +2:z: Aa:-.-+ Az?
_' .' 2 Y ¥ 2 (1 r

6.7.3 Equation de la tangente et de la normale a la courbe en un point donnée

Soit la fonction ¥y = f(z). La pente de la tan-

gente a cette courbe au point d’abscisse z = a

est donnée par f’(a). Les coordonnées du point

de tangence sont (a; f(a)).Grace a ces deux in-

formations, il est possible d’établir I'équation de

la tangente & la courbe en z = a, sous la forme

cartésienne explicite : y = mz + h. Il est égale-

ment possible de trouver I'équation de la normale

a la courbe en z = a.

e Calculer I'ordonnée du point de tangence : f(a)
Point de tangence (a; f(a))

e Dériver la fonction f/(z), puis calculer la pente
de la tangente m = f'(a).

e La tangente est donc ¥ = maz+ h,avec m connu.
La valeur du décalage h s’obtient en substituant
les coordonnées de (a; f(a)) dans

y=f(a) - z+h

e Pour la pente de la normale, utiliser m-n = —1
avec n la pente de la normale puis calculer la

valeur du décalage comme au point précédent.

» Exemple :

Etablir ’équation de la tangente t et 1'équation
delanormalenay=z%enz = -3 :

o A(-3; f(-3)) = A(-3;(-3)%) = A(-3; 9)

o fi(z)=2z>m= f'(-3)= -6
et:y=-6z+h—->9=184+h o> h=-9

t:y=-6z-9

® —ﬁ-n=—1—>n:y=%z+b—>9=—%+b

-
L -]

_ g 99
e L
i A____...-:"‘-_F_
'r-ﬂ""'-__‘ 1'1\
-

)— = .E_)J

o]

=R

6" 797 _______.—-ﬁﬁ’

wp

L+




6.7.4 Dérivée de la fonction y = sin(x)
Pour établir ce résultat, nous utiliserons les résultats

a. ]in(nJ ‘-’ELE—"Q = 1 (valable uniquement pour un angle z en radian!)
L= * f

b. sin(a + 8) = sin(a) cos(3) + cos(a) sin(,3)

c. lim =33l ¢
Ar—0
Commencons par vérifier ce dernier résultat.
. os(Az)=1 _ . os(Az)=1 cos(Az)+1 _ . cos?(Az)-1  _ s —sin?(Az)
Al;rﬂo i Ar _Ali,n_lmc Ar T cos(Bz)+1 Al:l:EU Az-(cos(Az)+1) — _\1;130 Az-(cos(Ax)+1)
R T —sin(Azx)-sin(Az) _ 1. —sin(Az) _sin(Az)
= Alﬂio Az-(cos(B)+1) Al;’l‘m Az cos(Bz)+1
- lim —sin(Az) I sin(Az) -
Az-0 Az aAz—0cos(Az) +1
=1 =0
Par définition : f'(z) = lim L'AA’Q_—I(Q
Az—0 =
Ay =sin(z + Az) — sin(z) & sin(z) - cos(Az) + cos(z) - sin(Az) — sin(zx)
=sin(z) (cos(Az) — 1) + cos(z) - sin(Az)
%ﬁ =sin(z)(cas(Az)—A}?ms(:}.Sin(A:) - sin(z:) . mgg:}-l 3 COS(:B) . singgz[
i Tk . . cos(Az) -1 . sin(Az)
Fio) = fio, &5 =einle) - Jin, = ar PR lm, =g =0l
=0 (;ar c.) =1 (par a.)
Important
_&Q;@:@ﬁ*’ 3

Pourquoi en radians ? Plusieurs raisons!
e Le résultat li_% ’-’-’%5}- = 1 utilisé dans la preuve de ce résultat est valable uniquement pour un angle
2 _

z en radian.
e Au point (0 ;0), la pente de la tangente au graphe doit valoir f'(0) = cos(0) = 1 ce qui n’est pas le

cas si on représente le graphe avec des angles en degré!

La pente en z = 0 vaut 55- La pente en 2 = 0 vaut 1.

Equation de la tangente ¢, : y = 155 - Equation de la tangente to : y =z

i A ¥

f Pl
| 4, 1] t2 -

-

6.7.5 Dérivée des puissances de

Nous savons que la dérivée de z =z! est 1 = 2°, que celle de 22 est 2z, et que celle de z3 est 3z2.
Nous en déduisons, avec raison, que '




Preuve :

Calculons préalablement (& + Az)" Ona
(z+A2)" = (z+Az)-(z+Az) (2+Az)-.. (@+Az)=2"+2" - Az-n+2" 2 A2? . +.. - S

divisible par Ax?
et donc par la définition de la dérivée

%40
(.‘L‘")’= Bm :E'I'A;: T
Ar—0
- ‘ l"_ n 5 " er"T rn+r"” " + <+ -r
_hm 24+ Az P lml n n=-l o n=2 A2 Axr" n
Az—0 Az Az—0 ax
n -1 n=2 2 W i o) 5 - o
= lim % A’"*""Af’ +...4+82" = Jim ! p4 2" 2. Az ... 4.+ A2 = . "1
Az—0 Az—0 s ¥

divisible par Az

0

En réalité, ce résultat n’est pas seulement valable pour n € N, mais également pour n € R. Ceci sera
prouvé, progressivement plus loin, mais peut déja étre utilisé.
Avec cette formule il est maintenant possible de dériver des fonctions comme /z, Yx. . ..

f@)=vi=2t = [fl@)=}-2t'=} z1=;1
f(x):{'y_:;]:% = ff(z)=%.zé-l=%.x—§=3_31ﬁ

Dérivée d’une "fonction racine" de z :

6.7.6 Regles de dérivation

Preuve :

f(z) =k u(z)

Ay _ku(z+Az)-ku(z) _ - u(z+Az)—u(x)
Az i Az i Az

f'(.‘l:) =Aﬁ;30 %5 - Alir&ok  uz+Ar)-u(z) _ k- Al;Tm u(z+Az)-u(r) _ k. u;(z)

a
» Exemple : f(z) =5- (22 + 72— 2) alors f'(z) =5- (22 +72-2)' =5(22+7) = 10z + 35

b.
Preuve :
f(z) =u(z) + v(z)
Ay  _u(z+Az)+v(z+Az)-u(r)-v(z) _ u(z+Ar)-u(z)+v(z+Az)-v(x)
Az i Az = Az

=u(z+az)-u(z) | v(z+87)-v(z)
= Az Az

f'(z) =A11i=130%§ = A%ﬂ&‘{é‘_“lﬂ % Al:chPrO ﬂ’ﬁ-‘&'ﬂﬂ = u'(z) + V()




» Exemple : f(z) = 1+ z alors f'(z) = (%)I‘i" (Va)' = 3+ 5

I

_Régle du produit : f(z) = u(z) - v() alors f(z) = w/(x) - v(@) +u(z)-v'(=) ..

Ay _ u(z+Az)v(z+Az)-u(z)v(z)
Ax - Azx

=0

e

_ u(z+Az)v(z+Az) +r—u@:) v(z + Az) + u(z) -v(z + A:cj _ u(z)-v(z)
- Az Ar Az

_ ulz+Az)v(z+Az)—u(z)v(z+Ax) +u(z)-t-(:r+A:c)-u(z)-u(x)
- Az Az

_ (z+Azx)—u(z) (z+Az)—v(z)

v(m+Ar)-"z+A’; == 4 u(z) BEEREE

fe T Ay — . u!:-i-A:!-u!:l li ] v!z-}-A:!-v!z!
@) = By 5e = 3,0+ 82) T+ ) s

=v(z) - ¥ (z) + u(z) - V'(z) = ' (z)v(z) + u(z)v'(2)

Nous pouvons montrer ce résultat d'une autre maniere...
Preuve :

Si nous considérons u(z) et v(z) comme des longueurs (fonctions continues de z, avec z pouvant re-
présenter la température), f(z) peut étre considérée comme une surface subissant une dilatation :

Au est I'accroissement en u (longueur)
Av est l'accroissement en v (largeur)
Ay est I'accroissement de la surfacey

On voit que Ay est :
Ay=Au-v+Av-u+ Au-Av

En divisant par Az, on obtient

Ay Au Av Au - Av
2= .ot —-ut

Ar  Ax Az Az
Au passage a la limite
. Au . Au
Ay ag Y=Y M, R = W)
. Av . Av
A R DS ) )
pip, D500 e S8 g K

Az—0 AT  Az-0AT Az—0



Comme v(z) est contimmue Ar — 0 imphque Av — 0 Finalement,

Fla) = jim QY = w(@) o) +ul) o)

» Exemple : Dérivons f(z) = (523 - 322 +3) /x

u=523-324+38 w=x W=1522-6z =31

f'(z) = (1522 - 62) - Vz + (52° - 322 + 3) - ﬁ; =T - (152;2 = G 4 5IJ_2;?.2+3)
Ty

Preuve :

f(z) = v(z) - ‘7(';_7 = 1. Ainsi f'(z) =0 =v/(z) - Wgﬁ + v(z) - (F(ﬂ)’ => (m

» Exemples :

- 2 - 2 s
f(@) = g alors f'(z) = 755 = 3% = o4

1
4 “afE -1
9(23) 7—-— alors g'(z) = o = 2\/;(‘/;:3)2
h(m) _ — z—n, n e N alOl‘S hl(z) :,-1-%-:; = —71n- In-l-2ﬂ. = -7 - ‘r—n-l

Dans cet. exemple, nous nous avons prouvé que

Preuve :

f(z) =22 =u(z) 5
T 1 - = 4 i ! ) u' ’
F(x) ='(2) - 55 + ulz) - S5 = 5 + 2ELE) - vl

» Exemples :

f(z) = 52 alors f'(z) = LRI - SrloBr-6s’ _ g0
2(z-3)—1 (2z+1 —6—2x— =
(x) 4'3- alors g (37) (= (i_g)(zz.'- ! = hi:_:f)! L= iz—;i!

e 1a E)_b(q_y_l(‘.‘t‘!fig-l‘.TE"i:'l-'E:fj_} Tty

Pour rappel, la fonction composée g o f est définie a.r go f(z) = g(f(z)).
D’abord f puis g!! Illustration :

zd f(z) = wd g(u) = g(f () = y

Montrons maintenant que (uov) = ¥'(v(z)) - v/(z).
Preuve :



(vorv)= lim
Az—0

-"("(I'l‘ﬁz}}—"(l‘(-'l’” = lim _(n[:,'l'_z'-i-ﬁr)l—ul'u(r}l ) t.'(x+£;|:)—-v(x))

¥ Ar—0 Ar v(z+Az)—v(z)
o T8 w(v(z+Az))-u(v(Az))  elz+dz)-v(z)
- _\l:,rﬂu( v(z+Az)-v(Az) Ax )
= Hm u(v(z+az))—ufv(zr)) Vit _‘_(L-"I.ML t-u(.c) ugf.+;512—n!£l_ i v(z+Az)-v(x)
Az tEtlz)-u(@) Az A At Az—0 Az

=u'(t) v (2) =u (v(2)) ¥ (2)

Illustrons notre dérivée!

Autre méthode : Si y = g(f(z)), et u = f(z) (donc y = g(u)) alors % = .

f'(x)-¢'(f(z)) = (9= f)(z)
z = f(z) =uw g(u) = g(f(2)) =
f(@) 9 (u)

B1&

du

» Exemples :

a)

b)

d)

f)

Dériver f(z) = V522 + 11

25224+ 1l =um- Ju

f(z) = [va] - [52% + 11] = 50z - (102) =
Dériver f(z) = cos?(z)

x — cos(z) —u|—>u2

flz)= [u ] [003(3)]' = 2u - (—sin(z)) = —2cos(z) sin(z)
Dériver f(z) = (223 + 8z — 11)'2

(22 +8z—11) =urr u~?

+ll

f(z) =[u? - [22° +8z - 11) = —2u~!. (622 + 8)

==2 . (622 + 8) = ;42218

Dériver f(z) = =v(z)}
-1

z—v(z)=u—ru
F@) = @] = v (@) =~ v (@) = -2
Dériver f(z) = cos® (2z +4)
T+ 22 +4 = uw> cos(u) = v 1°
£ (z) =[v%] - [eos(u)] - [2z + 4] = 5v* - (~sin(u)) - 2
=—5cos* (u) - sin(u) - 2

=-10cos*(2z + 4) - sin(2z + 4)

Dériver f(z) = V22 +pz +¢

s zi+pr+g=u—Ju

£() = val - [xz+m=+q1' =7 (2z+p) = ﬁh

7 2z+ = B 2 _ -
Bt hm f (2:) - z—»ioo 2;7=2+pz+q :Lu:}:loo PN :—l-tu:l[:loo m ==k
On retrouve ici la pente des asymptotes obliques de la fonction f rencontrée précédemment.



s. | Dérivée de la réciproque d’une fonction : ("f)’ (z) = f’('} )

Soit la fonction ¥y = f(z). Comment déterminer la dérivée de sa réciproque y = "f(x)? Par
excmple : "de la fonction f(2) = 2% on connait la dérivée f'(z) = 22. Comment en déduire la
dérive de la fonction " f(2) = /2 7"

Par définirion de la réciproque, la fonction composée g(x) = f("f(z)) = 2 est 'identité! Ainsi
la dérivée est g'(z) = (z)' = 1. Comme y = g(z) est une fonction composée, sa dérivée s'obtient

via :
1

¢(x)=1= (1) @) FCI@) = () @) = Frpe:

» Exemples :
e Quelle est la dérivée de la réciproque de f(z) = 227
Le résultat est connu : " f(z) = \/z est ("_f)' (z) =

“Utilisons la nouvelle formule, (" f)' (z) = W, pour obtenir cette réponse!
Comme f(z) = z? f'(x) = 2z, "f(z) = V/x, on obtient ("f) (z) = Q(rfl(x)) = 2‘1/5-
e Quelle est la dérivée de la réciproque de f(z2) = 2", avecn € N

La fonction réciproque est " f(z) = zw = Vz.
Avec f(z) =2, f'(z)=n2""1, "f(z)= ¥z,
- . r Y (o) — 1 _ 1 _ 1 1 _ 1 __1 .1
on Obtlent ( f) (:L) == fl(rf(z)) - nA('f(.r))"" - ( .'l.) n-:r:nr:l o I-X — n X
e Montrons, en utilisant le résultat précédent que f(z) = 2" () = nz""! n € Q c'est-a-dire
que la dérivée de f(z) =zn (m € Z,n € N*) est f'(z) = '??' zn!
m\/ 1imy 1ym=1 1_
f’(m) =(3;n) =((:1:n)m) =m.v(:1;u) -%v:[:n 1
=% ‘xm;l xl—Tn _ % a’%ﬂﬂ _ % o %-x%_l

» Exemple : f(z) = 2%* = V23, alors f'(z) = -:1:4 1 Jp~Th :’/_
Le fait que tout nombre réel peut étre approché par un rationnel implique que ce résultat prouvé
pour les exposants rationnels est aussi vrai pour des exposants réels : (z*)' =n-z2"" 1, n e R.

» Exemple : f(z) = 2V, alors f/(z) = V2 -2V2"!
e Quelle est la dérivée de f (x) = arcsin(z)? On a

sin(arcsin(z)) = z, donc 1 = cos(arcsin(z)) - arcsin’(z). Ainsi,

arcsin’(z) = 1 et i L L -
cos(arcsin(z)) cos(u) — v/ 1-sin? (u) Jl-(sin(arcsin(z)))f Vi-z2

6.7.7 Equation de la tangente a un graphe passant par un point P

i —EW S

a. [EREnEEn ey partonemesOn a B0 i et -
Pour une foncmon y = f(:c) lequatlon de la tangente ¢t peut s’écrire t y = mz. Le pomt
T (a; f(a)) appartient au graphe de f(z) et au graphe de t, ainsi f(a) = m - a. Comme la
pente en T vaut m, on a m = f'(a) et donc f(a) = f’(a) - a. La solution de cette équa-
tion nous permet de trouver le point de contact 7. Il est alors facile de résoudre le probléeme.




» Exemple :

§ r
f(z) = az? + bx + ¢ donc f'(z) = 201 + b. i\\ /
Les coordonnées du point de contact T'(x. f(x)) [\ D
sont les solutions de I'équation fy .
az? + bz + ¢ = 2a2? + ba \\ P /

) \

et donc az®* = ¢ = 219 = i\/g. Pour autant T

que cette racine existe, le probléme admet tou- lle !
jours deux solutions. .
Les tangentes sont alors \| . ,‘

!
t2: y-f’(i\/_) z—(i?a\/§+b)w & ':

Par exemple, f(z) = 22 + 2 + 4 admet les tan-

A
gentes - i
- !
thi:y=5zetty:y=-32. = = I,.' :
Les points de contact sont T)(—2:6) et al )
,T2(2 10)

Pour une fonctlon Y= f (:z:) I’ équa.t:lcm de la. tangente t passant par P (zp; (:z:p)) peut s’écrire
t :y = mz + h. Appelons T'(z;;y.), le point de tangence. Comme P € t, on peut écrire y, =
m - Zp + k. On sait également que m = f'(z;) et donc y, = f'(z¢) -z, + h. En isolant h,on obtient
h =y, — f'(x¢) - zp. Ainsi I'équation de la tangente peut s’écrire

Y =f,($t) T+ Yp - f’(l't) *Zp = f’(:z:;)(:z; —mp)+yp

Comme T € t, on obtient ¥, = f'(z)(z — zp) + yp et donc flz) = &0 Cette der-

It—ZIp
niére équation nous permet de calculer la valeur z; et donc de trouver les coordonnées du

point de contact T'(z¢;y:). Avec cette valeur, il est facile de trouver I’équation de la tangente.
» Exemple :

Soit le point P(4;1), la fonction f(z) = 322 — 4z — 4
et donc f'(z) = 6z + —4. Les coordonnées du point de
contact T'(z, f(z)) sont les solutions de 1'équation

f(=) — v

:ca:,,

fi(z) =

et donc

(32%-4z-4)-1 _ 3:2_45-5
o r—4 -4

(6z —4)(z—4)=3z%2 -4z -5

622 -24r -4z +16 =322 -4z -5
322 - 24z +21=0=22 -8z +7=0
Ti(L;-5)=>t:y=22-7
T5(7;115) = tp : y = 38z — 151

6.7.8 Points critiques

Un point critique est un pomt en lequel la dérivée est soit nulle, soit mﬁme, ou non deﬁme.




Les points en lesquels la tangente est verticale A
sont des exclus du domaine de la dénvée

» Exemple :

f(x)=vx Dy=R. |

ff(I) = ﬁ; th ! R: =]0. + xl

La dénvée n'est pas défime en » = 0. mas

li-l'?O f'(z) = +2c Amsi la tangente a la courbe
I

y = /x au point (0:0) est la droite verticale

L 4

b h--.ﬁ.‘&“" LA O K e e
Sl la courbe possede des changements brusques de pente, quon appellera. des pomts anguleux,
alors la dérivée n'est pas déhme partout Le probléme est que la limite gauche et la limite droite
de la dénivée sont différentes en certains pomnts Ceci se produit parfois pour des fonctions définies
par morceaux, et surtout chaque fois qu'il y a une valeur absolue dans la définition de la fonction
» Exemple :

s
~% 250
En (0;0), il y a 2 tangentes : a gauche y = —x
et a droite y = z. Ainsi la dérivée n'est pas
définie en & = 0.
La dérivée de f(z) = |z est
-1 ,z<0 ]
flz)=4 nd. ,2=0
1 & >0
c.

6.7.9 Tableau de variation

Un point & tangente horlzonta.le (PTH) de .f est un \ point dont I'abscisse est, solutnonde (z) = 0.

Dorénavant I’étude d'une fonction f contiendra également le calcul et 1'étude de sa dérivée f'. Toutes
les informations relatives & la dérivée seront présentée en un tableau appelé tableau de variation de

f, qui n’est autre que le tableau des signes de f’.

» Important :

Tous les points critiques figureront dans le tableau de variation.
Une fois la dérivée calculée, il faut donc établir son domaine et ses zéros.



La concavité / convexité est une propriété qui peut décrire un point d’une
courbe, un intervalle d’une courbe, ou une courbe entnerément

eh Convexe la pente de la t;angent'. est croxssante la. _courbe tourne a gauche,‘
-"‘-'_sens positif de rotation - : : 3t :

loncave la pente de la tangente est décromsante-lacourbe tourne a drmte %
; sens negatlf de rot.at.lon : AR R

Ceaaltd

Il existe plusieurs types de points & tangente horizontale

Points extréme : Ce sont des sommets (maximum ou minimum). Ils peuvent étre des optimaux
globaux ou locaux.

Palier : Point a tangent horizontale qui est aussi point d'inflexion. En un tel point le signe de la
dérivée ne change pas.

Le tableau de variation nous permet de déterminer les différents types de points & tangente horizontale.
Regardons l'exemple ci-dessous.

» Exemple :

2_
Dresser le tableau des variations de la fonction f(z) = 2£=J%.

Il faut commencer par déterminer les exclus de la fonctionf : 2 —2=0=>2=2

Nous avons ensuite besoin de la dérivée de f afin de déterminer les points a tangente horizontale ainsi
que les intervalles de croissance et de décroissance de f :

En posant u(z) = 222 — 3z et v(z) = z — 2, on obtient,

fl(z) = (4z-3)(z-2)-1-(222 -3z) _ 4x’—8r—3z4+6-2z243z _ 2z2-8z+6 _ 2(z?-4z43) _ 2(z-1)(z-3)
(z-2)* (z-2)* (z-2)* = (z-2* T (z-2)?

Les points & tangente horizontale satisfont la condition : f'(z) =
2(x - 1)(z - 3)
(z —2)?

Finalement, on dresse le tableau des variations de la fonction f en placant les exclus ainsi que les PTH
dans ce dernier : '

=0 & 2z-1)(z-3) = z1=1 et z2=3

Tous les cas possible sont présentés dans le tableau qui suit.



Conclusion Graphe :
PALIER
» Exemple : f(z) = 2* T / >
+ Palier en (0;0) / |
/
Conclusion - Graphe :
MAXIMUM
2 m 3
» Exemple : f(z) = —2°+2 -
- Max en (0;2) / l \
N\
Conclusion Graphe :
PALIER
» Exemple : f(z) = -2 \ I >
- Palier en (0;0) | \
\
Conclusion Graphe :
MINIMUM '
A
» Exemple : f(z) =22 -2 \ /;
+ Palier en (0; —2) \_/
Conyex®

Une autre méthode, que ’on verra dans la suite du cours, permet de définir le type des PTH : elle est
basée sur la dérivée seconde.

6.7.10 La seconde dérivée

Soit la fonction y = f(z). Nous savons déterminer, utiliser et interpréter sa dérivée y = f'(z) : elle
donne le taux de variation instantané de la fonction, qui est graphiquement représenté par la pente de
la tangente & la courbe. La dérivée de la dérivée est appelée dérivée seconde. Elle se note y = f"(z).

Si f'(z) est décroissante, alors sa dérivée f”(x) est négative.
Si f'(z) est croissante, alors f”(z) est positive.
Si f(z) n’est ni croissante ni décroissante, alors f”(z) est nulle.



» Important :

‘Convexe s (2)>:0 -+ la courbe “tourne a gauche” en z
‘Concave < f7) <0 '

; la coﬁrﬁe_'“t'ouriieja'_drb'ite’_"'eﬁ T
‘Point d’inflexion  f”(z) =0 et change de signe  extremum de la dérivée premicre!

» Exemples :

a f(z) = 23, f'(2) = 322 f"(z) = 6z Le
point (0:0) est un zéro de f, de f’ et de
f"”. C'est un point d'inflexion car le signe
de f” change en = 0 : négatif avant, posi-
tif apres.

b. g(z) = 2%, ¢'(x) = 423,9"(z) = 122? Le i 9
point (0:0) est un zéro de g, ¢’ et de g”.
Mais ce n'est pas un point d’inflexion
car le signe de g” est positif avant et apres
x = 0 (courbe convexe partout)

Y

Le tableau des signes de la dérivée seconde est nommé tableau de convexité/concavité. Dans les
deux exemples précédents, on a .

6.7.11 Illustration de la dérivée seconde

Soit z(t) la fonction qui indique au temps t I'éloignement (la position) par rapport & un point de
référence d’un objet mobile. La dérivée, par rapport au temps, de z(t) est 2/(t) = %”? Cette fonction
représente la vitesse de 1'objet au temps t. Décidons alors de renommer v(t) = 2'(t). La dérivée de
la vitesse, ou dérivée seconde de la position, est v'(t) = z”(t). Elle représente le taux de variation
instantané de la vitesse au temps ¢ : c'est ’accélération! On la note a(t) = v'(t) = 2" ().

Généralement les objets se déplacent plutét dans un espace & 2 ou & 3 dimensions, pas le long d’une
droite! La position d’un objet est alors donnée par ses coordonnées, fonctions du temps, dans le systéme

de ratéience { z = z(t)

y=y(t) ° Ainsi la position est décrite par un vecteur paramétrique 7 (t) = ( z(t) ) Le

y(t)



x(t)
y'(t)

x'(t)
y'(t)

3 dimensions la composante :(t) doit étre ajoutée .

vecteur-vitesse est ;\?(r) = ( ) . et le vecteur-accélération est X} (t) = ( ) Evidemment a

6.8 Etude de fonction

Voici un petit résumé des pomts que 1 on effectue lors d une étude de fonction

) portemgnt asyn ptot_ifiue- : e
> d 'exclus. A‘symptote vertﬁf"

Domaine : Résoudre z2 + 4z > 0 = z(z +4) > 0, on a Dy =] — oo0; —4] U [0; o0
—4 0

Tableau

des signes : = =3 1%} 1 i

Asymptotes : Comme y = Vz2 + 4z a pour asymptotes y = |z + 2|, on a la droite
d'équation y = z + 1 + (z + 2) = 2z + 3 comme asymptote obhque de
f vers +oc et la droite d’équation y = z + 1 — (z + 2) = -1 comme
asymptote horizontale de f vers —oc.
Dé_rivée $ Comme f'(z) =1+ Vf& ne s'annule pas sur Dy, il y a aucun point
a tangente horizontale. De plus,
1'1:51 f'(z) = +o0, point & tangente verticale en (0;1)
-0~
Iin‘l‘ f'(z) = —oo0, point a tangente verticale en (—4; -3)
T-4-

On a alors le tableau de variation suivant :

-4 0

- 2 7} %] +




Dérivée Comme f"(x) = = ne s'annule pas sur Dy, il y a aucun point

de (v‘.:‘!-l--l:r)
saconae ¢ d'inflexion. On a alors le tableau de concavité suivant
s -4 0
e - | @ | &2 | @ | -
fz) 7\ -3 %) 1 N\
Graphe :
=
o ‘{_‘_.3.\. ?u). ,"J'\.-;r« "\:- f,‘J. vt
, E_t die; ?.-:.t S i
Domaine : Résoudre Dy = !R\ {k - 1r|k € Z}
Parité et f est une fonction impaire et périodique de période 27. Il suffit donc de
période : I’étudier sur J0; 7
Tableau On a f(z) =2 -sin(z) + 5 sm(z) 4’;';"53;'1 Le graphe de f st donnée
des signes : par le tableau sunra.nt
0 3
%] ol (%]
Asymptotes : On a
li:'(:))+ f(z) = 400, asymptote verticale en z = 0
T
lim f(z)= +oc, asymptote verticale en z =«
=T
; )-(4sin?(z)-1)
Dérivée : Cox.nme f'(z) = 2cos(z) - 2‘:::&?2) sy oS 2(8;';:(; ) s an’nule en %, &
et 9. Le tableau de variation est le suivant :
0 3 2 3 7
o | -lo | +|o0o]| -]o0]|+ | @

On obtient un maximum en P; (%, %) et deux minimum en P, (%;2) et

R (2



A

Graphe : — —

6.9 Angle entre deux fonctions

6.9.1 Rappel
Un angle entre deux vecteurs est donnée par la formule suivante
COS(n) = —-_‘i?—q—::l-
lal-|e

Nous avons vu, en premiére année, comment calculer ’angle entre deux droites données. En effet, il
suffisait pour cela de calculer I'angle entre les vecteurs directeurs ou normaux aux droites données.
Nous voulons maintenant calculer I’angle entre deux courbes données.

6.9.2 Angle aigu entre deux courbes

Nous allons donc nous inspirer de cette situa-
tion connue pour déterminer l'angle entre deux
courbes en un point d'intersection I(zy; ys). En Y
- effet, 'angle cherché est I'angle entre les deux tan-
gentes aux courbes, en ce point d’intersection. Un g9(z)
vecteur directeur d’une tangente a une courbe f

en un pf)int P(z0; o) ’est - ( f'(fvo) ) i*

Ainsi @ = ; et v = a sont -”
f'(z0) g'(zo) |

deux vecteurs tangents aux courbes f et g en I. & e f(z)
On a donc 3 -

Si a > % alors 'angle aigu sera 7 — a.

L’angle a sous l;aquel se coupent les courbes f(z) et g(z) en un point I(z;; ys) peut étre également
calculé a I'aide de la formule suivante :




Comume avant, s1 I'angle o obtenu est obtus, alors I'angle aigu est 3 = 7 - o

» Exemple : Détermmer 'angle aigu entre les droites f(x) = J/x et g(x) = l
On cherche I'abscisse du pomnt d’intersection entre f et g -

f(2) = glz) & ﬁz% = .1':;_1,5 = a%=1 = r=1
On calcule ensuite les dérivées des fonctions f et g
f(z) = gz et g(2) = 3
Les vecteurs directeurs sont
i=(g5)etv= (1)
Il s’en suit que

iev ' 0.5
@ = arccos (-_,—-_‘,—) = arccos | —=——— | =~ 71.57°
@l - 1) Jiv2

La deuxiéme méthode nous donne également la valeur de a...

a = |arctan (f'(x;)) — arctan (¢'(z/))| = |arctan (0.5) — arctan (—1)| ~ 71 57°

6.10 Problémes d’optimisation

L'objectif de ce chapitre est d'étre capable de maximiser ou alors minimiser une grandeur donnée.
Considérons deux exemples :

» Exemple :

Comme chaque printemps, Aloys modi-
fie l'emplacement de son jardin potager
Cette année, il décide de l'implanter le
long de la facade sud du rural, de fa-
con qu’il soit rectangulaire. Pour y par-
venir, il dispose d’une cloture de 22 m. A
quelle distance de la fagade va-t-il plan-
ter ses deux piquets d’angle pour obtenir
une aire maximale ?

Comment résoudre ce probléeme d’optimi-
sation ?

Appelons z la distance des deux piquets
d'angle avec la facade et y la distance
entre les deux piquets.

On peut écrire :
24+y=2=y=22—-2z

Donc, l'aire du jardin d’Aloys vaut

AIRE (z) = zy = 2 (22 - 2z)

En dérivant, on obtient,

AIRE' (z) =1(22 - 22) + 2 (-2) = -4z + 22



La fonction a un extremum en
-4r+22=0=>1r=55

Comme AIRE" (55) = -4 < 0, il s’agit bien d'un maximum Donec Aloys plantera les piquets & une
distance de x = 55 m.

» Exemple :

Une nouvelle compagnie de boissons désire fabriquer des canettes
cylindriques d'un litre tout en utilisant un minimum de matiere
Comment doit-on choisir les dimensions (rayon r et hauteur k) d'une
canette ” h
Minimiser la matiére revient & minimiser 1'aire d'une canette. On a
pour un cylindre : i
Volume : 7r2h = 1, aire : 27rh 4 2772 et fonction & minimiser

A = 2nrh + 27r?

Comme A est une fonction de plus d’une variable (r et h), on doit extraire k du volume et la substituer
dans A. On obtient :

1
1rr2h=1=>h=—-§
T

On substitue et on obtient : ] 9
A(r) =2mr— + o2mr? = = 4 2ar?
wr r

En dérivant, on a : Alr)= 5? + 4nr

La fonction a un extremum en
Y =0,54
1
oy e A
A(r)=0=r = _ 0 r
Reste a vérifier, grace an tablean des variations \ —— /
ci-contre par exemple, qu'il s’agit bien d'un mini-

mum.
Avec ce rayon, on obtient : 1 = 0,54dm h =1,08dm  aire = 5, 53dm?

Le cylindre optimal a un diamétre égal & sa hauteur.
» Important :

6.11 Fonctions logarithmiques et exponentielles

Pour rappel, la fonction f(z) = a® est appelée exponentielle de base a (a > 0 et a # 1). Cette
fonction est une bijection sur R —]0; 00 [. la fonction réciproque de I'exponentielle de base a est appelée
logarithme de base a, elle est notée log,(z) : R} — R et est définie par

log,(z) =y &z =ad¥



Les logarithmes vénfient les propriétés smvantes

log,(y) =z &y =d 6'%%a(?) = » log, (£) = log,(x) - log,(y)
log,(a®) = x log,(1) =0 log, (2¥) = p log,(x)
loga(a) =1 lOgn(.‘L' y) == lOga(-r) + loga(y) lOgn(VE) = ,‘l,' loga(:t)

Le logarithme de base 10 se note log(z). Le logarithme de base e se note In(x) et non log.(z). On
I'appelle logarithme naturel
La formule de changement de base

_log,(z) log(z) In(x)
'98(%) = Tog, ) ~ Tog(s) _ In(b)

nous permet d’évaluer facilement un logarithme dans n'importe quelle base

Y

En posant t = ;;,'_—l, on obtient

e"—-l:% =>e"=%+1=>h=ln(%+l).

De plus, si h — 0 alors t — 0o0. Donc,

% 4 o | (eh=1) : 1 o . 1 Lr 1 et §
(8:) = e:l]il—rtli) ey gl..l.,% t-lnil-}-I‘ i_ eztl—lblgo ln(1+%)' i ezln('“m (H—-})') i ezm =g 1
» Exemples :

a) f(z)=e"* alors f(z) =(-z)e*=-€"
b) f(z)= €% alors f'(z) = (5z)'e>® = 5¢°*
c) f(z) = ze* alors f'(z) = (z)'e* + z(e*) =€ +ze* =€*(1 + )

Preuve :

(b;;)f - (eln(b’))" - (e:: ln(b})’ =In(b) - €* In(b) _ ln(b) bE

» Exemples :

a) f(z)=8% alors f'(z) =In(8)- 8"
b) f(z) = 3% alors f'(z) = (5z)'In(3) - 3%* = 5In(3) - 3°*



¢) flx)y=2-7"% alors f'(2) = ()T +2(77") =7"" -2 In(7)- 777 = 7(1 — 2 In(7))
c. | [In(2)) = L. Dérivée du logarithme naturel.. e

Preuve :

Comme lc logarithme naturel est la fonction inverse de I'exponenticlle de base e, on a :

= eln(;!:}

En dérivant chaque coté de 1'égalité on obtient :

(z) = (@) = i=(1n(5;))’gj:£jl = 1=(In(a))z = (In(z)) =

T

» Exemples :

a) f(z)=1n(2z) alors f'(z) = (22)' - (In(22))' =2 3; =3
b) f(z)=In(az) alors f(z) = (az)’ - (In(az)) =a- & =3

I

c) Hz)==2- ln(n:) alors f’(:r:) = (z)' - ln(z) + z (ln(a:))" =1-In(z) +2- 1= 1n(:r) +1
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1) - e710@ = 2 (In (z) + 1)
o

6.11.2 Comportements conflictuels -

Les fonctions puissance (y = z™, n € N), exponentielle (y = €”) et logarithme (y = log z) tendent vers
I'infini & P'infini. Lors de dmsmns, cela peut créer des problémes. Pour décider de la valeur limite du
quot.lent nous dlsposons des résultats suwa.nts

Preuve :
On estime ‘e",—" a 'aide d’une inégalité : e* > 1+ 2z

eT 5 ez/2n

z_"_:)O \/-:E o \/E 2“— 1 -
l+5] | H+¥€

Lorsque z — +oo, 'expression 7‘-+3/—E tend vers 'infini,
ainsi [...] tend vers 0 et [...]*" tend vers 0.

rz—++00

n
. . 5:. A 1 — 1.3
Fjlna.lement‘. :Briloo = < lim L_}'E] 0, d’ou




s R R R g R s e s R ol
E ,. sur | :
b s de & lemportent sur les puissances de ln.
AR s S b of s e e e s SR o b et "”.-‘é'_-w A
Preuve :
Pour calculer Iirilm 'l;—’ . on procede par changement de variable, en posant u = Inz, ou x = e*.
X =y
In"z In"(e") [In(e")]" "  pussance
T et et et  exponentielle
Si x = 400, le nombre u = In(z) tend auss: vers l'infim et I'expression c1-dessus tend vers 0
Dou: lim 2% = lim Y4 =0. O
T—+0c T u—+c €
C.

[ it
Preuve :

(3 L

Pour montrer que lim z In"(z) = 0. on effectue le changement de variable u = i, ouzx=
>
=0

= n T
m.lnnz=}..lnn(l) =§_}.‘}..(..El)._=:tm_u.
u u u u

Siz 0, alors u = 1 tend vers 'infini et lim z In"(z) = lim (:t%) =0
=30 u—+00

Ces résultats (et d’autres qui en découlent) se trouvent dans le formulaire en page 74.

» Important :




	Page 1.pdf
	Page 2.pdf
	Page 3.pdf
	Page 4.pdf
	Page 5.pdf
	Page 6.pdf
	Page 7.pdf
	Page 8.pdf
	Page 9.pdf
	Page 10.pdf
	Page 11.pdf
	Page 12.pdf
	Page 13.pdf
	Page 14.pdf
	Page 15.pdf
	Page 16.pdf
	Page 17.pdf
	Page 18.pdf
	Page 19.pdf
	Page 20.pdf
	Page 21.pdf
	Page 22.pdf
	Page 23.pdf
	Page 24.pdf
	Page 25.pdf
	Page 26.pdf
	Page 27.pdf
	Page 28.pdf
	Page 29.pdf
	Page 30.pdf
	Page 31.pdf

