Analyse

9.1 Quelques théorémes

9.1.1 Théoréme de la valeur intermédiaire

Une fonction continue sur un intervalle fermé [@;b]. admet sur cet intervalle un
maximum absolu, un minimum absolu et prend toutes les valeurs entre ces extre-
nnis,

Les maxiinums et miniimums absolus d'une fonction continue f considérée sur un
intervalle [a: 4] sont atteints soit aux bords de I'intervalle, soit aux points critiques.

» Remarque : Ce résultat se trouve daus le formulaire et tables, page 73.

9.1.2 Théoréme de Rolle

Si f est une fonction continue sur l'intervalle [a;b] , dérivable sur Pintervalle Ja: b
et si f(a) = f(b) = 0. alors il existe au moins un nombre ¢ €la; b| tel que f'(c}) = 0

Preuve :

a. Si la fonction est nuile sur tout I'intervalle. alors tont point est & tangente horizontale.

b. Sinon... La fonction étant dérivable sur l'intervalle, ses extrema sont les bords de lintervalle on
des points a tangente lorizoutale. Par le théoréme de la valeur intermédiaire ja fonction posscele
at maximung absolu A et un minimum absolu m dans l'intervalle. Af et m ne sout pas muls les
deux car la fouction n'est pas nulle sur tout l'intervalle. Ainsi un des extrema n'est pas atteint
aux hords de lintervalle. Clest done un poiut a tangente Liorizontale.

a

Interprétation géométrique

Autrement dit. entre deux zéros d'une fonction continue et dérivable, le graphe possé&de an moins un
point a tangente horizoutale.

Corollaire

Si f satisfait aux conditions du théoréme de Rolle, mais que f(a) = f(b) # 0 .
alors il existe au moins un nombre ¢ € Ja; b tel que f'(c) = 0

"Preuve :

Soit g{w) = f{r) = f(a). la fonction ¢ satisfait aux conditions du théoréine de Rolle car gln) = f(a) -
fla)y =0ct g} = f(b) = f(a) = 0 comume fla) = f(b). Et g est continue ct dérivable car f l'est. Ainsi
il existe au moins nn nombre ¢ € Ja: bf tel que ¢'(¢) = 0. Cest-a-dire que ¢'(x) = (flr) — fla)) = f'le)
sannle en = e Ainsi f'{e) = 0.

O
Interprétation géométrique

Autrenient dit. entre deux points de méme ordonnée d'une fonetion continne et dérivable. il existe an
Woins un point i rangente horizontale.



9.1.3 Théoreme des accroissements finis

Si f est une fonction continue sur Uintervalle [a; 4] est une fonction continue sur
l'intervalle |a: b . alors il existe au moins un nombre ¢ € la: Y| tel que

f (b) f(a)

—4a

flley=—7F—

Preuve : Interprétation géométrique

Soit la fonction Autrenent dit. entre les points A et B. il existe
i au moins un point du graphe en lequel la tangente
(URTIOR un point —
(x— b est parallele a la séeante A5,

g(r) = flo) -

—

A -

-
-

Comme f. elle est continme sur [a:b] et dérivable
sur Ja: b. De plus gla) = g(b) :

séeante AD

gla) = fla) - f—(ﬂ%_—f-m—)-(u ~b) = f(b) ;
g(by = f(b) - U’—;—ﬁ (b= b) = f(b)
h— @
Par le corollaire du théoréme de Rolle, il existe
douc ¢ € la: 4] tel que ¢'{c) = 0. T »
Clest-a-dire que . )
b ! - f(H - fla
g'(_,.):(f( r) - f{) i(a)_(x__b)) =f'(.’l-']*f(?’_£( )
sannule en . = . Ainsi '
b — fle
o =rie-18I@ o o gy L2

Autre version

En éerivant it = b — «. on obtient

fla+ 1) - fla)
h

Finalement avee ¢ = g et h = Az, nous obtenons

fle) =

= fla+h)=fla)+h- flc). c€laia+h]

flro + Az) = f(xe) + Ax - f'(€). ¢ € [xgra0 + A

» Remarque : Ce résultat se trouve dans le formulaire ct tables. page 75.

9.2 Notion de différentielle
Soit la fonction y = f(.r). continue et dérivable. on définit (notation de Leibniz)

dr. appelé différentielle de . selon la relation dir = A,
dy. appelé différentielle de y. sclon la relation dy = f'{r)de.
Ou ¢erit alors
flr+Ar)— f(r) dy  df ;

A
oy . — H _—=— = —— =
fle = .\I.!'“!n Ar B _:\I:}-]-:n Arv dr dr i




Si dr = A est relativeinent petit par rapport a z, dy est une approximation convenable My.

» Exemples :

A y=fx) =22 dy = 2¢ dr Ay=fle+Az)— f(z) = (x+ Az)2 — 22 = 22 - Ar + As?
b, y=flz)= vz .dy= 7 Ay = flr+02) - flz) = Vr+ Bz -z
Que vaut f(101) = /101 ? Soit » = 100 et Az = 1. La valeur exacte de la variation Ay cst
Ay = fle+ Az) — f(z) = V101 - V100 = 0.0499

1 1 .
Alors dy = f'(x) - ¢ -1 = — = 0.05 est unc bonne approximation de Ay.

2y 2,/100 20

» Remarque : Cc résultat se trouve dans le formulaire et tables, page 74.

9.3 Regle de ’Hospital

Si f and ¢ deux fonctions telles que {avec a € R)
2 fiog S0 = Jim, ola) =

b. Les fonctions f and ¢ sont dérivables au voisinage de a (clles sont donc aussi

continues)
te.
c. The limit lim *--—- existe
@)
. HA . T . R . .
alors lim f—(—-)- = lim !—u Cette régle est aussi valable si a = oc, ou si

. z—a Q{J:) - z—a g’(;})
lim f(z) = oc etlim g(z) =

» Exemple :

(2 +1)  fl 0 -
lim s ) = PAC) = « = » Comue f'(r) and g'(z) sont dérivables au voisinage de ¢ = (. on a
-0 T g(x) 0
2 2r 1
(e + 1 ‘(r =t r
lim L) = lim £} = lg — L iy _QI = 9 =10
xr=0 x r—0 g'(r) o0 1 -0 2?2 +1 1

Avant de démontrer la régle de U'Hospital étudions la fonction
hx) = [g(d) — gla)| - f(z) = [£(b) — fa)] - g(x)
Ou a alors
h(a) = [g(h) — gla)] - fla) = [f(b) = f(n)] - gla) = g(b) fla) — f(D)gla)
h(b) = [g(b) - gla)] - (&) — [f(B) — fla)] - g(b) = —g(a) f(b) + fla)g(b)

Aiusi fi{a) = hb). la dérivée est 4'(r) = [g(b) — gla)] - f'{x) = [f{b) = fle)] - ¢'( ).
h{b) - h(u]

b—-a

Ainsi [g{b) — g(a)] -_f'(r)l— [£F(BY = f(a)] - ¢'(¢) = 0. D'on le résnltat di & Cauchy.

£e) _ £() - f(a)
7(e) ~ glh) - gla)

Par le théorée des accroissenents finis. il existe ¢ € [a: b] avee A'(c) =

o) = g(a@)] - () = ) — F(@)] - ¢'(e) =




Preuve : :
f(z) < fla) _ f(o)
g(z) —gla}  g{c)’

., Quand T = a, ¢ se rapproche a, comme il ¢st entre r et a. Ainsi

Pa le résultat di a Cauchy,

fle)  Fe)
RS STy

@ f0 . F@ [
M) R e e T M

Do

Utilisation de la régle de 'Hospital

a. Vérifier quelim Mc:at une forme indéterminée (3,0 - ocuu%) Si ce n'est
z—a g{x
pas le cas, la régle de I’Hospital n’est pas applicabie!!

. Dériver f(z) and g(z)} séparément.

f'(=z)

g'(z)

c. Calculer lim
I—a

On peut au bhesoin répéter ce processus plusieurs fois.

» Exemple :
il
Preuve de  lim L—J = () e ntilisant la régle de 'Hospital

F el N
. i +% H . (") ‘L n-a"! +X H H .. n! n!
lin — =« »= lim ;= lim =« »=..= lim — =« » =10
r—+3x e + I—=+3 ((g-l‘) I—+oC er +x =+ eT 4

9.4 Calcul intégral

0.4.1 Définition et exemples

Si f est une fonction continue et positive dans un
intervalle [a:b] , alors ou définit Vintégrale de f
entre @ ¢t b commne ¢tant un nombre qui mesure
I'aire de la surface hachurée ci-contre, ¢’est-a-dire
délimitée par la courbe y = f(z) , I'axc des «
(y = 0) ct les droites verticales z =actz =5 .
L unité d’aire est le rectangle construit sur les vee-
teurs de base du systémie d’axes.

L’intégrale de f entre @ ot b se note f: flx)dz.

avec ¢ comptis entre £ et a. Comme f{a) = g{a) = 0.

/ ;oo [

b r ©
» Important : Por a.bet c € R, ona: / flzx)dr + / flx)de = [ fla)de
a 4 Ja

Y



» Exemples :
a. Fonction constante : f(z) =c¢ (¢ > 0) alors : [Yedde = (h—a)-c=bc — ac
b. Fonction linéaire : f(x) = k- x (avec 0 € a < b) alors : f‘?k -xr dz = %kbi - %kaz
c. Fonction affine : f(z) = mz + h (entre a ct b. avee f positive sur [a; b)) alors : [°mux + h de =
.-_';mh2 + hb — (%mu'z + ha)

d. Fonction quadratique : f(x) = 2* (entre

a ot b). Comme f(?f('r) dr = [§ f(r)de +
Lf’ fleydr, on a .[':f(:r) dr = _[;’f(:r)d:r —
fy Flr)da.
Déterniinons Fintégrale ](:’ r2dr (avec b>0).
Cetre surface ue peut étre calculée précisé-
went. il fant Papproximer. Une prewiere ap-
proximation se fait a I'aide d'un triangle. Nous
AVOLS ¢
b ) 1 > b
4 :fu <zl =

En découpant la surface en plusieurs tranches
e formes trapézoidales, on parvient a amélio-
rer la premiere estimation. ‘
Décidons de couper la base (Vintervalle [0:5] )
en n tranches de longueur identiques % connne
sur le dessin ci-contre. En ciunulant aire des
trapczes. on obticnt :

l(ﬁ)ﬂﬂ.i (£)2+(2,2);
2\n n 2 n n

2 2

+_zf.‘..1_ (((-‘f_l)ﬁ) + (”‘E) )

n 2 7 n

Ainsi :
. 1 3 ‘ s
4= (;) : [1 +(1+2)+ (22 +3)+ . +((n-12 +n2)] =
l hy? " " 2 9 2
=§(H) -[2~1'1-2-’2'+2—3 +..+2-(n-1) +-n.]=
Il 3 .l " . K 3
— (—’) '[12+2'+32+...+{n—-l}"] +l-b—
n 2 n
Comme 30, i° = w on a

W on=1n-20-1 ¥ ¥ n-1 20-1 P
_ . - + — eo— +—

s G 2 - 6 n n 2n

Lorsque i — ¢, 2=t 5 1ot 2028 5 9,

0 , !3 _ e _ . f.'i 3 !:j
[ e = (%.i_lﬂ_u_'-)ﬁ 122t
N

Adnsi

H—=2



et donc.

] b 2 9 1.
/:zd:r-* £ dx dr = b - =d?
o 0 0 3
U 1 1 125 8 133 =
» Exem le:[.r""rl;l'=~-53——-—2‘3=—+—=—E-H3
Pes 39 -3 =g t3=g
Observation
En considérant tous les exemples traités, on voit Type de f f(z) e(x)
que ‘I;f' f(a) dr-se calcule & I'aide d’une différence _
de deux expression setnblables. 1'uine contenant a Fonction constante h b
Fautre b. Fonction. lindain -
C‘C'St-'r‘-{-(lil'e ’ru:j f{’) d-r — J{f]} f(I) d:t = onction hnealre HLE 5"31
'a . e o— _ v e Q i
Jo f(:z,) dr = e(h) — «{a) E ()ll. e(x) est une Esiictiomatfing — %m.‘rz .
fonction qui dépend de f. Déterminons e(x) pour :
les cas ctudics. ' Fonction quadratigne | 27 %.1:3

Daus chaque cas l'expression e(z) a une dérivée égale a f(x). La fonction cst
appelée une primitive de la fonction f(zx) , et elle se note F(z).

= tati # .
On constate done que [ f(r)de = F(b) — Fla) "™ F(2)[} avec F'(x) = f(z). Ce résultat doit
encore étre démontré dans nn cas général.

» Définitions Ou appelle « la borne inférieure d’intégration. b la borne supérieure. Le segment
[a: b] est appelé segment d'intégration, alors que x cst la variable d’intégration.

L expression _J":' fla}de sappelle intégrale définie. C'est un nombre caleulé par F(b) - F(a) . avec
F(r) unc primitive de f{r} .

» Théoréme : Si Fi(x) et Fy(z) sont deux primitives de la fonction f(r) sur
[ 8], alors Fofw) = Fi(x) + C, avec € unc constante (€ R).

Preuve :

)= Fa)=fley = (FE)-FRE) =0 = [ -FBE)=C

En conclusion. si nous connaissons wune primitive quelconque F{r) d'une fonction f(r) . toute antre
primitive de cette fonction sera de la forme F(x) + C. O

» Définition On appelle intégrale indéfinie de la fouction f{x) et on note [ f(r)di toute expression
de la forme F() + C . oft F(r) est une primitive de f{z) et C une constante. Ainsi par définition.
| fla)yde = F(r)+ C

» Remarque : Lintégrale définie se calenlant par la différence (F(0) + C)—(F(a) + C) = F(b)—Fla).
la constante € peut étre omise dans les calculs d'intégrales définies. Nous choisirons doune toujours la
pringitive la plus shimple,

» Exemples : [5der =50+, [(Tr+2)de = 3502 +2r + 6+ C et [sinfar)de = —cos(r) +C



9.4.2 Intégrales (sommes) de Riemann (Allemand, 1826-1866)

Si f désigne wne fonction conti-
mie dans un intervalle [a: 8| | on
définit le noanbre f‘:’f('r}dz a
I'aicle d’estimations suiccessives.
Pour produaire denx estimations,
I'ne par exces ct 'autre par
défaut. on subdivise 'intervalle
[@:h] en un certain nombre n
de tranches. puis dans chaque
tranche on remplace le graphe
par wie horizoutale. inaximum
on minimum de la fonction sur
la trauche.

Soit Ar = ";“. la largeur de
chagne tranche. que pous choi-
sissons ¢gales. Nommous Af; le
maximmn de f dans la &0
rranche. ot m; son winiman. On »
obticnt alors les estimations sui- Az

VANLOS ©

ie me

FPar défant - A7 = Qi nny + Axr no+ Ac-my+ ...+ Ao -my, = ELl Ax-my
Parexets : 4T = Ar- M+ Azx- A+ Ar- My + .+ Ar - M, =370 Az - M

Pour obtenir la valeur exacte. on passe a la linite lorsque la subdivision devient de plus en plus fine,
¢'est-a-dire lorsque n — x .

Ona: . .
AT =Y Arm <4<y Az M =AY

i=1 i=1
Si on choisit Ar de plus en plus petit (Ax — 0). on obtient I'égalité :

’ r
li Ar-om; = i Ar-M;=A
Sy 2 A= fu, 3

A la limite, le sywbole ¥ se transforime en [ et Ar en dae. M; = my = f(2;) car au passage a la limite.
les maximums et les mininnuns sont identiques. Finalement. on obtient

. A= _/: flrydr

Lintégrale étant la limnite d'une sommation. clle posséde les mémes propriétés que les sonnnes.

[t =gends = [ fryde+ [ gayde

/ pfe)de = ;,_/ f(r)drpeR



9.4.3 Moyenne d’'une fonction

Daprés sa délinition, lintégrale mesure une
somme daires powrvues de signes. L'intégrale per-
et de définir la valeur movenne d’une fonction
dans un intervalle.

7 la movenne de la fonction f entre ¢ et b vaut

f=

[ f(z)dx

b —a

Pour une fonction continne f. la valeur moyenne
est I'ane des valenrs de f. I existe en effet un
nombre ¢ € [a:b] tel que f = f(e) .

Ce résultat est connm sous le nom de théoréme

de la moyenne. /f

-y

9.4.1 Théoréme fondamental du calcul intégral

Soit la fonetion A(r) = [ f(t)dt. Cette fonction

calenle aire entre I'axe des r-axis, le graphe de f
et denx droites verticales . La dérivée de A(x) en /_\
L vaut
Alrp) = Jim —
( ar-0 Az
Connue A{To) |A

Ad = Alrg + Ar) = A(xy)

ro+Ax

Wy +Ar L7
_ ' _ -
_ [ fiyt = | fitydt = /I F(t)dt p o Lo+ L\u\/

Par le théoréine de la movenne. il y a une valeur
¢ € [wn: 2o + A telle que f
JEFAE f(dt = Ar - f(e). On a ainsi 33 = f(c). Finalement,

Y

e = i 24 =
Aro) = lim —— = lim f(c) = flxo)

Nouts venons e démontrer le « théoréme fondamental du calcul intégral » qui dit que « Pinté-
gration est le contraire de la dérivation ».

» Important :
Alxr) = [Ff(dt = A(zo) = flag) cest-a-dire : ([ f(x) deY = f()

» Théoréme : Si F désigne une primitive quelconque de la fonction f. alors

1? fle)de = F(b) — Fla)

Preuve :

La fonction £ ot la fonction 4 donnée par A(r) = [ f(t)dt sout toutes deux des primitives de f
Comne F et 4 ont la méme dérivée. elles différent d'une constante & @ F{r) — A(xr) = .

Posons » =a @ Fla) = Ala) = Fla) = k. La coustante est done Fu).

Posons » = b F{(h) - A(h) = Fla).

Don Ath) = F(b) — Fla) = [':' flr)dr d



2 12 , 1 ”
» Exemple : / @dr = [ler = l 22— —(-3)"=2-4.5=-25
J-3 2 -3 2 2

9.4.5 Interprétation géométrique de Vintégrale définie

Soit f{r) unc fonction continue sur [a:b]. En niilisant la définition de l'intégrale (intégrale de Rie-
mani). j‘f’ f(r}dx représente 1'aire signée délimitée par 1"abscisse, le graphe de f et les droites verti-

caless r=aet r=0.

> Import‘ant :

Si f{x)>0 alors f(:’ flx)dxr > 0. Par contre si f(z) < 0, alors _[:f(:c)d:c <0

9.4.6 Aire de la surface entre une fonction et ’axe des &

Soit la fouction y = f(.r). Pour déterminer aire comprise entre la courbe et 'axe des z. dans I'intervalle
[:B] o ne peut pas systématiquement calculer _f:’ flr)de. Regardons deux exemples.

» Exemple :

.2 - 1 2 2 1 ) 1 \ ) r
./—J!J ke [51 ]_3 = § 26 = 5(_3) =2-4.5=-2.5

Counne la fonction n'est pas positive partout sur l'intervalle. le calenl de
3 P

JZ4x dir ne donne pas la réponse exacte. Pour déterminer 'aire grisée,

considérer | f(.)] an lieu de f. On obtient alors :

0 2
A= [ £dr+ / tdr=15+2=6.0
J=3 Jo

» Exemple :

Soit la f{r) = 3a — 2. Pour calculer 'aire entre la fonction et ['axe des
+ sur Uintervalle [—3: 2], nous devons déterminer les zéros de la fonction
ot considérer la fonction |f(r)| au lien de f.

-y

2/3 : | i
[ 3o =2 e +! 3w — 2 dr
Sy H 12y i

A=

9.4.7 Aire de la surface limitée par deux courbes

2
3 -2 -
-2 4
f -3

Soient f et g deux fonctions. Le graphe des fonctious f et ¢ délimite une surface fermée si I'éguation

Fr) = glr) possede deux solutions ot si entre ces deux solutions les fonctions sout continnes.

-y



» Exemple :

Soient f{x) = 23 — dr + 3 ot y(r) = —0.75z + 6.5 deux fonctions.
Les zéros de f(x) — g{&) sont {~1.5: ~0.5:2}. La surface fermée
délimitée par les conrbes f et g vant

)

—0.5
A= [ g() - [y de+ [ Flx) — g(z) dz > 6.36
J=1.5

)

9.4.8 Volume d’un corps de révolution et longueur d’arc

On construit nu corps solide en faisant tourner autour de 'axe
2 une surface délimitée par mu graphe et les droites verticales
r=actr==b

Pour estimer le volume Je ce corps. on le débite en fines
tranches evlindrigues.

Le volume de la tranche vaut 7 - If{.r)lz‘- Ax.

Le volume est obtemt en sonnnant les volumes des cylindres et

en passant & la linite (uombre de tranches tend vers Uinfini}.
n b )
i ETTIRTC U A :
V= lin §’_lj - flef Ar = j - [f(2)? do

(avec .r; € i“" intervalle). Finalenent. on obtient

b
V=n. /,. [f{x))? dx

» Remarque : On peut aussi construire un corps solide en
faisant tourncr autour de I'axe y nne surface délimitée par un
graphe et les droites verticales ¢ = ¢ ot y = . Le volume de de
corps vaut IV = f;f' a.r2dy. Coneretement. nons devons exprimer
r en-fonction de g cest-a-dire caleuler r = f~{y).

» Exemples :
a. Volume du paraboloide
Ce vohnne est obtenn par rotation de la courbe y = x? autour

de 'axe y.

¥ = I{l) = .!'2 = = j‘-l(q) — \/a

i y -1 g
V= / Ty dy = / sydy = —I*
( o 2

Nous avons traité le eas on flo) = o co qui impligue que
q q

‘.=\/ﬁ'.

¥



b.

lauteur r ¢t cle ravon r. Déterminons m de telle sorte que
f(x) = - /¥ passe par le point (h:1) :
fh) =m-vh =r Onadoncm= 7"5 Ainsi f(») = ﬁ\/?

On obtient

. it r 2 hr‘Z.L.
(N — " d..'= )'/ —'d,'
. L [\/ﬁﬁ] S

art h re 1 2 h 1mr? , 1 )
I /" rdr = |:——f;--§.[' —§Th —inr h

Volume obtenu par rotation de la surface délimitée par deux courbes

Plus goucralement. déterminons le volume du pavaboloide de I f
1

Y

If’

Soit la surface délimitée par les courbes f en g entre r = a et © = b . Nous SUpPPOsCrons que
flx) > glae) > 0 s {a: ] .

Cette sirface est caleulée par A = j;f'(f(.r) - g{r)) du.

Le volumie obtenu par rotation de cette aire n'est pas V' = ?F.(S'(f(.l.‘) — g{2))? dz Il se calcule
par soustraction de deux voluines :

b b
V=m- / fleYdr— 7 j g(ry dx

Longueur d’un arc

Soit f une fouction continue et dérivable sur [a: 5], On appelle £ la longueur de la courbe sur cet
I g

intervalle. Cette longueur peut étre approchiée en caleulant la longueur de n segments puis en

faisant tendre # vers Pinfini. (avec x; € i intervalle)

L= lim i \/(f{.'r:,— + Ar) - floe))? + {Ar)?
1=1

H—2C

. \J [(f(.r,- £ - )y 1] (Aap?

i=|

= nli—l.lolc i ‘{f'(;l';)z +1 Ar =jb V1+ (f’(.t‘])z dx
=1 €l

» Exemple :

Calenlons la Jongueur de larce de f(r) = #%2 sur Vintervalie [0:1).

o 3 )\ Y 12 9\
- —rl/2 f = - === -
L /(; 1+(2.r ) . L l+4rrh [9 3 (1+4L)

8 .

0
gl
9 372
= —? (1 + _—ll) ~ 1.44

9.4.9 Méthodes d’intégration

La recherche des primitives fait parfois appel a des méthodes d intégration.

.

Intégration par parties
Soit f() = u(r)- r(r). Nous avons démonutreé que sa dérivée est /() = o' (o) - ofe) + ula) - ' (r).
Nous pouvons alors écrire les intégrales indéfinies suivantes -

/f'(.r} dr = /{u'(.r] st = ale) ') de o= [u'[,r')r'[..-‘) dr + /u(.r) ') da



Comme [ f'{x} dr = f(x) = u(x) - v(2), nous obtenons finalement :
ulr) - v(r) = /u’(;c) cv(x) dxr + [u.(x) -v'{z) dx

Resultat

La formule d'intégration par partie se mémorise et s’utilise sous la forme (la constante est volon-
taircment négligée) -

/n(::;}-v’(:c) dr = u(z)-v(x)-[u’(a;]-v(a:) dx

» Exemples :

a} Pour calculer J,f’ r - cos(r) de, il faut identifier correctement w et v
Choisissons # = r et ¢ = cos(x). On a alors
b b lb
- [ 1-sin(r) dr = wsin(2) + cos(x)l
“a a

h
/ £ - cos(r) dr = xsin(z)
fa a

b) Pour caleuler [ sin?(x) de choisissons u = v’ = sin(x). On a alors

/ sin’(x) dr = / sin{x) - sin{x) dz

= —sin(r)cos(x) - [ - cos?(x) dx = —sin(x) cos(z) + [cosz{:r) dx

On remplace cos?(x) par 1 — sin?(z). On a alors :
[cos?(:::)d.r = [l—sinz(:c)d:t: = [1 dr — [sin?(r)_d;n: = —]si1'12(:¢;}d:c
Ainsi ‘ -
| f sin?(z) di = — sin(z) cos(z) + T — [ sin(z) dr
2- [siuz(.r) dr = —sin(x)cos{z) + =

/sin"’(a:) dx = % (= cos(z)sin(z) + )+ C

¢) Primitive de la fonction logarithme naturel : Que vaut [ In(z) dx = [ In{r) -1 dz? Choisis-
sons. 1 = In{.r)ete’ = 1. on obtient : :

/ (.r) de = [ 1-In(r) dxr =z In(r) - /.l‘ : % dx
=x-In(r) - / ldr =zx(ln{r)-1) +C



b. Intégration par changement de variable (par substitution}
Cette méthode penet de calculer dans certains cas la primitive d'une fonction composée.
Resultat

b b
[ 956D - £1(z) de = GUGY

Preuve :

Dérivons la fonction composée G( f (:r)) ,

r— floy)=u—>Glu) =y

i ()
Aiusi
(GUEN = £} -G (fle)) = F'(2)- 9l ()
Done
b fth)
[oun-ruar= [ g da
a Sty

On passe du membre de gauche A celui de droite en posant & = f(r). du = f'(z) dz. et en
changeant les borues d'intégration. (|

» Exemples :

a) Pour calculer .J;f' a2 sin(z?) dr. on pose u = r* done "% = 2?dr. On obtient :

b:]

/: 2 sin(ad) di = %[: sin{u)du = —%Cos{u) .
b
- (cos(b*) — cos(a®))

= —% cos{x?) 3

b) Déterminons l'aire A d'un quart de disque a l'aide du caleul intégral. Equation du cercle
centré en l'origine et de ravon r @ r? 4+ y* = 2 ainsi g = Va2 — v2 représente un deni cercle.

A= / Vit — a2 de
)

On caleule cette intégrale par changement de variable : .+ = rcos(p) et done dz = —rsin(2) dy.
Ce changement de variable provient des équations paramétriques du cercle de rayon r centré
cu l'origine. Les nouvelles bornes sont obtenues par - = cos™! (%)

roo_ 0
A= / ViZ— 2 dy = / 72 — (rcos()(—rsin(p)d)
9 13 _ '
) 3 T2
= / —r?sin?(p)dyg = 1 [ sin?(2)dy = r* - ;(-cos(,;)sin(:p) +9)| = j—i—-—
. Jo = 0

¢. Intégration par identifiaction. Cette méthode. appelée par identitication, peut s'appliquer
dans les cas ol la forme de la primitive est cpnnne. :

» Exemples :



a)

b)

Qe vaut Ia deérivée de F(x) = (az? + bx + c)eb=
Ona:

F'r) = (ar? + br + )ke*® + (2az + be** = (kaz® + (2a + kb)r + (b + kc))ek*

En posant. 4 = ka. B = 2a+ kbet C = b+ ke, ona que F'{x) = (Ax? + B + C)e* est de
ma méme forme que F(x).

Ce résultat géndéral nous permet par exemple de déterminer J (842 — 2 + 1)e*dz. On trouve
a=3b=-2—-06=-8cte=1+ 8 =9 donc finalement,

]{3:{‘2 — 27 + 1)e*dz = (347 - 8z + 9)e*

Que vaut la dévivee de F(r) = (acos{x) + bsin(z))er” ?
Ona:

F'(x) = ((ka + b) cos(z) + (kb — a) sin(z))e
En posant. A = ke +b, B = kb — a. on a que F'(z) = (Acos(x) + Bsin{x))}ke* est de ma
méme forme gue Fr).
Ce résultat général nons permet par cxemple de déterminer [(sin(x))eZde. Dans notre
exemple.on a A =1, B=1ct &k =0.5. On trouve a = =4 ot b = % donc finalement,

] [ ]

/’siu(.r:)eéd:r = (% sin(z) — gcos(x))c%

d. Intégration des fonctions rationnelles. L’intégration des fonctions rationnelles f(x) = q”—%
avee deg{g) = 2 sera érudié dans les exercices. Vous trouvez les différents cas dans votre formulaire.

9.4.10 Intégrales impropres

La définition de I'intégrale j;f’ fla)da et les méthodes dintégration ne sont valables que si la fouction f
est continue sur tout l'intervalte fini {a: ). Lorsque la fonction n'est pas continue ou lorsque lintervalle
est de la forme | — oc:d[. [o: +x[ ou | — a0: +3[, on prolonge la notion d’intégrale a I'aide de limites.
On appelle de telles intégrales des intégrales impropres.

Intervalles infinis
Ou dit que [ f(+) dr existe si blim _f: f(x)dz existe. Dans ce cas. on a :
—3aC

[ swrie =y [ serds

Intervalles contenant une discontinuité Si f pré-

I
sente une discontinuité¢ {en x = d ) dans l'intervalle {a: b, ) I
alors ou deéfinit :
b ' 4 b - !
[ flz)de = lim [ f(z) da + lim f f(z) dr |
Ja F—=d— Ja a—=dt fao i
I
\h |
e
@ A0 b
r=d

» Exemples :

x
A1

1 o L 1
— o = lim / —de = lim == = lim ~3 +1=1
1 i

22 h—x €= h—x | b=



&

o

a

e ] b ‘ . b
/ —=dr = lim / M dr = |im 2¢1/2
21 \/T b—x /)| —0C L

a—-0t

| 1] 1
/ - dr = lim / — dr = lim ——
Jp X a=0* J, & a—=0t T a

1

1 1 -1 .
/ —dr = lim / V247 = lim 27172
Jo ﬁ n=Ut fo a—Q+ n =0t

9.4.11 Intégration numérique

|
= lim -1+ — w'existe pas.
a

= lim 2-2/a=2

= lim 2vh - 2 wexiste pas.
b—oc

Parfois aucunes des méthodes présentées jusqu'ici ne permmet de déterminer ia primitive cherchée. I faut
alors recourir a des wcthodes nunériges qui nons livrent des estimations de la valeur de intégrale.

L'idée est de subdiviser Uintervalle d'intégration en tranchies ot de remplacer dans chaque tranche la
fonction par unc fouction facile & intégrer. Les arcs de ‘rmphos sont remplacés par des segments, des
arcs de paraboles. voire d'autres courbes.
Les sommes de Riemann. qui recourt & des segments horizontaux. est une méthode d° intégration
nunmérique. Elle permet 'encadrer Fintégrale cliereliée par une estination par exceés et une estimation
par défaut. La qualité de Iestimation s'améliore avec le nombre de tranches que compte Iintervalle
d’intégration

a.

Méthode de la sécante

La méthode de la sécante cst aussi basée sur des segmients. Sur

lintervalle fe: b . la courbe y = f(x) est remplacée par la séeante.

soit la droite passant par A{a. f(a)) et B(b. f(h)) . On obtient

S = (h—a). @S0
e Vil 2

[
base
hauteur oyenne

Méthode de la tangente

La méthode de la tangente est aussi basée sur des segments. Sur

intervalle [a: ] . la courbe y = f(z) cst remplacée par la taugeute.
soit la droite tangente a y = f(x) passant par lo point milien

A (“T""’f(“TH’)) = (m: f(in)) .

regoa ()

hauteur mayenne

buse

Y

Sclon la concavité de la fonction sur l'intervalle. Uestimation sera supéricure ou infér ielue ala
valeur exacte. Si la fonction ne présente pas de point d’inflexion entre a et v, la valeur de f flz) de

est entre S ot T.
Méthode de Simpson

La méthode de Simpson est en fait une movenne pondérée des deux méthodes précédentes. Ainsi
Festimation est meillenre. La méthode de la tangente a un poids double de celle de la sécante.

Ainsi.

3
= (b-

). Sla)y +4f(m)+ F(b)
6

P= iﬂ:({;—u}.%(ﬂﬂ);ﬂm 2. }.(u+h))




» Exemples :
3

a. Illustrons ces méthodes en calculant 7 = Jj3 L dz. La valeur exacte est

I =In(1.5) — In(0.5) = n{7) = 1.09.

r 3
a) Estimation de la sécante (cxces) : ‘o f
_ f0.5)+ f(1.5) _2+3 4 _
S=(1.5-0.5)- 5 =3 _5—1,3 1.5
b) Estimation de la tangente (défaut mais meilleure que 1.0
S):
L5+ 1.5 _—
T=(1.:3—l}..-3}-f('—J?—~—“') =1

¢) Estimation de Simpson (meilleure estimation) :

5+2-T -
=———=1.1
3 :

La méthode de Simpson cst exacte pownr les polviomes de degré inférieur & 4 (voir en exercice).

I)

b. Les trois estimations ci-dessus sont basées sur es segments rectilignes. Quobticnt-on en rempla-
cant la fonction y = f{.r) par un arc de parabole sur l'intervalle d'intégration ?
L'intégrale [ = I: F{a)dr est estimée par ‘Jf g{x)dr.avec g{x) = ar® + gr + v la parabole
passant par les points A{a: f(a)). M{m: f(m) and B(b: f(B)) (m = ‘%’—b)
Pour déterminer a. 3 ct 5. nous procédons a une translation du systéme d'axes de telle sorte
que T'origine soit en (m:0). Posons h = %5 de sorte que A(=h:yo). M (O} ot B (h:y2), avee
vo = fla), yn = f(m) et yo= f(b):

A€g : w=n-(-hP=3-(-h)+7 = yo = ah? — Bh + 4
Meg : y1=1 = Aty +ye =20k’ + 64
Begy : pm=a-h+3-h+n — y2;0h2+_3h+7

6 it , . h

[g(.t.‘)d.r:/ ar? + 3x+- d.z:=%r“+—§.‘c2+*‘,fx

Ja d—h * —h

ERRANT th - _(9._ 3. 80 py2 -_)
...31':—!-2 +~h 3( h)-l-z( h)e + ~(—h)

20,4 o, N 2 _h .
= St 2h = - (207 +6%) = 3 (v + 4 + 1)
h—

=— L (Flo) + 4f(m) + £(b)

C’est le résuitat de la iméthode de Simpson!
Ainsi la méthode de Simpson consiste-t-clle a remplacer la fonction par un arc de parabole.

9.5 Equations différentielles

» Définition
Une équation différentielle est une relation faisant intervenir une fonction y = f(x). des dérivées e
cette fonction i, ", ... et la variable .

clyy

" Quand r represente le temps. la dérivée de g
L

» Notation : La dérivée de g = f(r) se note i ou
se note g (physique!)

» Exemples: ' -2y — > =10 g = (1 =2y =0 i = cos(y”) - n(y')



» Définition

Une solution d'une équation différentielle est une fonction qui satisfait 'équation. La famille des
fonctions solutions est appelée solution générale de I'équation. La solution générale d'une équation
contient nne ou plusicurs constantes.

» Exemples :
a. y =%+ ¢ est la solution générale de ¢ = 2.
y =+ est une solution particuliére de cette dquation.

h. Un corps tombe en chute libre, sans frottements. ¢ = f{#) déerit sa position verticale en fonction
duotemps t. Ona g=g¢g.Dou g =g-t+e. Doll g = %_q #* 4 ¢ -t + 2. Les fonctions
¥y = 2gt’ + it + o forment la solution géndrale de I'dquation ¢ = ¢ . La connaissauce de
la vitesse verticale ry au temps ¢ = 0 ainsi gque la position de 'objet ¢ en ce méme temps
initial # = 0. permet d’obtenir une unigue solution. appelée solution particulidre de I'équation -
fO)=dh=cs0t ffO)=vyg=¢y = y= %ytj + tot — dy.

» Définition

Une équation ditférentielle est dordre n si la 2% dérivée de la fouction v oost la dérivée de plus haut
rang intervenant dans I'équation. La solution générale dune quation d'ordre n contient n constantes
arbitraires.

» Exemple :
Y =y + o —~1=0est d'ordre 2. Elle admet comme solution géndraie y = ae + %12 + 6.

» Remarque : [l est possible de trouver nne équation différentielle dont la solution générale cst
donuée : il faut dériver autant de fois qu'il v a de constantes arbitraires puis éliminer ces constantes a
partir du svstéine obtenu.

» Exemple :

Solution géndrale : y = ax? + br.
On a alors : ¢ = 2ar +b et ¥’ = 2a. Ainsi o = 54" et b=y ~ 2ar = y — ry". Donc |'équation
différentielle est y = —$y"+? + y'x.

9.5.1 Interprétation graphique d’une équation différentielle d’ordre 1

Considérons 1'équation différentielle ¢ = {ﬂ

A chaque point P{.r: y) du plan, équation ditférentielle associc nne direction : le vecteur de pente y'.
Par exciuple. en P(2: -3) on a ¢ = 51? = 3% = —3. Aiusi en chaque point dn plan on connait la ponte
des fouctions solution y = f(.r) . On obtient ainsi le champ des directions de |'équation différenticlle.
En partant d'un paint £y on peut tracer la courbe sohition [Par approximation en suivant le champ
de directions. On tronuve alors une approximation de la solntion partienlidre qui passe par Fy(wy: yp).
c'est-a-dire telle que f(uay) = go . La solution de 1'éguation différentielle y = =:? est y = ¢y - 27 .
Graphiquement. les courbes solutions sont les paraboles dont le smnmet est en l'origine.



Voici le chamnp des directions : et la solution particulicre passant par Py (2:2).
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9.5.2 Résolution d’équations différentielles d’ordre 1

a. Equation du type y = f(r)
Il suffit d’intégrer!

¥ = ::—':' = f(r) = dy= f(r)de = .[dyzjf(x)da: = y:[f(;;;)d_-r

» Exemple: g’ =.r—1. Alors y = -~ —r+c¢

| -

b. Equation i variables séparées. Equation du type ¢(y) - ' = f{x)

o) P= 1) > gy =@ i > [y = [

» Exemple:

Yy 2 1 2 fl f 2
=1y =2y =0 = = = = —dy = dr = -dy = dr
(2 2 4 y -1 yty r=1 ¥ v xr—1

= Inlyl =2lnjr=1|-e=n{r =12 +¢ = y=k-(z—1)

. . . r u
c. Equation homogéne. Equation du type y' = f(¥)
Posons z = £ pour se ramcner an cas précédent. Ainsi y = zz d'on y = =+ a2, L'équation
devient

P ot He) = - 1 1, 1 N
2ras=fe) s ws =) - s =T 2 f,z:d“‘.[f(:)—:d“

La fonction z ¢tant trouvée. on conclut en éerivant y = & - 2.

» Exemple :

) ry ry vy ot y/
V=G5V 5 =S5 —5 S T T
w2yt ey =y 1= (y/r)

i

- Y .
En posant = = =, on obtient 4 = 1




d.

1 1-22 1 22 -1
./.I'd'r:./ = dz:f-;}dz—/z—aff_: 373 =Inlz] + e =Inje|

-1 , -1
53 —Wl+e=njz| =2 =+l -c=llk r- -

Nt

222 2:2
On ne peit pas isoler z. En écrivant z = f., on trouve :
- ] y
—=Inlk-z-=|=lulk
L z| =ik oy

T
-2% =Inlk yl = 2% = -2y Injkyl = r=y v —2Inlky|

Notons au passage que la solution est ici une fonction implicite.
Equation linéaire. Equation du type y' + f(z)y = g(r)
Posons y = u - v, olt u ¢t o« sont deux fonctions de z & déterminer. ¥ =d'v +ud. Ainsi

¥+ flr)y = v+ w’ + f(x)ue = e(u’ + fla) u)+ e’ = g(r)

Choisissons # tel que o' + f(r)u = 0, puis v sera obtenu en résolvant we! = gl(r).

S
: s " e
W= Jlrn=0 5 — = ~fle) = Imju)= -Flr) = 4 =0
u
w' =e7FE) o = g(z) = o = HF ate)

Ainsi. v = [e gl ) dr et finalement y = u- v est lasolution géndrale.

» Remarque : La présentation du formulaire est un peu différente. La solution générale avee
9(7) =0 st y = ¢ e F1 Solution particuliere : p() telle que p(a) = efr) - e~ F2) est solution
de ¢/ + f(e)y = g(x).

Alors la solution générale de i + f(x)y = g(r) est y=c- e F) 4 efr) . e~FIO) Montrons que
c’'est la wéme solution !

p(x) satisfait p'(e) + f(r) plr) = g(z)

= (x) e ) - ola) Sy TTE 4 () ety T T = ()

= d{r)e P = g(r) = d(2) = e g(r)
Ainsi c(z) et »(r) sont identiques a une constante pros.
y=ulr) elr)=alr)-(c(x) +c) = e T () =) = e FO) 4 e(r) e~ F®)
Ce sont bien les mémes CXpressions.

» Exemple :

1-2» 1 -2
'+ —y =1L lei flr) =~ et glx) = L. Alors
x*
. 1 -2 1 & 1, 1 2
Floy= [ == ar = [ e =2 [ Sdr= -2 —omug = -1
et
u=e Flz) o '.,%-Hurz = f-’} 2
Ainsi
‘ ‘ I 1 L) =l
= efUY gy = —e T = B{x) = /—_,r* Fdr = /t'd.' =eT +¢
e it~ _
= -i/r :
dt = 1/ dr
Finaleient.

L 5 =1 ) ) i
y=unr=e¢cyr°. (9 [ (') =0T erter = g (l -'-('f")

!

est la solution générale de équation ditféventiclle ' ~ —y =1



9.6 Formule de Taylor
Le mathématicien anglais Brook Ta‘\'lurl(lﬁ&-ﬁ-l??;l} constata que pour un polyudime
fz)=Par) =y~ efor —a) + el = 0)2 + -t op(z —a)”

la k1™ dérivée en a vaut f*}(a) = klep. ol M ( k factorielle) désigne le produit des & premiers nombres
naturels (on définit encore 0! = 1). Les covtficients ¢ sont done entiérement déterminés par les dérivées
successives de Pp(z) :

fe 1(«)

f(u][lr_”, . r—a)? 4

Pu(r) = fla)+ T (r —a)"

Etant donné une fonction f. on pent caleuler ses {lérivécs successives en @ ¢t construire le polynémne
P, () comme ci-dessus. Les n premicres dérivées en a de P, () coincident alors avec celles de f.

' (r)
. + f H.'(a)

» Exemple : Par exemple. pour f{.r) = sin(.r) and a = 0. on construit
les ]}lulg'llf)ﬂ‘lles :PI (.1]: .l': P,[,} : - }l1_p3 = r — ‘_‘r:i ot P—(.r) =
&= g+ m.‘u"‘ reproseutdés cl-contre.

En analyse, le théoréme de Taylor appelé anssi la fornmbe de Taylor,
du nom du mathématicien Brook Tavlor qui I'établit en 1715, montre
qu une fonction plusicurs fois dérivable an voisinage d'un point peut étre
approximée par une fonction polynome donr les coefficients dépendent

uniquement des dérivées de la fouction en ce point.

On peut énoncer la formule de Tavlor (o de Mac Laurin si @ = 0) comtne suit :

Soit une fonction f qui pent étre dérivée (n + 1) fois sur un intervalle ouvert
contenant les points a et x. alors il existe un nombre £ entre a et x tel que

n (&) a . {n+1)
fle) = g .f_ili._) (i — (L)‘ ‘i o 1(]&1)( )n+l

[ ] ~
e

poivnome de lavlor P.{z) reste de Lag‘;angc fn(z)

Preuve :

On consideére Uexpression h(r) = ()b — a)"*1 = S{a)(h = £)" avee

(1)
o) = 50 = |1y = Loy S ("(z,_n"]

!

La fonction & s"annule ponr & = a ¢t .+ = b {car (b} = 0).Comnme elle est continue. il existe forcément
un maximum ou un minimum sur Uintervalle Ja:b[. done mne valeur € € Ja: b qui annule la dérivée
ey = (b—a)** () + (n + 1){b - )" 2{a). On tronve

{nt1)y,. fn+1}
L(r) = —f—tﬂ(b - W)y =(b-=-0)" ((n_ + 1)p(a) — ;._[_}U, )n+l)

nl

f‘”‘“( )
=~ )

(h—a)"' = f(b) - [_rm

La relation #'(€) = 0 signific pla) = ———=(h ~ «)"*! . Ainsi

f{u+ll(£)
{n+1)!

()
i bt f“}(b—u)"]
n.

(n
L0, -

ct done

w SN "
J) = fle) = b =)t = e T )+ T



Finalement. ou renmiplace b par .r. a

» Remarques :

a. Le polynoéme de Tavlor de degré Idonne 'équation de la tangente au graphe de f cn son point
d’abscisse o : y = f(a) + f'(e)(r - a).

b. Avec n = 0, on obtient le théoréme des accroissements finis.

¢. Le reste R, (x) contréle la qualité de l'approximation de f(.r) par le polvnome P,(). Si on peut
montrer que R, () sapproche de zéro lorsque n augmente. on dispose «'un moyen de calculer f(x)
aussi précisément que on souhaite. en considérant un polvuome £2,(+) d'ordre n snffisamment
grand.
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