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Chapitre 18

Quelques applications des intégrales

18.1 Volumes de révolutions

18.1.1 Autour du premier axe

Dans ce cas, on veut décrire le volume V, construit a partir d'une courbe que I'on fait
tourner le long de 'axe des x entre les bornes a et b.

On procéde de la méme facon que pour 'aire sous une courbe. On commence par sub-
diviser lintervalle [a,b] en n intervalles [z;_i,z;] pour ¢ allant de 1 & n (sur P'exemple
ci-dessus, on a pris n = 5). On construit ainsi n rectangles dont le coin droit touche le
graphe de la fonction (comme montré sur le dessin), puis on les fait tourner autour de
I'axe des x alin de former des rondelles cylindriques. Enfin en faisant tendre le nombre de
subdivisions n vers l'infini (et par conséquent la longueur des intervalles de la subdivision
vers 0), on trouve le volume V. cherché.

Le volume de la i-iéme rondelle est donné par la formule “base fois hauteur” ou la base

est le disque de rayon [(z;) et ot la hauteur est la largeur de la subdivision Az = =]

T

?T(f(.’lﬂ'@))z Az

De ce fait, le volume de toutes les rondelles vaut

m

S (mfz)-Az) = 7Y fPz)Az
=1

i=1
En prenant la limite, on peut utiliser la notation de I'intégrale pour obtenir :
b

V. = lim wz_fz(mi)Am = m lim ZfQ(iL'g)A:E nét'ﬁ/fg(:r) dz
i=1 ' i=1

n—r+00 3o A
1]
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18.1.2 Autour du deuxiéme axe

Dans ce cas, on veut décrire le volume V, construit & partir d'une courbe que 'on fait
tourner le long de I'axe des y entre les bornes a et b.
¥

Voici deux fagons de voir comment on tourne autour de 'axe des .

Vue de coté Vue de dessus

On procéde de la méme fagon que précédemment. On commence par subdiviser 'intervalle
[a,b] en n intervalles [z;_1,z;] pour i allant de 1 & n (sur Pexemple ci-dessus, on a pris
n =5). On construit ainsi n rectangles dont le coin droit touche le graphe de la fonction
(comme montré sur le dessin), puis on les fait tourner autour de 'axe des y afin de former
cylindres creux. Enfin en faisant tendre le nombre de subdivisions n vers I'infini (et par
conséquent la longueur des intervalles de la subdivision vers 0), on trouve le volume V,,
cherché.

On trouve le volume du i-iéme cylindre creux en soustrayant au volume du cylindre plein
de rayon x; celui de rayon z; | = x; — Azx. Ce volume est ainsi

volume du cylindre volume du cylindre
de rayon x; de rayon ;1 = x; — Az
N * -
mx? f(z) — w(z;— Az)? f(z) = m2zAxf(x;)) — 7(Az)f(x;)
N =~ — —
base hauteur base hauteur

De ce fait, le volume de tous les cylindres creux vaut

L

Z (m2z Az f(z;) — ﬂ{&r]'zf{x,-}} = E‘TTZ:r:,-j'{ﬂ:,-}&:i—: - ?.‘TTN:Z J(z)Ax

im] i=l

En prenant la limite, on peut utiliser la notation de I'intégrale pour obtenir :

—0
n . 7 ~ b
_— . o . o » b—a . 5 ) o .u%t. | ? 2 s
Y, = 2'frﬂ]1>1|n00 Z z; f(z;) Az Trn]—l>I-Er>o = nll}]z[i_lm Z f(x) Az 2m f zf(z)dx
i=1 T . i=1 - o

=[? f(z) de



243

18.2 Longueur d’une courbe

Dans ce cas, on veut décrire la longueur L d’une courbe donnée par le graphe d’une

fonction entre les bornes a ct b.
¥ v

On procéde de la méme fagon que précédemment. On commence par subdiviser l'intervalle
[a,b] en n intervalles [z;_y, ;] pour ¢ allant de 1 & n (sur ’exemple ci-dessus, on a pris
n = 5). Pour chaque intervalle de la subdivision, on remplace la courbe par un segment
dont on calcule la longueur. Enfin en faisant tendre le nombre de subdivisions n vers
linfini (et par conséquent la longueur des intervalles de la subdivision vers 0), on trouve
la longueur L cherchée.

La longueur du 7-iéme segment (au-dessus du i-iéme intervalle) est donnée par Pythagore
¢t le théoréme des accroissements finis.

Rappel : le théoréme des accroissements finis et son interprétation

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. On

considére une fonction dérivable f : [a,b] — R. Y

Alors, il existe (au moins) un nombre £ € Ja, b

tel que _
f(b) — f(a)
b—a

flzi)]

= f(€)

- o s ooy
Interprétation adaptée a notre cas _

La pente moyenne entre les points i : !
; ; Ti 2 i
(i flain)) ek (g, () 4 §i \"3

est égale a f'(&;) (pente instantanée en &;) pour un & entre z;_; et x; (non compris).

Par Pythagore, et comme Az > 0, la longueur du segment est donnée par :

V(AZ)2 + (f(&)Az): = /1+ ([)2(&) A=

De ce [ait, le longueur de tous les segments vaut

L

> (VI (e a:,.-)

i=1
En prenant la limite, on peut utiliser la notation de I'intégrale pour obtenir :

" b
L= lm (Z (Vi+FrPE M)) 2 [T TR@

i=1

Le fait que l'on ait & a la place de z; ne pose aucun probléme si f' est continue.
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18.3 L’aire entre deux courbes

Dans ce cas, on veut calculer I'aire A entre deux courbes données respectivement par les
fonctions f et g entre les bornes a et b.

¥ Vv

X

Dans le cas ot les fonctions sont toutes deux positives, on obtient A de la maniére
suivante.

A = “Aire sous la fonction la plus grande” — “Aire sous la fonction la plus petite”

Ainsi, si f(z) 2 g(z) = 0 pour tout z € [a, b], alors
o 9 5
A= [ t@ o~ [g@)da= [(1(@) - g(a)) do
Cette formule est aussi valable lorsque les fonctions ne sont pas forcément positives, tant
que f(xz) > g(z) pour tout z € [a,b] est toujours valable. En effet, on translate les
deux fonctions vers le haut jusqu’a ce qu'elles soit toutes deux positives (par chance,
I'amplitude de la translation se simplifie lorsqu’on écrit la formule).

b
A= /(f(.z) —g(z))dz si f(z) =2 g(z) pour tout x € [a, b

Résumé

1. Le volume V. construit a partir d’'une courbe f que 'on fait tourner le long de I'axe
des x entre les bornes a et b est donné par la formule suivante.

b
Vo= ?T/fz(@") dx

2. Le volume V,, construit a partir d'une courbe f que l'on fait tourner le long de I'axe
des y enire les bornes a et b est donné par la formule suivante.

3. La longueur L de la courbe [ entre les bornes a et b est donné par la formule
suivante.

!L=_inm
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18.4 Un calcul d’intégrale sophistiqué

. ¥ f . . % iy - ” .
On considére la fonction f(z) = e . Cette fonction n’admet pas de primitive qui s’écrit
comme combinaisons (+, —, -, =+, o) de fonctions élémentaires (mondmes, racines n-iémes,
fonctions trigonométriques, exponentielles et logarithmes).

Voici le graphe de cette fonction qui ne s’annule jamais (méme si elle a une asymptote
horizontale d’équation y = 0).

images

—2 =1 1 2

Puisque cette fonclion n’admet pas de primitive, on ne peut pas directement utiliser le
théoréme fondamental du caleul intégral (TFCI) pour calculer 'intégrale [ f(z) dz.
R

L’astuce consiste & faire tourner la fonction autour de 'axe vertical. Cela transforme la
fonction f(r) en une fonction & deux variables qui est g(z,y) = e~ (&%)

En effet, lorsqu’on fait tourner la fonction, on remplace z par le rayon r du cercle centré
a Dorigine passant par le point (z;y). Par Pythagore, on a r = /22 + y?, ainsi

g(:}:,y) = f(f') = c_(m)z = 6—($2+'y2)

On obtient le graphe suivant pour f(z,y).
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On calcule le volume V sous la fonction de deux maniéres différentes.

I. Par les applications de I'intégrale, on peut faire tourner le graphe de [ autour de
I'axe vertical de 0 & z. On a ainsi

o +o0
V =2r / zf(z)dz=m f 2re ™ dx
0 o

En effectuant la substitution ¢t = 7%, on a dt = 2xdr (on n’oublic pas de calculer

les nouvelles bornes d'intégration) et on obtient ainsi

+o0
P s ]
V=mn{ e'dt Tg’lﬁ(—t’_“‘ ) =TT( lim —e™" — [—lj) =g:]l=x
. 0 t=+toc
0
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2. On calcule le volume V & I’aide d’une intégrale double (méme principe qu’une
intégrale simple, mais au licu d’estimer I’aire sous la fonction & I'aide de rectangles,

on utilise des parallélépipédes rectangles).

= // [z, y) dedy = //e (&7 dazdy = /f e gV dzdy
&2 B2 B2

On voit que grace a la formule sur les puissances, on peul «casser » [(z,y) en un
produit de fonctions & une variable. On peut done calculer cette intégrale pour u,
puis pour y comme le montre le graphe suivant (en noir, on voit une épaisseur dz,
bien siir il faut penser que la partic noire descend jusqu’au plan horizontal & hau-
teur 0, mais qu’elle est cachée par le reste de la fonction).
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Mais I'intégrale en y ne dépend pas de  (le résultat est un nombre), on peut donc
la sortir de l'intégrale en x.

+oa +o0
V= f eV dy / e~ dx
XD i

Ainsi, en changeant le nom de la variable y en z, on obtient

+oo 2

V= f e~ du

—0a

On a donc montré que le carré de l'intégrale qu'on cherche & calculer vaut 7. Par consé-
quent, on a




