CALCUL ALGEBRIQUE

1.1 ENSEMBLES DE NOMBRES

Lorsque I'on considére une collection d’objets similaires, mais distincts comme
un tout, on utilise la notion d’ensemble. Par exemple, ’ensemble des chiffres
est la collection des nombres 0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8 et 9. Si l'on utilise/d¢
symbole D pour dénoter I’ensemble des chiffres, on écrit alors :

/ « tel aue »

D={0,1,2,3,4,5,6,7,'8,9} {:clxastunchiffre}

se lit "ensemble des z tels que z est un chiffre"

Nombres naturels : N={0;1,2;3;4,... }

Nombres entiers relatifs : Z = { e i on @ sl skl = 3 5, }

Nombres rationnels : Q=[£;p€ Z, qc€ Z,qu}
q

Nombres réels HE R

Nombres complexes : C (i#=-1)

Chacun de ces ensembles est contenu dans le suivant :
NcZcQcRCcC.

Les éléments de ces ensembles suivent les régles suivantes :
I

® ['addition et la multiplication sont commutatives :
a+b = b+a a-b = b-a
® [L'addition et la multiplication sont associatives
(@+bd)+c=a+(b+c) (@b)e = a-(b-c)
® La multiplication est distributive sur I'addition

a-(b+c) = a-b + a-c (a+b)-c = a-c + b-c



 Par convention, tout calcul est soumis auz régles de priorité
suivantes : Ezpressions entre parenthéses / multiplications

et divisions / additions et sous'tractibns

1.1.1 NOTATION ENSEMBLISTE

1) Un ensemble A est inclus dans un ensemble B si tout élément

de A appartient aussi & B. On dit que A est un sous-ensemble
de B. On note A C B.

U

2) Intersection :

Fxemples

NcCZ

{ase;i;0;u}c{ alphabet }
AnB={zlzcAdetzecB}

Ezemples
{1;2;3}n{-2;0;1;3;5}={1;3}

[ fign g vares Bt v Wit e ) = i)
AuB={z|zcAouzeB}

Fxemples

{1;2;3}u{0;;;3;5}:{0;1‘;2;3;5}
{‘rouge ; vert }U{blcmc ; vert ; jaune}

rouge ; blanc ; vert ; jaune }



4) Différence:  A\B={z|zcAetzgB}

Ezxzemples

{fo;1;3;51\{1;2;3}={0;5}

‘ { rouge ; vert ; bleu } \ { blanc ; vert ; jaune }
= { rouge ; bleu }

5) Complémentaire L A = cf=U\A

Fxemples

_U_={O;1;2;3;4;5;6} A={1;2;3}

-A={_0;4;5;6}

Nombres irrationnels . R\Q

1.1.2 DIAGRAMME DE VENN

Remarques




® Le symbole o signifie infini.

® Les {'...}signiﬁent ensemble.

® La barre I signifie tel que (t.q.)

® Les symboles €& sont utilisés pour dire si un élément

appartient (n’appartient pas) & un ensemble.

® [I’ensemble vide se note @ ou { }

® Un ensemble de nombres avec une « * » est un ensemble sans
le 0. Donc, N° ={ 1:2:3: 41 },
Z*z{ i =D ] ] 2D },

® (Généralement, lorsque ’on choisit deux ensembles A et B, ce

sont des ensembles constitués de certains éléments d’un

ensemble U que l'on appelle souvent univers.

Controlons encore les affirmations suivantes.

1.

2.

Vérifions que V2 est un nombre irrationnel, c’est-a-dire que

V2eR\Q

Preuve. Supposons que

2 € Q on a alors V2 = E, fraction irréductible
q

p2

s=, 2 = => p2 = 9q2 donc pzest un nombre pair et donec
q
p est aussi pair (p = 2k)
= p° =4k’ = 4k? = 2¢* = 2k? = ¢* donc

¢”> est un nombre pair et donc ¢ est aussi pair

Donc la fonction n'est pas irréductible, la supposition initiale

est fausse et V2 Z Q ©

Montrons que 0,035 = 0.035555555.... € Q



Preuve. Nous allons écrire 0, 035 sous forme de fraction.
0.035 1000 = 35.5
— 0.035-100 =35

0.035-990 =32 = 0.035 = 2 = 15 c @ ©
090 495

1.1.3 DEFINITIONS

® Un nombre naturel p-est un nombre premiersi p = 1 et si

ses seuls diviseurs  positifs sont 1 et lui méme.
® nombre pairsdans N = {2n|n €N }
® nombre impairs dans N = {‘2n + 1|n eN }

® Un intervalle est un ensemble de nombres qui contient tous les

nombres réels et qui est délimité par deux nombres réels, a et b,

appelés bornes de l'intervalle. Si a et b sont deux nombres réels

tels que a < b, on note :

a;b.={:c:z:€Reta§a:§b} intervalle fermé

a;b'={x :relReta<a:<b} intervalle ouvert

a,;+oo[={:c|a:€]R et a:za}

a;b]={$|$eR et a<$§b}

|
|
[a;o[={z|seR et a<z<b}
|
|
] {x|a:e_Ret:c5b}

|
3
P
I

Fxzemple ]1;5]={:1:|:1:€Rct1<3:_<§5}



10 est -ééh.lgl_i;éllt possible de représenter un intervalle sur ’axe réel.
Pour cela, on place les deux bornes de 'intervalle sur 1’axe réel. On
utilise un cercle plein si la borne appartient a l'intervalle et un cercle
vide si la borne n’appartient pas a lintervalle. Finalement on

épaissit la partie de ’axe réel représentant l'intervalle en question.

Ezemple |

Représenter, sur ’axe réel, I'intervalle ] 1;5 ]

v

P S ——

1.2 QUELQUES RAPPELS

1.2.1 CALCULS AVEC LES FRACTIONS

® Pour additionner (ou

a ¢ ad  bc ad=xbc
soustraire) deux 5 - < 3 = 23 + ol = ——
fractions, il faut avant tout ' :
trouver deux fractions 23 b_axbd

c ¢ c

équivalentes qui ont le
méme dénominateur ; on peut ensuite additionner {ou soustraire)

les numérateurs

® Pour multiplier deux ac_ac_ac fractions, on
bd b b
multiplie entre eux numérateurs et
dénominateurs. Pour a.c_ad_ad diviser par
. b'd bc¢ bc
une fraction 7 non nulle, il suffit
o . d
de multiplier par son inverse — .

C



1.2.2 IDENTITES REMARQUABLES

Les identités dites « remarquables » proviennent simplement du fait que
la multiplication se distribue sur l'addition. Lorsque I'on multiplie deux
sommes, chaque terme de l'une doit multiplier chaque terme de l'autre. A
l'aide de (p+4q)(r +s) = pr + ps+gr +gs, on obtient les résultats
suivants : | |

1) (a+b)? = a®+ 2ab + b* Ezemple (z + 5) = 2% +10z + 25

9) (a—0b)? = a® —2ab+b* Ezemple(z — 5)° = z° —10z + 25

3) (a+b)(a—0b)=a®—0b* Ezemple(z +5)(z —5) = z* — 25

1.2.8 PUISSANCES ENTIERES ET RACINES.

Pour un nombre réel @ € R et un entier n > lon note " =ga-a-...-a
n facteurs

Ce nombre est appelé la puissance n-iéme de a, a est la base et n

est l'ezposant. Pour tous les nombres entiers mn>1 et a € R

quelconque, on peut écrire

a"-a®=ga-a-...ca-a-a-..-a=a"""

. v

n facteurs m facteurs

Cette propriété est utilisée pour définir des puissances i exposants

négatifs :
® Siaestnonnul,ao-a=a,0-a.l=a°'"'=a,l = =1
- -1 n —-n+n 0 -1 1
® Siaestnonnul,a™-a" =a =a'=1 = la ==
a




Pour tous les réels aa et b et tous les entiers m et n, on a les propriétés

sulvantes :
m .n m+n m\® ° mn n nnn
a™-a" =a (a ) =a (ab) = a"b
m n
a - . n
—=a""sia=0 S ..o R g GO
a” b

Etant donné un nombre a > 0, on note Ja la solution positive de

2

'équationz® = a. On a les propriétés suivantes (pour tous les nombres

a,b>0):

" ~a Attention.
Vot = Vab ﬁ—\/; Ja+ 5 = Ja ¥

Etant donné un nombre a > 0 et n > 2, on note
o la solution de z" = a si n est impair
a =
la solution positive de z" = a si n est pair

On a les propriétés suivantes (pour tous les nombres a,b > 0) :

2

a Attention.
n —

_r\z/E
n ‘l’=ﬂ e
s AL Ya+ 6 = Yass

lﬂ
® Siaestnonnul,onn.[a"] =a' =a=>la ='\‘/;



1.2.4 EXEMPLES

I1 est possible de combiner toutes ces régles :

a) z-(5ay) — 1-125z%° = 125213
b)  (5a’r?p)? = 125a2'r5p®
0 (3P4q_2 )2 . J5 ' _ 9% _ 9p°
J125 p° 5p° 5¢*
b 1 | (a + h)2 ~ a?
d) a? (a+h)2 _ a2(a+h)2 '= 2 + h
: h h a’ (a + h)2
2 1) 12
o |(¥3) . [(33)3] — (32)s
1

12 12

e [(33:)3 ]2 = (3z)6 = (3z) = 9

Jio V5-v2 52-2J5

Jio =
R - “Hiv B 3

g) V8++15+V8—+15 =7

( 8 + V15 + 8—&)2 — 16+ 2V8 + V15 - V8 - V15

| =16+2\K8+E)-(8—Jl-5’-)
—16+2V64—15=16+2-7 = 30

Donc comme 8+\/E S—J-1_5>0, on a

8 + V15 + V8 — V15 = 730

A



1.3 OPERATION SUR LES POLYNOMES

Un polynéme (réel) en une indéterminée z est une expression de la forme
n n—1 1
azr” +a, T +..+0T +aq,

ou les coefficients ay; a;;...; a, sont des nombres réels et ol n est un entier
vositif ou nul. Le nombre a, est appelé terme constant et le nombre a
rattaché a la plus grande puissance de z présente, est appelé coefficient

dominant.

L'ensemble de tous les polyndémes réels en l'indéterminée z est noté R[:c]
Comme pour les nombres, il est possible d’additionner, de multiplier, de

soustraire ou encore de diviser des polyndémes.

1.3.1 RAPPELS |
® 322 —5z, 3, — 452:12,\/5:1:, ... sont appelés mondémes.
® Dans le monéme az" on appelle a (a = 0, a € R) le coefficient,
z" la'partie littérale et n le degré.
® Un polynéme est une somme de mondmes.

® Dans le polynéme az” + bz" ' + ...+ pz + q on appelle a (a = 0)
le coefficient dominant, n (n > 0) le degré du polynéme et g

le terme constant.

® On peut ordonner un polyndme dans l'ordre croissant ou

décroissant des degrés.



1.8.2 RACINES D’UN POLYNOME

On peut comparer le degré des polyndémes calculés avec celui des

polynémes initiaux :

deg(P - Q) = deg(P) +deg(Q)] |deg(P Q) < max{deg P;deg o}

Etant donné un polynéme p(z)on peut attribuer & z n'importe quelle

valeur a € R, obtenant ainsi un nombre noté p(a)

FExzemple

px) =2 +322 -5z+1 p2=2"+3-22-5-24+1=11

On appelle racine (ou zéro) d'un polynéme p(z)toute valeur a € R
qui vérifie p(a) = 0. Une premiére stratégie pour la recherche de racines

est proposée par les résultats qui suivent :

Si p(z) € Z[x] est un polynéme & coefficients entiers, alors ses seules

racines entiéres possibles sont les diviseurs de p(0).

Preuve. On peut écrire p(z) = p(0) + z - g(z)ou ¢(z)est également un
polynéme a coefﬁcientls entiers. Si a € Z est tel que p(a) =0, alors
p(0) = —a - g(a) est un multiple entier de a ; en d'autres termes, adivise
p(0). Les racines entiéres de p(z) € Z [x] se trouvent ainsi parmi les

diviseurs de p(0).0 ©

Ezemple : les racines entiéres plausibles de P(z) = 52* + 53z + 10se

trouvent dans ’ensemble { = 2d b o 43 :th} .

Nous avons vu comment trouver les racines entiéres d'un polynéme a
coefficients entiers. Nous pouvons affiner la recherche de racines avec le

résultat suivant, di & Gauss :



Les seules racines rationnelles (fraCtions) qui peuvent annuler bn
polynéme & coeffici_eni;s _entiers sont de la fi ofmé = | an

~ diviseur du terme constant

diviseur du coefficient dominant

Preuve. Soit — une fraction irréductible qui annule le polynéme
S

P(z) = pns':"' & 101,1_1:1:”"l +.ow.+pZ+p, .Ona doncP(Z) =0,
S

c'est — @ — dire :

P() =Pn[£] +Pn_1[£]

En multipliant par s” , on obtient '

n-—1

r .
+ ...+ 1’1[;] + p, =0.

p"rﬂ + pn—lrn_ls o 3 plrsn—l T p(}sﬂ = 0

Dans cette somme nulle de nombres entiers, il apparait alors que r divise

le terme p,s" puisqu'il divise clairement tous les autres. Comme r et s

| . . ; - r »
n'ont aucun facteur commun (puisque la fraction -—est supposée
- 8

irréductible), on en déduit que r divise entiérement p, (terme constant
de P(z)). De méme, s divise le terme p r" (puisqu'il divise clairement

tous les autres) et par suite s divise p, (coefficient dominant de P(z)’ ©

Ezemple : les racines rationnelles de P(z) = 22° — 522 + 42 —1 se

+1 ' |
trouvent dans l'en.fs.en'lble{—L = {:tl;:l:%]. Apres calculs, on trouve

{£1;,+2}

| ) )
z, =1et T, = 5 comme seule racines rationnelles.

1.3.8 ADDITION ET SOUSTRACTION

L’addition et la soustraction de polynémes se fait trés simplement. On

additionne / soustrait les monémes de méme partie littérale.




Fzxemple

Considérons les polynémes p(z) = —4z* + 22> — 6z + 16 et
g(z) = 3z — 23 + 82 — 7. On a alors

p(z) + g(z) = —z* —2° +102% — 62 + 9

p(z) — q(z) = —7z* + 2% — 62% — 67 + 23

1.8.4 MULTIPLICATION

Lorsque ’on multiplie des polynémes entre eux, il est primordial de sg
rappeler que la multiplication est distributive sur l’addition, c’est-
a-dire que tous les termes de la parenthése de droite sont multipliés par
tous les termes de la parenthése de gauche. On multiplie les coefficients
entre eux et les parties littérales entre elles en n’oubliant pas la régle des
puissances qui nous dit que ['on "doit additionner les exposants.
Finalement on regroupe les termes de méme partie littérale. Le degré du
polynéme produit est la somme des degrés de chaque polynéme du

produit.

FEzxzemple

Considérons les polynémes
p(z) = —42* + 222 +16 et g(z) = 22% —1. Alors
p(z)-q(z) = (22% —1)(—4z* +22° +16)
— 825 + 4z + 3227 + 4zt — 222 — 16
= —82% + 82" + 302* — 16

1.8.5 DIVISION EUCLIDIENNE

Le probléme que 1’on doit résoudre est par exemple diviser le dividende
A(z) = 22* — 323 4+ 522 + 2 — 7 par le diviseur B(z) = z + 2. Pour

cela on va « imiter » la division euclidienne de deux nombres.



Divisons 67 par 5 :

67 |5_
—(65) 13 =quotient On peut donc écrire : 67 = 5-13 + 2

2=reste

De maniére analogue, on peut diviser A(z) = 2z* —3z% + 522 + 2 -7

par B(z) = z + 2. On obtient :

27t -~ 323 + 522 + -7 lz + 2
—(2z* + 42°) 2z% — 72?2 +19z — 37 € Q(x)
Tz +522 +2 -7
—(=7z° —142?%)

1922 + 2 -7
- (1922 + 382)

37z -7

—(=37x — 74)

67 € R(x)

R(x) est le reste de la division alors que Q(x) est le quotient . Dans
toutes les divisions, on a la relation suivante :

I
B 90+ 50 B(a)

Ici, cette relation devient:

4 _ .3 2 _
22" —3z"+5z2° + =z 7=2:1:3—7:z:2+19z—37+ 67
T+ 2 T+ 2

l
2¢ — 323 + 522 + 2 -7 = (z + 2)- (22® — 72 + 19z — 37) + 67




On peut vérifier la réponse obtenue en calculant :
quotient - diviseur + reste.
On doit alors obtenir le polyndéme initial, c’est-a-dire 2x* —3x® +5x* + x-7.

Ici : (2x3—7x2+19x—37)-(x+2)+67'=2x‘—3x3+5x2+x-—7 OK !

Deux résultats importants.

] . . rl . .
® Lorsqu’un polynéme p(z) est divisé par un diviseur non

constant d(z), le quotient ¢(z) et le reste r(z) sont définis par

I’égalité :
I  p(z) = d(z)g(z) + () I

ou le degré de n(z) est inférieur au degré de d(z).Lorsque le reste

r(z) est nul, on dit que p(z) est divisible par d(z).

® Soit un polynéme p(z). En faisant la division euclidienne de
p(z)par = —a(avec aeR ), on obtient une relation
p() = (z — a)g() + r(z) Done p(a) = (a — a)g(a) +r(a) = r(a)
.Comme deg(R(z)) < 1, le reste R(z)est un polynéme constant

qui ne dépend pas de la valeur attribuée a z, donc

" R(z) = R(a) = P(a).

Le reete de la lelSlOIl euchdxenne d'un polynéme p(z)par z —a

(a.vec ac ]R) est le polynﬁme constant R(:c) P(a.) Ilen

découle l'éqmva.lence

(:.':) est d1v131ble pax ( — a)é———-»P(a) -



1.3.6 SCHEMA DE HORNER
Pour diviser un polynéme

p(z)=pa" +p,_ " +... + pli + p, PAr T —a
Horner a proposé le schéma suivant :

ultiplication
Py Py pn-—‘Z Py pn—2

0 par a

LS S | e

V7 V7 17 717 171 | vertica

Gn-1 Q-2 9,3 q, 9o - p(a)

Le quotient de la division euclidienne est alors

¢12) = q,,‘_l:::""l + qn_2$”_2 +..4+ ¢z +q,

et le reste est le polynéme constant r(m) = p(a)

Preuve :

On peut écrire p(z) = g(z)(z — a) + p(a) avec D'eg( q(a:)) =n—1. Ainsi
On peut écrire g(z) = qn_las"'] + qﬂ_zzz:”'2 + ...+ ¢z + g, .Donc
p(z) — p(a) = q(z)- (z — a)

=g+ (4_y — 0g,_)- 2"

+(qu—-3 - a'qn—2) ' xn-—? = s +(q(] - ‘.1‘11) T —aq,

1

Mais on peut également écrire p(z) — p(a) de la maniére suivante

p(z) — pla) = pa” + p,_, 2" ' + ...+ pz + p, — p(a)



pﬂ = qﬂ—l ’ qn—]_ = pﬂ

Pog = Gp_3 — @4, o

En identifiant, on a:1 donc

P, =9y —aq, q, = p, +aq
| pp — P(t) = —aq, p(t) = py + ag,

On obtient donc les coefficients de g(z) et le reste p(a) de maniére

itérative. Le tableau suivant nous aide a effectuer ces opérations.

a, a’n—l & @
@ 0 J'a-qﬂ_l' PR PLAEN
a, /', @,y +a-4q,, v S e ta-g ag+a-g
=¢ ), = =q = p(a)
1’. ©
La ’/ signifie multiplication par a et laddition verticale.
Ezemple
Utiliser le schéma de Horner pour diviser
p(z) = 32° + 22" — 2° + 2% + 42 — 11 par (z + 3).
3 2 -1 1 4 -11
-3 0 -9 2l —60 177 —543
3 ~7 20 -59 181  —554
Ainsi
5 4 .3 2 _ 4
32 4208 — 2t b2t A UE 1L e 78 4 9002 — 59g 4+ 181 - 20
z+3 , z+3

Ppg = Gp_g — 2y, o9 = P, +04,_,
o3 = Pp—2 + aq,_o .




1.4 EQUATIONS

Une équation polynomiale énonce une égalité entre deux éléments de R [x],
qui peut étre vérifiéee ou non selon la valeur attribuée a z. On appelle
solution toute valeur de z pour laquelle I'équation'est vérifiée. Par exemple,
l'équation 2> — 3z +7 =2z +1 admet les solutionsz, = 2. et x, =3 Pour
résoudre une équation (c'.est-it-dire trouver toutes ses solutions), on utilise le

résultat suivant :

On ne cha.nge pas l'ensemble des solutlons d'une équa,tlon lorsque
® on additionne un méme polynome aux deux membrea de l’éqnm.tlon

‘®on ‘multiplie Ies deux membres de l'equa.tlon pa.r un méme nombre

non nul

Ces régles permettent de simplifier les membres d'une équation étape par

étape pour obtenir des équations de plus en plus simples et aboutir a des

solutions plus évidentes.

1.4.1 EQUATIONS DU PREMIER DEGRE

Lorsqu’une équation polynomiale P(z) = Q(z)peut s’écrire sous la forme

ar + b = OQavec a = 0, on dit que l’équation est du premier degré.
Une équation du premier degré az + b = 0, (@ = 0) admet une unique.

solution .1,1

1.4.2 EQUATIONS RATIONNELLES

On appelle équation rationnelle une équation ayant la variable au

dénominateur. Avant de résoudre une telle équation, on doit d’abord
trouver les exclus de l’équation, c’est-a-dire les = pour lesquels cette

derniére n’existe pas. Il s’agit des valeurs de z qui conduisent i une



division par zéro. Par conséquent, on doit trouver les zéros du/des
dénominateur(s). Traitons un exemple.

Fzxzemple

2 . -3
dz—1 2¢+5

Résoudre ’équation :

Les exclus de cette équation sont les zéros des dénominateurs. On les

trouve en résolvant :

1) 4z-1=0 =>:rl=i
5
2) 2z4+5=0 =>:1:2=—§
Résolvons 1’équation en éliminant les fractions :
I (4z — 1)
4 -1 245
9= 12 +3 (22 + 5)
2z + 5
4z + 10 = —12z + 3 +12z — 10
16z = -7 :16
$=_l = OKcarz:——7-¢ l;-é
16 16 4 2

1.4.83 SYSTEMES DE DEUX EQUATIONS A DEUX INCONNUES

Lorsqu’on veut résoudre un tel systéme, on cherche la valeur de z et Y
qui satisfont les deux équations. Cela revient a chercher le point
d’intersection de deux droites. Pour cela, nous avons trois différentes
méthodes a disposition : addition, substitution et graphique. Voyons

ces trois méthodes avec un exemple.



. . . |5z —=2y=5 (1)
On considére le systéme suivant : { 3z —y =2 (2)

1) ADDITION
Le but est d’avoir le méme nombre de z ou y dans les deux
équations, mais avec le signe opposé. Pour cela, on multiplie

I’équation (2) par —2 et on obtient :

0T — 2y =5
-6z + 2y = —4 +
—z=1=2=-1

On remplace z dans I’équation (2) et on trouve y :
3:-(-)—y=2=>y=-5

2) SUBSTITUTION
Le but est d’exprimer z en fonction de y ou y en fonction de
z. On modifie ’équation (2) pour avoir y =3z —2 (3). On

remplace ensuite y dans I’équation (1) par ’expression (3) pour

obtenir :

5z —2(3z—-2)=5
5z —6z+4=5
—g=]=z=-1

On remplace z par —1dans I’équation (3)
douny=3-(-1)—2=-5 |
3) GRAPHIQUE

Le but est de représenter les deux droites dans un systéme
d’axes. Le point d’intersection nouls donne la solution. La
premiére chose a faire est d’exprimer y en fonction de z et
ensuite de dessiner les deux droites :

9T — 3

2

(2) devient y = 3z — 2

(1) devient y =



Cette derniére méthode est la moins utilisée. En effet, elle est
relativement longue et, de plus, si le point d’intersection n’est
pas & coordonnées entiéres, il est trés difficile, voire impossible

de lire précisément ses coordonnées et donc de trouver la

solution.

Regardons maintenant un autre exemple un peu plus difficile.

-_51(2:,,-—1)+3y=—2
2z -3y =4

FExemple Résoudre

- _ (-2)
—(2z-1)+3y = -2 - |2z2-1-6y=4
2

— B
2z — 3y = 4 2z — 3y =4
+1 et «(—1)
=2z + Gy = -5
2z — 3y =4 &
Jy=-1= ly= —-1-
Y ! 3
On remplace y dans la seconde équation
pour trouver z : 22:—3-[—%] =4 = |z =g

Remarques

1. Deux équations multiples I’'une de 1’autres sont dites

équivalentes. Le systéme a alors une infinité de solutions.
2. Si le systéme ne posséde aucune solution (la résolution méne a

une impossibilité) les équations sont incompatibles.

1.4.4 SYSTEMES DE TROIS EQUATIONS A TROIS INCONNUES

Pour résoudre un systéme 3z3 on élimine une des variables en utilisant
la méthode d’addition ou de substitution deux fois de suite. En d’autres

termes, on élimine la variable de notre choix & l’aide dé deux des trois



équations, puis on répéte l'opération en utilisant la troisiéme équation
encore non utilisée. On se rameéne ainsi & un systéme 2z2. Voyons cela
avec un exemple : on considére le systéme suivant :

2r —y—22=17 (1)

—2r—y—2z=-1 (2)
5z — 3y + 4z = —20 (3)

On additionne les équations (1) et (2) afin d’éliminer les z :

20 —y—22=17
-2 —y—2z=-1 +

(4) —2y—32=6

On élimine une fois encore = mais avec les équations (2) et (3) :
(2) —2—y—z=-1 5
(3) oz — 3y + 4z = —20 -2

—10z — 5y — 52 = —H \
10z — 6y + 82 = —40 .

(5) — 11y + 32 = —45

On a maintenant un systéme 2x2, formé des équations (4) et (5), a

résoudre :

(4) —-2y—3z2=26
(5) —11y + 3z = —45 +

—13y =39 =

On trouve 2 en replagant ¥ = 3 dans ’équation (5) :

—-11-34+32=-45 = |2= -4

Finalement, on trouve la valeur de z en replacant y =3 et 2 = —4

dans une des équations (1), (2),ou (3): 2z —-3-2:-(-4)=7 = lz=1



1.4.5 EQUATIONS DU DEUXIEME DEGRE - FORMULE DE VIETE

Une équation est dite du deuxiéme degré (ou quadratique) si elle peut
étre ramenée sous la forme az? + bz +c = 0 avec a = 0.

De maniére générale, un polynéme P(z) = az® +br +c(avec a = 0)
peut se réécrire

Plz)—a

$+_b_2_b2—-4ac
2a 4qa>

si bien que 1’équation az? + bz + ¢ = 0 est vérifié lorsque

b b? — 4ac

< e e e

2a 40>
hae L L b* — 4ac

2a 4a*
. b b —4ac . b+ Jb2 — 4dac
2,1‘2 = —*5- + 5

a 4a

Pour résoudre”une' équation quadratique az’ + bz +c =0 (a = 0)on
calcule tout d'abord le ﬂlscrlmma.nt A =0 —4dac.

o Sl A < 0 l’équa.tlon n’a pas de solutions

® Si A = 0, l'équation admet une unique solution z,

—»b
xl 2a

®Si A > 0 l'equa,tlon admet deux solutions distinctes :.*:l et T,

e -—b:l:\/bz e

Tig =

®Si A>0, on ala fa.étorisa.tion az® + b:z: +c¢ = a(z — x,)(T — T,)
e e iy gEig hek ¢ --b ; ; c
ainsi que les relations qui en découlent z, + 2, = — et z, -7, = —
; - . a a

(Ré_lations dé Vié't_.e" - Francois Viéte 1540 — 1603).




1.4.6 EQUATIONS BICARREES

Une équation bicarrée est une équation du type
az® +bz> +¢c=0, az® + b2 + ¢ =0, .... On résout une telle équation
a l’aide d’une substitution, en se ramenant a une équation du deuxiéme

degré. Voyons cela sur un exemple.

Fzxemple

Trouver les solutions de I’équation : z* — 45z% — 196 = 0

On substitue : ¢ = 22 car z* = (2%)%. L’équation devient alors

t> — 45t — 196 = 0
A D'aide de la formule deux deuxiéme degré, on obtient

tt =49 et &, = —4
Comme t=a:2,ona,a:=:h\/z et donc
z,, = £\t = £V49 = +7
z,, = £Jt, = +V-4 ¢ R

Il n’y a donc que deux solutions : z,, = +V49 = +7

1.4.7 EQUATIONS IRRATIONNELLES

Leur nom provient du fait qu’elles contiennent une ou des racines carrées
de la variable. La stratégie pour résoudre de telles équations est d’isoler
la racine d'un coté de 1’équation et ensuite d’élever au carré. Il est

primordial de vérifier les solutions obtenues a la fin, car le fait

d’élever au carré peut créer des solutions parasites.

FExemple

T+ \/r-H -1=0 isoler la racine
Jz+l=-z+1 ()
t+1=2>-2z+1 —z—1

2 -3z=0 factorisation
z(z—3)=0

z, =0 et a:2=3



Controéle :

0+v0+1-1=0 = OK
3+43+4+1—1= 0 =l solution parasite

1.4.8 FOQUATIONS IMPLIQUANT UNE VALEUR ABSOLUE
Définition

La valeur absolue de z, notée I T |, est définie de la fagon suivante :

Exemples | 5 | =5 | R - I = —(=5) =
Pour résoudre ce type d’équations, on utilise la méme stratégie que pour

les équations irrationnelles. On isole la valeur absolue d'un coté de

I’équation. Ensuite on doit résoudre deux équations :

: ) la premlére en cha.ngeant la valeur absolue en parenthéses

b) la. seconde en changea.nt la. valeur absolue en pa.renthéses et le

mg;ne de l autre cété de l’équa.lnon

Finalement il faut vérifier les solutions obtenues.



Ezxzemple .
—-5+2-|2z-2| =11 +5

2|2z — 2| =16 : 2

|2z — 2| =8

a) 2z — 2 =8 sans changement de signe
2z = 10
T = I, =9

b) 2z-2 = —8 avec changement de signe
2z = —6
T = I, = -3

Vérifications: ~ —5+2-]2-5—2| =11 OK

-5+2-|2(-3)-2|=11 OK

1.4.9 EQUATIONS DE DEGRE SUPERIEUR A DEUX

Comme pour les équations quadratiques (Viéte), il existe des formules
pour résoudre des équations de degré 3 (Cardan-Tartaglia) et 4 (Ferrari)
mais elles sont plus compliquées et d'un emploi peu fréquent. Evariste
Galois a permis de montrer en 1843 qu'il n'y a aucune formule générale

pour résoudre les équations de degré plus grand ou égal a 5.

On appelle racine (ou zéro) d'un polynéme P(z) € R[m] , toute
valeur ¢ € Rqui vérifie P(a) = (0. Dés qu'une racine a € R est
connue, on peut factoriser P(z) = Q(z) - (z — a)par l'algorithme de
division euclidienne puis on essaie de factoriser le polynéme Q(z)d'une
maniére ou d'une autre (identité remarquable, formule de Viéte,

recherche d'une racine,...) :

Théoréme de factomsatzon Tout polynome | _
P(x) € ]R[:B] est un produat de polynﬁmes du premler =

degré et du deméme degré avec dlscrumnant néga.tlf




Ceci montre qu'un polynéme de degré nadmet au maximum n racines
réelles différentes. Etant donné un polynéme P(z) € R[x]on appelle
multiplicité d'une racinea € R, la puissance a laquelle apparait

(z — a)dans la factorisation compléte de P(z)

Ezemple 1 : Factoriser p(z) = z° + 2% — 4z — 4
Les solutions entiéres plausibles sont{:i:l;:l:?; :|:4}. On a p(-—1) =0.0n

divise p(z)par(z —(—1)), on trouve

pr)=2+22—dz-4=(z+ D)2’ -4 =(+1D(z—-2)(z+2)
La deuxiéme égalité é};ant obtenue par une identité remarquable. Le
polynéme p(z) admet donc les racines x, =1, x, =-2 et x, =2, toutes de

multiplicité 1.

Ezemple 2 : Factoriser p(z) = 22® — 5z —6
Les solutions plausibleﬁ sont {:i:l;:l:?;:l:3;:|:6}. On ap(2) = 0 On divise
p(z) par (z —2), on obtient

p(z) = 22% — 52 — 6 = (z — 2)(22? — 4z + 3)
Comme le discriminant de 22% — 4z + 3 est A = —8 < 0 cette
factorisation est compléte. Le polynéme p(z) n'admet donc qu'une seule

racine réelle : ¢ = 2, d]e multiplicité 1.

1.5 INEQUATIONS

Une inéquation est une équation ou le signe « = » a été remplacé par I'un
des signes suivants : « <, >, <, > ». La solution n’est plus un nombre mais
un intervalle. Chaque fois que I'on multiplie ou que 'on divise une
inéquation par un nombre négatif, on doit impérativerﬁent changer la
direction de l’inégalité. En effet, 2 < 5 mais -2 > -5. Les symboles « < »
et « > » sont appelés inégalités strictes, « < » et « > » sont des inégalités

larges.



Fxemples

a) —-4z+7<-13

-4z < -20 i division par —4

>0

z €| 5;00 | (intervalle ouvert car c’est une inégalité

stricte)

b)  On commence par mettre tous les z et le's nombres du méme coté :
-5

©-3z+725 = £-3z+220
Une parabole ne change de signe que lorsqu’elle traverse ’axe des
z, on a donc besoin de ses zéros: z, =1 et z, = 2. On doit
maintenant trouver les valeurs de z de sorte que la parabole soit

positive. Pour cela on peut soit esquisser

cette derniére, soit en dresser le tableau @
des signes : X
1 @ 2
z sl 2
22-3z+2+10]| -0+

Gréace a ce tableau, on obtient : |z € | — 0031 |ul 2;00 |

1.6 SYSTEMES D’INEQUATIONS

Un systéme d’inéquations est un groupe de plusieurs inéquations que ’on doit
satisfaire simultanément. On résout un tel systéme graphiquement, en
commencant par représenter dans le plan les droites du systéme en question.
Ensuite, on hachure la zone du plan qui contient les points (z; y) qui

satisfont le systéme.



Ezxemple
Résoudre graphiquement le systéme

2y+z>4 y>-—%a:+2
y=2z -3
On représente graphiquement les deux droites du systéme 1 ’
y=-—-z+
2

On hachure maintenant les points (z ; Iy) qui satisfont les deux inéquations du

systéme. Les couples (z ; y) qui satisfont y < 2z — 3 se situent au-dessous et

sur cette derniére (<).

Les couples (z ; y) qui

‘.
satisfont y > —-l-:z: + 2

2 3
se situent au-dessus de \

cette derniére (vérifier si

Iorigine O(0;0)

satisfait 'inéquation).
On obtient finalement
comme solution, la zone

grisée ainsi que la ligne

en gras.



