Sciences & techniques

'od Mathématiques, Physique & Chimie

| e calcul differentiel

UN LANGAGE
REVOLUTIONNAIRE

Fandé sur I'utilisation de grandeurs
infrntésirnales, ke caloul

différential peul paraitre dhigné
de la réalité de fout un chacun,
Cependant, 1l a été crudal dans la
résolution de nombreus problémes
mathématigues, auparavant
insolubles, s & des approches
pratigues tefles que e caloul

de witesses et d'acchlérations,

Ltil dans un ensemble de
dumaines [oplique, mathématiques,
astraneose...), & caloul différentiel

| intervient chaque fois qu'un
. certair nambre de grarsdeurs

physiques vasient les unes par
rapport au autres, c'est-a-dine
Lol ke bemps, Sans lui, il est ceriain
que 13 révplution scientifigue et
industrielle n'aurait pas eu liea,

Dars Phntiaquité, de bypes
générauy de problémes
geométriques se sont posés, pour
lesguels il ne semblail extster que
des solutions particubieres ; le cakoul
des tangentes e le caloul des
quadratures (& [a base, caloul de

: surfaces
et walumes).
e
| lengtemps
S aprés,
i I'astronome

rarifronté 4 un probi&éme similaire
qui para® insoluble. En effet, aprés
avoir découvert que |2 trajedoine
dess planites est elliplique, il tenle
die calculer la surface d'un secteur
elliptiquee mais n'arrive qu'a une
appraximatian. Il lance, dans son
auvrage « Astronomie nouvelle s, un
apped aux giométres pour frouver
ur neuved outil mathématique

afin de résoudre ce probléme,

Dess savants comme Piesre da
Fermat, Blaise Pascal, Isaac Newton,
Gaottfried Leibniz et bien d'autres se
lancent dans cette recherche, C'est
finalement Leibniz qui décounre

le calcul différentisl & intégral,
Capendant, il existe une polémique
a oe sujed, certains persant que
Mewbon aurail inventé un caful
dquivalent & celui de Lesbiniz, appelé
caleul des Musiors, Cerles, Leibniz a
le premier pubdié ses résultats en
1644, mais Mewton I'avait accusé de
plagiat Toutehais, cetle acousation
n'esl pas trés vraisemblable, car be
caleul des Muions dvaoue Paspec
esantiel du caloul différential — en

i Pocourrence l'utilisation da
| grandeurs infinitésimales, les
| difftrentielles

pour 'y laisser

subsister gue des gramdeurs inies,
e qqui lui impose de prendre Fune
des variables comme référence fee.

Le calcul des tangentes et le caloul
des quadratures font surgir certains
paraduxes
qui seroat
i la hase
dela
deécouyerie
du calcul
différentiel,
En lewr
apportant
une solutian
gimérale,
Leibwiz va montrer que chacum de
ces dete problemes s le
régdproque de l'autre,

LE CALCUL DES TANGENTES

| Corsidérons une sécante, c'est-a
| dire une droite définige par deo
[ points sur unge courbe. Imaginons

que I'un des points est five et que
Iautre se diplace le bong de la
courbee ; on engendre ainsi loule
une famille de sécantes, Il exste
ume singularité dans cette famille :
la droite ohtenue quand les deux
puints s¢ confondent. Cefte droite
Langente, définee pour les pomls
suffisamment réguliers sur une
courbe est une caractéristiqgue
intrinséque de ka courke ; elle ne
dipend pas de la facon dont on fait
Lenelre bes points I'un vers aulre.
Elle @ du reste une internpritation
hien concrée puisaqu'il s"agit de la
drpite portant la direction de la
vitessse instantanée d'un mobile qui
se déplacerail be long de cetbe
courbe. Toutefors, malgré des
implications mécanioues &1 sa réalitd
geamétrique, la détermination de la
tangente a une courbe requiert des
nations dépassant le cadre de la
plométrie classique. On obtiem
celte tangente par un o passage & ba
limite v, C'est-&-dire en faisant tendre

: vers 2ér0 la distance entre deus
| paints de la courbe ; la tangente est

la lirmite des sécantes jignant ces
paints, C'est e caloul différentsel qui
Touwnit les oulils mathématiques
nécessaires i cette opération.

Le caLcuL DES QUADRNIURES
Ouelle est ba surface délimitée par
ung gourbe quelcongue 7

On peut tenter de résoudre ce
probléme par la quadrature, c'est-3-
dire en deposant ure séne de
reclangles & Fentérieur e a
Pextérieur de cefte surface. En
additionnant les rectangles inscrits et
circonscrits, on obtient une surface
sl supérieure soit mbgrieure &

cielle de |3 courbe. 5i Fon rend ba

largeur de tous ces reclangles de
pus en phus pefite, 12 surface de la
série inscrite va croftre et la surface
de la serie drconscrite va décroftre,
la premiene restant lougours

| inbéricure 4 la seconde. W exisle
une valewr cormmune doet les deuy

| séries vont se rappracher sans

| jamais |"atteindre - la surface

| défimitée par la courbe. On vait

| quen ridutsant la largewr des

| rectangles, on augmente leur

| nambre. 5 Fon imagine que ces

| rectangles ont une largeur infiniment

| petite, on congoit que leur nombre

wesl, pour amsi dire, infini. Ce caboul

de surface fait done apparailre un

nonseais paradoxe du paint de we

de la mathématique traditionnelle :

une somame infinie. Cette expression

est en effet paradoxale car,

par défimilion, une scamme est une

opération entre un nombre fini de

fermes, Méanmains, le caloul

mtégral permet de redéfinir de

mansére ngaureuse la notion de

soanane en lui donnant une peatie

plus générale

QUADRATURE DU CERCLE
Dewin sitcles avant natre bre,
Archiméde calcule une série de

| tangentes of de quadratures

| poar cestaines courbes connes 3

| Fépogque. 1l aevive, par exemple, &
calcider la quadrature de la
parabode. Cependant, un prabléme
semble échapper 4 la perspicadté
du geomitre - quel est e camé

i a la mime surface qu'un cercle
doané ? Adrement dif, quel est le
rappaort entre e rayan du cende et
san périmétre ou sa superficie ?

| Ces questians fvat apparaitre w

| certain nombre = (e rappod

| entre |e périmétre et be diamitee

Archimeéde mentre gue le volume du
chne est dgal 3 [a mpitié de celui de
la sphére et au fiers de celui du
cylindre.

LAPPEL DE KEPLER

En 1609, Kepler publie san

« Astronomie noweelle », dans
lequed il montre que les planites
towsrnent aulour du Solel selon un
mgvernent nan uniforme, Il stablit
alors 5a o lai des aires o qui énance
que si l'on considére un rayan
peamétngue entre e Soleil of la
planide, alors la surface balayée par
ce rayon gendant un cerlain
déplacement de [2 planéte est
praportionnelle 4 la durée

de e déplacement. Cette loi est en
lait une condition nécessaire pour

| determmmer b rapecloire de la

| planéde, 5 cethe trajectoire #ait
drculaire uniforme, le prabléme

de sa détermination serait trés facla.
Cependant, Kepber momre gque le
Trajectoire st une ellipse donl F'un
des Foyers est acrupé par le baleil,

Il m'existe: pas de relation simple
entre un sectawr d'une ellipse et la
portion correspandante de son
pierimnidre. Dans son ousrage, Kepler
donne une approaimation pou

un calcul de secteur @lliptique towt
&n reconnatssant que cala n'est pas
salzshasany 1l lance alors un appel
aux ghoenidres de son temps

potir fronves un noavean c2loul
permettant de réspudre ce probiéme
dans 5a généralibé. De nombreus
savants se lancent dans cette
recherche au cours des décennies
cjut suivent

FERMAT ET LE CALCUL
DES MINIMA-MAXIMA

| du cercle). Mais la construction d'un | Le Hollardais Willebrord Snell

carré de méme surface qu'en cercle
donné par les régles de la géométrie
(utilisant seubement la réghe et le
cormpash semble impassible, Cest le
famews probéme de la quadrature
du cercle. Bien plus tard, Leibniz
prouvera que cetie mpossibilie
et lide, en bermes arithmétigues, 2u
fast quee ce noemibre ne peut pas
seaprimer plus simplement que par
ime somme infinie. Il établit que
=1 — 13+ 15— T+ 18—
1111 = 1113...
Méanmoins, mérme i Fon ne sail pas
résoudre la quadrature du cerdle, on
et taut de méme capable de
| calouler certaines surfaces ou
| tertding valumes, ou plutdt certaing
| rapports entre e Consadérant, par
| ewemple, une sphére insorite dans
| un cylindre et n chne de révolution
| inscrit dans e méme cyfindre, ke
wasboul de ces drois volumes suppose
conmnue la gquadrature du cercle. Or

avait découvert vers 1621, dans le

dormaine de Fopligue, la céltbre loi
des Sinus conmie depuis 52 mos
sous le nam de « Ini de Descartes .
Selan cette loi, si 'on considare
un rayea luminewx qui change de
miliew, passant par exemple de
I'air dans 'eau, le rapport des sinus
des angles incidend & réfracté est
une canstarde qui e dépend que
e la nature des milieus concernés,
miis pas des angles eux-mémes.
Snberrogeant
sur e pringipe
physique dont
dépend cete
Ioi, Fermnaf
armve 4 la
candusin
UE, faur e
renidra d'un

: peirit & un
autre, la lumiére « choisira ¢, entre
Lowtes les reedoires possibles,
celle poar laguelle le Lemps et e
moindre {minima). Il en déduit que
le rapport des sinus des angles est
igitl au rapport des vitasses de la
lurnsére dans ks mifeus concemits.
Four powsegir traduire ce princips
| physique en langage mathématicue,
! Fermat développe un calcul de
minima-masima. Imaginans
plusicurs trajecioires possibies pour
le rapon luminews qui ne dépendent
qui dus paint X sur la surface de
contact entre les deux miliews. Pour
dhiscune de ces trajectoires, on peut
aeuler b temps mis par la lumiére
pons aller um poinl & un autre, 5
lan suppass connmies les vikesses de
[a lumitre dans les deux milieus.
5i 'on raprésents alars, sur une
courbe, différentes valeurs de o
fernps en Toncton de le position
dus pnint X par rapport aux peints
de départ et d'arrivée de la lumitre
aars, d'apras k2 principe de maindre
temps de Fermat, cette courbe
présentera un minimum peur la
bonne valaur de K, ¢est-d-dine
celle qui donnerz k rappart das
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i d'un minimum {ou d'un maemum) se
! orendne 4 un caloul de langente,

simus rorrespandant aus milieos
considérés. Corrme Fermat avait
remargué, la détarmination

Paur Fexprimer plus précisément,
lz tangente d'ne courhe pa
o horizartale & en ses points extrémes,

PASCAL ET LE TRIANGLE
ARITHMETIQUE

Pascal a donne
une impulsion
décisive pour
I'irvention du
calcul intégral,
en etudiart

les rapports
reCiprogus

e terme de la ligne suivanle de rang
immédiaternent inférieur que le
premier terme de la sére (s be premier

| berme de la série vaut 1, on prendra 0
| prosur be berime cosrespendant). Par

exprnple, en ulilisant la cinguitime el la
siieme ligne du triangle, on peut
verifier que 15 + 35 + 70 + 126 est égal
a la dittérence 252 — &, Cast-a-dire 26
Il en résulte qu'une somme d'un
nonbire die ferrmes ausst grand que Fon
veut peut se caluler par une simple
différence de dewx nombees. 5'insparant
e cette découverte de Pascal, Leibniz
munkrera par la suite que l'on peut
méme calouler des sommes mlmics par
des procédés di méme type,
Construisant o2 quil appelle le

& tmanghe harmonique s obtenu en
inversant ious les termes du a triangle
de Pascal », Lesbniz montbne que :

enire différentes
séries de
nambres et o2 gui en découle pour le
caloul de la somme d'un rombre
quelenncyue de lermes de

ress séries, C'est pour cefhe raisan que
Leibniz ='ast intéresss au Traité du
Inangle arithmeligue die Fascal.

Lo a briangle = a en réalié une base
nfirie, 1 5*agit d'un ordannancernent
d'une série de séries de nombres oi
‘an place taut dabord, au sommet de
e friangle, un nombre guelcongus,
oar exemple 1. & droie de ce nambre,
an dispese une infinité de | sur
meme ligne. On disposs ensuile sous

le somimet, une infinité de 1. Pour |

1 remplir outes les autres cases du

triangle, on procide toujours de la
e maniise : le pombre msoit
dans une case est &gal 4 la somme du
nemibre immédiatzment au-dessus el
du nombre immadiatiement a gawche.
Il apparatt ainsi sur lz seconde ligne, la
série des rombres entiers £ 1, 2, 3,4, 5,
B Sur la trowsieme Bgne, on oblient la
série des nombres « tiangulaines s |

1. 3, B, 10, 15, Z1... 5ur la quatriéme

- hgne, on obtient |2 séne des nombres
e pyramidawcs 1, 4, 10, 20, 35, 54,

EL airssi cle suile, 1] apparait que
triangie parmet de donner
immédiatament ' résultat de la somme
d'une série quelcongue de termes
corsécutifs sur une ligne. Pour cela, il
suffit de faire la différence entre e
terrme de la ligne sivanle de méme
rang que le dernier terme de la série, et

W+ T+ 16+ 10+ 115+ =21
W+ 18+ 110+ 1120+ 135 +... =32
WL+ 15+ 0015+ 35+ 10 +... =43
Et ainsi de suite.

Par aillewrs, ces ranghes sugpénent
Leibniz que les opérations de somme
{cabeul irtégral) et de différence

[cabeul différentiel} sont réciproques
'une de l'autre.

La noTATION

délerminée par le rapparl dyids caloulé
pour la valeur %, de la variable x,
La plupart du temps, le rapport de

ces deu valeurs infinstésimales est unsa
grandheur fmnie. Par aillewrs, ke caloul
inverse dess Langenles, ow Cabol
intégral, utilise la méme nolation

airsi que le signe de « sommation » [,
Imaginans que [on veulle calouler

me surtace délimitée par une courbe
détermanee par s foncton Fd'une
variable z, el deun vabewrs extrémes x;
et x,. La notation fait apparatre une

« somme d'une infinité » de rectangles
infinstésimaue de largeur dy et de
longueur Hx), cefbe longuear prenant
Toukes les valewrs possibles lorsque

X warie entre ¥, et x,. une maniére
similaire 4 ce qui 3 &é signalé i
propas du triangle de Pascal, cette

« somme mfinie ® se caloule & partir

dune différence entre deus termes,
cabulés ew-mémes & parli d'une
certaing expression déterminie par
lapplication des régles du cakoul
intégral a 'expression initiale de la
courbie, Les rigles du calewl imégral
sol elles-rdmes déerminiées
coamme resiprodues des rigles de
différentiation. Far exemple :
_id;g:;q

._rﬁ' + Z)dn = [yl + [zelx

Jydn = xy -~ [y

| LES COURBES TRANSCENDSNTES

5 I'on considére un certain ensemble
de varialdes mathématigues x, v, 2, efc,
o peut assoder a chaoune des
quantités infinitésimales — ow « phus
pebites gue nimporte quelle valeur
dunnie » — que l'on note en utilisant
le precfine o d v, ce qua donne : dx, dy,
d, el
Ceci etant posé, Leibniz énonce un
certain nombee de régles de
dittérentiation. Les plus connues sont ;
dix+ v)=de o dy
Ay =0 (31 A sl une cormstante)
i) = uy + el
d{1/x) = — e
Lespression mathématique d'ume
ourbe étant donnie, d devient alors
| possilde de caleuber direclement sa
| tangeate en um paint quelcondgue ;
il suiffit de différentier Fexpression de la
courbe. Imagmons une fondion y de la
variable x, dont on veut déterminer
Ia Langenie pour un point d'absosse x,
la panie de cefte tangente est

| Toutes ces régles permettent de

rassemnbler sous une seule notation
lous les résullals des probliémes de
tangentes of de quadratures résolus
depais Archiméde. Cependant,
le principal intérét de ce caloul ne s
trouwe pas 1. En effet, les problémes
de guadrafures de certaines courbes
comme Je cerche e Phyperbole ont
| revelé Pesistence d cetaines
courhes dites o transcendantes » ou
« mécanigues v (sinus, kngarithme,
exponentielle, ebc). Ce qui géne
Celaing geomelnes, Cesl que ces
conrhes ne peuvent pas s'eprimer

5015 [a forme algébque hahitelle,

| Cest-d-dare & partir d'additions, de
soastractions, de produits, de rappors
el d'divations 4 b puissance. Descares
propose purement o simplement

de bes exclure de sa ghometrie | Le
calcul différentiel pesmet de clore cg

| debat, car il s'avire que méme si

certaines fonclions ne peuavent pas
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&re déterminées par 'ancienne
mathématique, en revanche le
nouveau caboul parmet de connaitre
leurs propriétés bes plus remarguables,
Par exemple, méme s I'on ne connai
pas d'evpression algébrique pour la
quadrature de I'hyperbale, que l'an
appelle a logarithme » et note log,

On peut NEaNMaIns Prouver gue ;
log{ay) = log(s) + logiy)

Aide des frises Bernoul, Leibniz

se lane alors dans une dude de ces
fanctions qui ne rentrent pas dans
l'ancenne mathématigue, mais qui
néanmiins simposent par la réalité
de certamns phénomines physiques,
comme la cycloide (roulefte) et la
chainette.

DIFFERENTIATIONS SUCCESSIVES

Vapération de différentiation d'une

! courbe, ou plus généralement d'une
fonction, tait apparaitre une nauvelle
fenction, la dérivée. Cetle demiére et a

Différentiation et tangente

Y i LT
Tl e de T
muand ¥ tend wers ¥,
]
H > X

Xg +dx

son tour eentuellament susceplible de
différertiation, et ainsi de suite.

L'ien des exercices classiques pour
ctudicr une courbe consiste en
general d faire deus ddférentiztions
successves - la premidre metleal en
évidene les minima el les maxima,

la seconde permettant de calouler les
rayons de courbure, La notation de
Leibiniz est parfaitement adapiée a
tows ces problimes de différentiations
surcessives, Des le war siscle, les
pragrés fulgurants de la physique

oot posé de plus en plus de problémes
lamsant intervenir des guations
diflerentielles, c'esd-a-dire des
equations liant certaines foncons
aver leur dérivies sucressives, Parmi
les ememiples les phes connus figurent

| Méguation de La chabeur établie

par Jaseph Fourier of permettant
dexprimer la propagation de la
chaleur dans un carps, On peul endore
mentinaner les équatians elliptiques
pour kesquelles de nambreuses

d'exprimer ces fonclions autrement
qu'en leur darmant un nouveay non,
par exerple les fenctiors de Bessel,
a5 Equatians permettent néanmoing
o'en déterminer las proprigtés,

Bazn que les géomitres zient appris

a menipuler le calcul différentiel st
résoudre les équations @ la perfection,
| % orl boujours e des diflicultés 3

| comprandre les fondements eusx-
mémes de ces apérations. utilisztion
de grandeurs nan Finies dans les
catleuls a toujours &é un point difficile.
Gt sl pas sans monie que Lazare
Carnot rerd comple de oo probkame en
1757 dans se5 o Béflexions sur la
métaphvsique du caloul infinitésimal =,
dans leguel @ mertionne le faue débat
enbre cevn gui prétendent que le caloul
de Lethniz 29 rigoureus, mais qu'il ne
dreane quun résuliat approximat,

approches eal ébé données, notamment et cewx qui disent que le calcul

par Mieks Abel @l Bemnhard Riemane
{le probléme de Kepler @ dons eu
beaucoup de conséquences hien
au-deld de Lesbniz). On vit ainsi
apparaitrz de plus en plus de fonctiors
transtendantes ne pousent sexprimer
autrement que par les dquations
différentielles don elles sant les
salutions, Bien qu'd soit impossible

| denne un résultat exad, mais par des
moyens non rigeune, Jeseph Louis
de Lagrangs &, par exemply, essayé de
prendre paur paint de départ |2
tarmule de Taydor. Cuant & Augustin
Cauchy, il a Fait repaser I'ensemble du
valoul sur le théoréme des limites.
Lapproche de Cauchy est oelle quiest
ereeignés aujourd’hoi dans les dooles,

Intégration et surface sous la courbe

y=Hx)

A= _f:p:l H

A = surface sous la courbe |
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