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Le cercle dans |e plan

FIGURE FONDAMENTALE

Le mol v cerche o vient du latin
s, diminutif de drous (e
cirque). Le terme grec Kuklos, qui
disgnait le cerde, a donné quanl &
Jui le mist cyche en frangais, Dars la
langue courants, e cercde esl
souvent désigns par le terme

u rand =, il désigne alors tant la
circanférance que la surface.

Le cercle ost consdérg comme la
Frgure poamérigue el ke symbale fe
plus fandamental, le plus simple, @
plus universel.

PETITE HISTDIRE
DU CERCLE

Tris it utdisé pour la figuration de
nomireds objets naturels au
artificicls comme les astres, les Truils, |
Ia 16t ou les raues, le cercle |
passéde une symbalique d'une
immensa richesse comme en atleste
3 présence dans Vimagene
refigieuse, philesophigue ou
artistique.

Autant il est difficle d'abserver dans
la matura des figures geometrigues
simiples et parfaites comme le camré
ou b2 triangle autant il est courant de
rencantrer des formies crculaires ©
train d'ondes quand on larce un
caillou dans I'eau, ced, nid d'oiseau,
Heurs, truits, eic.

Tries 46t less ciwilisations ont chaisi ke
cerche comme syrhale de la
perfection et des divinités, Dés le
répdithique ke cerdle apparait sur les
parns de certainas cavernes & oitd
das mammouths ou du gibier. Dans
la reeligion chritenne, ke cercle,
figure cansidérée camme parfaite,
symanlise [ien, On représentz donc
la wolite céleste par une
croonférence ou par sa
transformation en volume, la sphire
oo la coupale. Uhistaire raconte ainsi
nue Giotin, peintre italien du o
sigrle, afin de convzincre le pape
Eengit [¥ de son talerd, traga a
I'encre rouge et & main levée un
cerche parfait sur une simphe feuille
e papier. C'est gins, quiil e
persuada de ki accorder la
déraration de Saint-Pierre de Rome.
Auourd'hui encore de nombreus
cancaurs de trace de cercle parfait 4
main lesise sonl organisés, preuve
% la fasdnation que cetta figure
particuliare exerce foujours.

Le cercle représemte ainsi souvent le
casmis ou Punitd. Cher les Indiens
d'Amérique du Nord par exemple,
st un symbale dont la place est
essenfiedls. || symbolise notamment
e que I'on appelle la rowe
miédecine, Roue parce qu'elle leurne
M5 CEa5E, S0n mouvernent
représente les cycles de la vie
(succession des saisons, mouvemnent
des astres, phases de la vie).

En foube logique, le cercle a donc élé
Fun des premsers objels
mathématiques étudiés
attentivement et ce dans toute les
grandes cralisations mathématiques.

QUELOQUES DEFINITIONS
PREALABLES

* Le cercle est une figure
glomélngue s partioulicre, Cesl
urr courbe, siluée dans un plan,
Cette courbe est constituée de points
situiés 3 égale distance d'un poant
appelé centre. La valeur de cotie
distance est e rayon du cerde,

| = Pour un meéme cenltre, i existe une
| infinité de cercles.

= La portion du plan délimitée par le

| cercle s'appelie le disgue.

+ On appelle corde, un segment de
droili reliant deus points dstncts du
cercle. Les condes qui passent par le
centre du cercle sont des diamétres,
La lengueur du diamétre vaut le
double de celle du rayon. On dil
qu'il esl composé de deux rayons
cofindaires. Le diamétre coupe b
disiquie en deus parties égales.

* Un arc de cercle st une partion de
cercle délimitée par deusx points.

« Line fléche est un segment de
dredle reliant les milieux d'imn anc el
d'lme corde limités par dewx méme
points,
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= On appelle cerde trigonomiétrique
om gercle umité un cercle situé dans
un repére arthonarme et dont le
centre est 'origine du repére et dont
le: rayon waut 1.

= Le cerde est e premier abjet
mathématique permettant le caboul
et la définition du nombre n.

Le nombre = est le rapport constant
entre |a circonférence d'un cerche et
son diamétre, i a5t appelé aussi
constante d'Archiméde, une valeur
approchée en est 3,14159. On en
déduit donc la circonférence du
cercle appelé périmitre qui vaut 2xR
o0 R est le rayon et aire du disque
qui vaut =B,

0 sait déterminer |2 longueur d'un
arc ou d'une corde sous-dendus par
un anghe ¢ exprime ¢n radians, La
longueur de Farc vast of ef celle de
la corde 2Rsinoy7),

= {n dit quune droite est tangents 3
un cercle dormé si elle touche ce
cerche en un seul poink. La langente

u 1
@

& un cercle e un podnt a des
propriétés particuligres. Airsi, elle
et perpendiculaire au rayon passant
par le point d'intersedtion avec le
cercle.

!a”geﬂfe

= La médiatrice d'ume corde, ¢'est-3-
dire, la demi-droite perpendicidaire
ala corde en son milieu a la
propoéle de passer par e centre du
cercle. La connaissance de celle
propridté permet notamment de
trouver ke centre d'un cerde en

tragant la midiatrice de deus cordes
non paralliles, Le centre sera difini
par beus imfersection.

ANGLE, TRIANGLE ET CERCLE

| La propriélé concernant les

| medistrices est aussi 4 la base de la
| eomstruction du rerce circanserit &
| un triangle, En effit, les trais

| médiatrices d'un triangle sont

i concourantes el [eur point de

| rencontre est b2 centre du cercle qui
i passe par bes frofs sommels,

Les cerches el bes triangles reclangles
ol des relations geameélngues qui
ol é4é heaucoup ftudiées. Ainsi, 1
est utile de savnir gue ;

un triangle ABC dont bes trois
sumemels sonl sl sur un cercde el
donl T'um des ciités, par exemple AC

st un diametre du cercle est
rectangle en son sommet oppose, |
cest-d-dire ici B. |
Cette progriété possede évidemment !
sd régprogue - e cercle droenscnl a I
un riangle ABC rectangle enBaun |
diamitre qui vaut AL, |
|
|
|

Par aillewrs, plusicurs théorimes
reliant le cerche el les angles ont &b
établis. Les plus connus sont le
thépréme de I'angle inscrit at le
théprime de I"anghe au centre.

Un angle st inscrit dans un cercle si
s sommmel appartient au cercle, Ca
faizant il définit un arc de carde,

= [reux angles inscrits distinds,
definissant le méme arc de cercle
ont la mime mesure (théoréme die
Ianghe inscrit).

On appelle angle 2u cenlre, I'angle
domt le soenmet est le centre du
cercle et défini par deux prints stués
sur e cercle.

*+ La mesure de l'angle imscrit est la

migitié de celle dz I'angle au centre
qui interceats le méme arc
(théoréme de I'angle au centra},

Certains cerckes ant des propriétés
particulidnes, notamment vis-d-vis
des triangles. On a ains défini le
cercle des neufs paints, aussi appelé
cerche d'Euler, de Feuerbach ou de
Terquem. Cie verde tris parbiculies
@5t i cercle qui passe par chacun
des milieux des trois cités du
triangle, par le pied de chaoune des
trois hauteurs du triangle ainsi que
par le milicy de chacun des trais
segrants reliant Carthocenire 4 un
somimet du triangle, San @yon vaut
la mitié du rayan du cercle
dreoasait. 5an centre est sur la
droite d Euler (droitz regoignant
Tarthacertre, ke contre du cerde
crcenserit et e certre de gravitd du
triangle). Ce cercle qua I'on appelle
svent oerde des 9 points a en fait
45 poinls remarguables.

PUISSANCE D'UN POINT,
AXE ET CENTRE RADICAL

PUISSANCE B'UN POINT

La mation de puissance dun miﬁT_'

a5t une notion trés imporante gui
permet de définir de maniére plus
fermelle les relations entre les
cercles, les paints et les autres
figures d'un espace plan,

La puissance d'un point par rapport
aun cercle est définie par la relation

a
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mathématiquee sivarite : soit Cun
cerde da rayan R at de centra 0 et M
un point quekongue, On considére une
droite passanl par M el coupant e
cerde en A el B,

0n a alars KA x KB = w07 -

Cetie quandité qui peut &re natée
PciM) est appellée puissance du paint
K. Couramumenl, on ulihse les valeurs
algebriques pour exprimes MA el MB
On an déduit que i est extéripr

au cerde C si et seulemnent si

P =0 M appartient au cercle C s
el seulernent s Pa) =0 M est
intérieur i cercle © 5i e sewlement

ai Peii) = 0.

M
A

Celle quantilé permmel par exemple
d'étudier la cacycliceé de quatre paints,
Ainsi soit dewy droites sEcartes en il
Prerans A, B, C et D, respedivement

* deus points sur chacune des deux
i |:|r|?;-_i1pes ¢ i
S WAME = MEMD aloes i existe un

cercle passant par ces quatre paints. On
dit qu'ils sont cocycliques.

AZE RADICAL

- Uane radical de deus cerdies est
I'ensemble des points ayant la méme

@;’4

puissance par rappart  ceus cerdles,
Cet aus estung droite perpendiculaire 4
‘a droite reliant les centres des deus
cercles. 5i les deuy cerdes sont sécants,
cur axe radical est la droe passant par
a5 cleus points ¢inlersedion, i les
dews cerdes sent Ingents en un paint,
eur axa radical est la tangente
commune gqui les sépare.

Dans le cas de deux cercles non
stcants, axe radical, et auss
Vensemble des paints desquels on peut
mener des segments tangents de méms
longueur vers bes deus cerdes. s sont
stcants, seuls les segments de droites
nin incls dag les cercles vérilienl
cette propridté. awe radical de deus
cercles dort 'un est intérienr a I'autra
serd donc @ esdérieur de ceux-ci.
Thearime des ames radicaus : soit frois
cercles définissant trais axes radicans,
Leurs frois awes sont soient confondus,
sait paralléles soit concourans,

Quand kes frots 2xes radicaus sont

- concauranls (lrois oerdes non alignds),

- ils definissent un point appelé centre

radical des cerdes. Quand les trois aves

+sont paraileles, Cest que bes centres

sonl aligrds el bes cercles forment alors
un faisceau de erdles,

RELATIONS ENTRE
LES CERCLES

|
| = Faisceaan: nrthogonau ; soit C et (1,

| deux cerdes non concentriques. [l existe
| une infinité de cerdes G arthogonaus @

| 007 = AP+ A7 spi
| O =R: + R
Cuand bes centres de plusieurs cerdes

On définit deus cercles comme
arthogona si en chaoun des deuy
points dimtersection, les fangentes 3
F'un et i I'autre sont orthogonales.

En Tait, pour des raison de symidlrie, il
siffit que les tangentes soil
arthogonales en un sewl des deos
points d'imtersection pour que czla soit
wra sur le deuxieme. On observe que
chague langente & Pun des cendes
passe par le centre de laulne cerde. |
Par ailleurs, e triangle formé par les
deus centres et I'un des paints
d'intersection st un triangle rectangle
i e poind. Soit A ce peint et O et R et
O el B, respeclivernent les deux
centres ef les dewe ravons des cercles,
on vérifie done le théaréme de
Pythagare sur ce triangle :

sart aligrés sur ume méme droite,
I'ensemble des cercles considérés
constitue ce que Fon appelle un
faisceau de cercles. |
Lorsque les cerdles d'un faisceau se
coup=nt en deu paints, 1a drodte reliant
les centres de ces cercles est la
médiatrice du segment reliant les deux
poiriks diintersection. Ces deus paints
som appelés points de base,

Les rencles comstiient un faiscean de
cerdes tangents lorsquls sont tangents |
En un point st sur Fawe radical.

= Faisceaw 4 points lemides ; so un

cerde C quebomngue el une drode D
quelcongue mais non sécams. La
projection du centre 0 de C sur [
dédinit le paint k. Une tangemnte a £

| passant par K défini e point T sur la

cercle. S Fon lrace un cerche de centre
K passant par 1, il coupe OK en U el
Lznsemble des cerdes admettant [
comme axe radical commespond 8
Pensemble des cerdes dont les
extremités dun diamitre coupent
harmaniquement le segment LV, Ces
cercles forment un faisceau & paints
limites déterminé par C et D.

\ |

C el €1, Tous ces cercles sont
orthogonaus 3 kous les cerdes du
faiscean déterming par C et C1. Laxe
radical d'un des faisceaus est la droite
des centres de l'autre. 5i Fun des
Faigcen est forme de cercles tlangents,
il e et de meéme de I'aulre, Sinen si
I'un des faisceaun est & points de base,
I"autre est & paint lEmiates, etilya
identibé entre ces couples de points.

TANGENCE LT CONSTRICTIONS
PANTICULIERES

Théoréme de Descartes

et cerdes de Soddy

Le thétoréme de Descartes établit la
refetion endre quatre cerdies tangents.
Plus exactement, il permed de connailre
le raon (voire la position du centre)
d'un cercle tangent & trais autres
cerdes tangents entre eux. Léquation
acoepbe deux réponses, Lune
correspand & un cerde plus pelil inc: |
enres les trois autres, & seconde
carrespand & un cende plus grand que

LE THEOREME DE PTOLEMEE

Claude Prolémse (85-155) est un
mathématicien, astrenome et
giographe grec, Son livre phare,
FAkmageste aussi mtiule grande
syntaxe mathématique cantient
Pansemble des connatisances
astranomigues de I'époque el va
dominer astronomie jusgu’s
Copernic (1543},

Le thénréme de Prolémée permet de
démanirer qu'un quadrilabére
convexe est inscriptible dans un
cercle, Cette proprieti est wérifice si et
seutement si la somme des produils
des chbés oppasés est fgale au
prioviuit des diagonales.

Ainsi, 5i I'on considére un quadrilaténa
ABCD, alors on a l'agaisté AB x C0 +
BC x DA - AC x BD.

Coe thioreme se démontre grace s
théaréme des angles inserit ef des
propriésés des triangles semblables,
Diémonstration

Pasans |, un poind de [AC] tel que les
angles ABI el CRD spiend cgaue

* Les angles BAC et BOC imterceptent la
meme corde [BC], ils sont donc égau.
* D mmi@me BCA = BDA (arc BA).

= Les Lriangles CBD el |BA sonl donc
semilables et on vérifie donc COfA=
ROVAR d'ale (1) AR x €= 1A x BD

= De méme, les triangles ABD et 1BC
étant semblables, on obeent {2)
ADxBC=ICxBD

= En faisant [a somme de (1) ¢l {2), on
AAR (D - AD B =k BD + ICx
BD ce qui cosrespond & (1A + 1) x BD
| spit A x BD, Pégalité de Malémse.

les trois autres et qui les englobe,
Dhescarbes be déorit en 1646 et Soddy le
redicouvrira en 1936, Clest paurguoi
on appelle souvent cefle construckion
rendes de Sodiy.

Cercles d'Apollonius

Avant Descartes et Saddy, Appalonius
de Perga avait déja découvert de
mamiére empirigue oette constructan,
Aingd, 1 construisail un fractal engendré
& pastir de tross cercles dont deus au
maoing de ceds-ci sont tangents i un
traisiéme. Il découvrit qu'il existait deux
cerches tangents au trois premiers et
que I'on pouvail conlmuer ams la
constnsction, les deus noweaux cercles
ayant eux-mémes leurs cercles
d'Apallonius.

QUELGIPES PROFRIETES AMUSANTLS

[be nombreusss relations ont 4@ mises
en évidence entre les cercles, leurs
surfaces et leurs paints dintersecions.
En woici quelgues cxemples amusants
el parfois éonnanls,

Cerdes concentrigues

Prenons cing cercles concentrigues de
rayon respectils 1, 2 5, 4 el 5. La
surface couverte par le cercle 3 est
égale i la surfare comprise entre ke
cencle de rayon 4 et le cerde de rayon
5. En effet, si on compare bes aires cela
dane :

i =pah- !

Théaréme de lohnson (1916}
Sitrois cerdes de méme rayon rsont
concourants en un point P, dors leurs
trods aubres points dintersection
appartienment & un cerde de méme
rayan r. La démanstration peut se faire
grace 4 ka ghomérie dans l'espace en

mantrant que ks points dintersecion
des cerches et les centres des cerdes

nombres Zigebrigues, On montrera par
Iz suite que 'on peut méme 5 passer

fuorment sepd sommels d'un cube el que  de la régle pour construire toas les

le cerde passant par les poinks
dintersection est un cescle droonsort 4
ce cube. Son rayon est donc bien r
s,

EQUATIONS ALGEBRIQUES
DU CERCLE

Le cercle peut étre défini par plusieurs
types d'equations,

| 13 un repére artharame, on ablient

I"équation cartésienns du cercle
suivante :

y=b 2 vre-a)]

Cetle équation est chlenue en
appSgquant le théaréme de Pylhagore
dans |e triangle rectangle formé par e
paint du cercle et sa prajectian sur bes
deux rayans perallzles aux aves,

Pousr un cercle unile, odla denne
Heyl=1

Les &quations paramétriques du cencle
sont

A FCOE0L

y=bersino

Sl powr be cercle unité :

=G

Y= Sina

LE CERCLE, LA REGLE
I ETLE COMPAS

Ciesl Eudede (w=-nf seiede av. 1-C.) qui
fonde les bases de la glamérie qui
prendra san nom sur un systéme
d'aziomes. |l pense airsi qu'il est
foujours pussible de tracer une droie
passanl par deux points donnes ef gu'il
est toujours possible de tracer un cercle
de centra danné passant par un point
donné. Cest paurguoi la géometriz
cuclidienne est [a géomitnie des droites
el des cerdes e denc de la régle el du
commipas. Paur Fuclide, tout nombes
peut &re ranstruit avec |a ragle et b2
comipas. Cest ainsi que I'on va ajouter
s pambres rabignnels, une autre
calégorie de nombres, constructibles,
nioa rationnels mais résultat d'une
équation algébrique, tals que 2, la
diagonale du carré. On les appelera

nembres raticnnels et algébriques
coanus alors, Jusqu ce que l'on
COmArens que certaing nombres ne
sanit ni rationnels, ni algdhaiques et
donc nan construdibles fwair
| quadrature du cerde). La construction
| coempas seul 8 olé dludeie
ngtamment par litalien Lorenzo
Mascherani. Mais c'ast & Napaléon 1
gue I'nn atribue Fun des problémes les
plus famewe ; la construction du centre
d'on cerche denné au compas seul.

LA QUADRATURE DU CERCLE

La quadrature du cerche est Fun des
grands prodlesves mathématigues qui
traversé plusieurs sisdes ef plisiears
duilisatiors avant de trouver une
ripansa daire et démantrée. Le
prablame consiste & corstrusne un carré
de méme aire qu‘in cercle domeé ou
de méme périmétre et o2 & Faide d'n
compas et d'une régle.
| Les premiéres fraces de ce probleme
| datee che ~1650 #v, L-C 1l sagit d'un
texte egyptien, le Papyrus Rhind écrit
par le scribe Ahmeés, Les Grecs dont
notarmment Archiméde s'attaquent
ensuile au problime en pensant Favoir
rissily, mais en Failils ne fenl gque
troanier de bonnes approximations,
Troat au long du développement des
mathématigues occidentales, ke
problim: resle sans solulion. De
nomibreus mathdmaticens onl proposé
des solutions, mais elles ant foujaurs
&1 réfutées par leurs colégues. En
837, Pierre-Laurent Wantzel établit un
Uhesariare qui exprime |a fomme des
Equations des problémes impassibles &
réspudre & la régle et au compas. Mais,
il faudra attencira 'allemand Ferdinand
von Lindermnann, en 1882, pour
Iappliguer 4 la quadrature du cercle et
prar démarirer que ce probléme et
| impessible a réspudre en raison de la
| ranscendance de s La transcendance
| d'un nembre est le fat qu'd ne soit pas
algbrique, Or on ne peul construme
avec & régle gt e coompes que des
rambres algébriques.
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