Combinatoire

ous allons étudicr le dénombrement. Le dénombrement consiste i compter le nobre de seénarios:
N possibles dans différentes situations. Le premier concept a maitriser. ¢’est Pordre. Est-ce que
Fordre compte 7 ou ue compte pas? Vous prenez un seénario de réponse ot vous pernmtez deux éléments,
si le résultat obtenu est le méme, cela signifie que l'ordre ne compte pas. sinon Uordre compte.

» Exemple : Si vous devez choisir un comité de 3 personnes 4,8.C daus uu gronpe de 100 personnes,
Fordre e compte pas. En cffet les comités 4,.B.C ou A4.C.B sont identignes. Nous verrons que dans
cet exemple. nous avons 161'700 manitres de choisir 3 personues parmii 100 personnes disponibles.
Par contre. si vous devez choisir un comité de 3 personnes avee un président. wn vice-président et
un secrétaire parnti vos 100 personnes, alors, dans ce cas, l'ordre compte. car si nous avons 3 ménics
personnes avec des fonctions différentes, nous avons des scénarios différents ! Nons verrons que dans cet
exemple, nous avons 970'200) maniéres de former notre comité.

10.1 Factorielle et coefficients binomiaux
» Définition Le symbole n! (live «n factorieller) est une simplification d'éeriture qui représente le
produit des entiers positifs entre 1 et n
wW=n-(n-1y-(n=-2)-...-3-2-1
On peut définir n! de maniere récursive :1!' = let ' = n-(n = 1)!. De plus. 0! = 1.

» Exemples :
20=2 3=06 =24 5! =120 6! = 720 — =56

» Définition Le symbole ( :

) avec n ot & des entiers positifs (avee & < ) est définit par

n n!
(k):m

) coefficient binomial, car il apparait de le développeincnt de (o +b)"

m
(e +b)" = Z ( : )rr"—"’ b

k=0

On appelle ce nonibre ( r

» Exemples :

(5)-+ (7)m (B)em (2)-

Eu ordounant les cocfficients du développemeut de (¢ + #)”. on forme le triangle de Pascal. Los
coefficients obtenus sant justement les coefficients hinomianx. Ce triangle aduet des proprictés intéres-
SANtes

DL |

a. Le premier et dernier nombre de chaque ligne vaut tonjours 1. La vaison est la suivante

(5)=(n)-

h. Le rriangle est ssmiétrique. ¢est-a-dire

()-(0)



¢. Le total d'une ligne vaut :

d. Powr construire une nonvelle ligne. il suf-
fit de faire la somme des coefficients situés
juste au dessus, sur la ligne précédente. 11
s'en suit que.

(1)+ ()= (i)

» Exemples :
(@+b)" =a” + 7a% + 216°0? + 35a*H? + 36a* b + 21a2H® + Tub® + b7

(@a—b)" =a” - 7a®h + 21a°h* — 35a¢*H® + 35a%b* — 21a%H® + Tab® - b7

10.2 Permutations

On utilise les permutations lorsqu’on souhaite différencier deux seénarios identigues wais dont Pordre
differe.
a. Permutations simples

Une permutation simple P, de n objets différents représente les nembre de
groupements que l'on peut former en rangeant ces n objets de toutes les manieres
possibles. Deux permutations simples différent par 'ordre des objets.

» Exemples :

u) Pour trouver wne formule nous permettant de caleuler £,. imaginons le petit probidme
suivant : On considére n lettres différentes ay. as. -+ - ., .Quel est fe nombre 10tal e « mots
» 4 n lettres que lon peut éerire en permmtant cos lettres ?
Liste des permutations de 2 lettves (a et b). 3 lettres (. b et ) ot dlettres (o b ¢ ot ) :

{a.b}. {b.a} _
{a.b.c}. {ac.b} {hac) {bea}. {cab}t {cha}

{a.b.ed}. {abd.e} {ac.had}. {acdb}. {adbe}. {adch}
{(hacd}. (had.c}. {bead}. {beda). {hdac} {belcal
{cabd}. {cadb}. {ebad}. {chd.a}. {cdab}. {cdba}l.
{dabe}. {daeh}. {dhac) {dhea). {deab) {dehal

On coustate cque £, 1e nobre de permtations de o objets satisfair la fornmle snivante :



Po=nl=n-(n-1)-n-2)-...-3-2-1

b) Dec combien de maniére pent-on asseoir 7 personnes sur 7 chaises ?
Solution : Py = 7! = 5040 nianicres.

. Permutations avec répétitions

Une permutation avec répétitions P(ru,ne.....nk] de n objets différents dont
n) sont semblables, no sont semblables,: -, n; sont semblables. représente
ies nombre de groupements que I'on peut former en rangeant ces » objets de toutes
les maniéres possibles.

» Exemples :

a}) Pour trouver nne formnile nous permettant de caleuler Pl,“‘,,__,_u__,,k,, inmginons le petit pro-
blémne suivant : Supposons quon a a disposition 5 lettres. 3 lertres a et ceux lettres b
Cowmbien de niots différents peut-on écrire avec ces 5 lettres ”

Prenons le mot {a.a.a.b.b}. Supposons que nous voeulous refornier tous les wots {aa.a.bb}
cn différenciant les « a ». On obtient alors les 6 mots suivants :

{ay.ay.a4.b.0}  {ay.a3.a2.0.8}  {ay.ay.a5.b.b)

{a2.03.a2.0.0}  {ag.ev.a2.b.0} {as.ay.ay.b.b)
Comme a; = a2 = a3 = «. ces 6 mots veulent dire la méme chose.ct done dans les Py = 5!
possibilités. on compte Py = 3! possibilités pour écrire le mot {a.a.abh.b}. En procédant de
la méme maniére avee 4. on remarque que dans les P = 5! possibilités. on compte Py = 2!

A
rYra P -~ - g
possibilités pour écrire le mot {a.a.a.b.b}. Au total. ona Pz, = T 10 mor= différents
En généralisant on obtient -
- P, n!
P(n\.ng ..... ngt = =3 1 1
Pp - Pryvooo - Ppy ol oyt
= ! . _
b) llyaPyag = T 60 nombres de six chiffres formés de {2.4.4.4.55

10.3 Arrangements

On ntilise les arrangements lorsquon sonhaite différencier deux seénacios de & objets panui o (A < i)
identiques mais dont l'ordre différe.

a. Arrangements simples

On parle d’arrangements simples A%, lorsque 'on considére & objets parmi o
(k € n) . Denx arrangements different par la nature ou l'ordre des objets.

» Exemples :

a) Pour trouver une formule nous permettant de caleuler A% | consiclérons le petit probléme
sitivaut : On cousidere n lettres différentes a.ug.- - .0, Cherchons

i) Le nombre de mots avee une lettre. Il v a nomots avee ane letore |
i) L

iii)  Le nombre de wots avee trois lettres. Wy o a(o — Do - 2) mots avee trois lettres.

-~

» nombre denots avee deux lettres. Iy aonfe — 1) mots avee denx lettres.

iv) Le nombne de mots avee & lettres. 1y a n(o = D)(p =20 (o — & = 1) mats avee &
lettres. '



On définit le nombre d'arrangement A% (& < u) ainsi

Al =nn-1)n-2)---(n-k+1)
an-Dn-2)---(n—k+Dn-Kn-k-1)-..2

(n-k)Y{(n-k-1)-

n!
T {n-k)

h) Combien de drapeanx de 3 couleurs peut-on former avee les 7 conleurs de are-en-ciel

On pent former 4§ = 7 7”. = 210 drapeaux différents.

¢} Combien de comité de 3 personnes avee un président. un viee-président of wn seeréraire
ponvez-vous former dans un groupe de 100 personnes?
I — a2 ST
On peut former A} = 18 = 98-99 - 100 = 970°200 comités différents.

b, Arrangements avec répétitions

Lorsque panni n objets discernables. nous voulons placer des objets dans & cmupla-
ceinents cn tenant compte de 'ordre. ces objets pouvant apparaitre plusicnrs
fois. on parle d’arrangement avec répétition A}! de n éléments pris & a &

» Exemples :

a) Powr trouver une formule nous permettant de calculer . ;.l . consiclérons le petit probleme
shivant : Supposons qu'une urne contient 4 boules différentes et que I'on tive successiveent
3 boules, avee remise. Quel est le nobre de tirage possible ?

An premier tirage, il v a 4 possibilités.

Au sccond tirage. il v a 4 possibilités.

An dlernier tirage. il v a 4 possibilitcs.

Au total, on a 4% = 216 possibilités. Ce nombre correspond an nombre d arrangements
avee 1épétitions de 3 éléments pris 4 a 4.

De manidre générale, A7 = n* représente le nombre d'arrangements avee répéti-
tions de n éléments pris & a k.

b} Au Sport Toto. nous avous 13 matchs oti il peut v avoir : victoire/nul/défaite. Combicn de
pronostiques dilférents v a-t-il 7 Au premier maich. il y a 3 possibilités. Au second match. il
v a3 possibilités. Au 13&me match. il v a 3 possibilités. Au toral. il y a A7, = 3% = 175947323
possibilités.

10.4 Combinaisons

On utilise les comhinaisons lorsqu’on souhaite dilférencier denx seéuarios sans tenir compre de Fordre.

On appelle combinaisons Cf de n objets pris & a k. tous les groupements que
I'on peut fornner avee & objets. Deux combinaisous different par la nature des
objets. L’ordre des objets n’est pas considéré.

» Exemples :

a. Pour tronver nine formule nons permertant de calenler €3 . considérons le petit probléme suivaut ¢
On a 20 chevanx epoep-- o9 - On doit désiguer les 3 promiers. Quel est le nombre de liste
poassibles !



by,

.

a) Daus lordre. il vy a 430 = ]% = ('8} solntions.
) Dans le désordre. il faut imaginer qu'avee 3 chevaux e, ¢z ot ¢4, on a 3! p(;smhllnm dordre
différents. Autrement dit.

{f-'l~ CH. (_':;} {(!] M3, r:g} {(?2. 1.4 (:3} {CQ, 3. (.'-3} {63, €1, r:-_;} {r:g. .0 }
sont des solutions dont on ue fait pas la distinction. On obtient donc

w_ AP @810 ( 20

3 ) = 1'140 solutions

An n
v . - ANYTATT n __ * _
De nianiere générale. Cf = 3f = ( ‘ )

Dans ane classe de 21 éléeves. on choisit nne délégation de 3 éldves. Combien de délégations
différentes peut-on former? On pent former C3! = 1’330 délégations différentes.

An loto. il y a Cg? = 8'145'060 grilles différentes.

Si vous devez choisir un comité de 3 persounes A. B.C dans un gloupc de TUW) personties. vous
pouvez former CI% = 161700 comités différents.



	1.pdf
	2.pdf
	3.pdf
	4.pdf
	5.pdf

