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" DES CONES ET DES
" CYLINDRES TOUT
| AUTOUR DE NOUS

- A quotidien, nous sommes

entaurés de cylindres et de cénes,

. pinsi, nows admirans leur régularité
* lorsque nous corernplons les

coonnes antigues ou nous utilisons
leur espace inlémeur en mangesnl
une ghece en cormel 1l est pariois
trés utile de pouvoir manipuler ces
obiats, par exemple pour calouler ka
surface oocupse au sol par une tour

ou le volume de blé que ['on peut
stoduer dars un sife.

4 155 cvunpes

Cruwpee usuee
Lorsgu'en imagine un cgindre, il
peut nous venir & Pesprit le cie
pratique des baitas de ronseries
facilement empilables, ou bien
I'éépance des colommes des

el e T

bétiments antiques. La boite de
conserve comime s colonme et oe
que on appelde un odindre drodt de
révalution ; dewx disques paralléles
frrmmant la base du cylindre sont
religs par une surface latérale
perpendiulaire au plan du disque,
Pour réaliser de nambreus calouls
alissi hien théariques qu'appliquss,
il peut tre nécessaire de connaitre
I'aire &4 la surface d'un cyfindre droit
dee rérvalution, 51 Fan appelle B le
rewan (61 1 e ciamelre § du cercle
frernant la hase du cylindre et H sa
hauteur, on peut exprimer Paire de
la surtace latzrale du cylindre de la
maniére suianke :

."I,L= 2nhH =xllH

Cette farrule pet &re facilement
retrowvés s on I'a cublige : en efet,
Boest ézale 3 la hauteur du cylindre
M) rrwltiplicse par le perimétre du
cercle de hase (2aR), Uexpression de
Iaire de la surface latérale peut par
exgmiple serar 4 calcuber gire dune
éliquette colléz sur une bedle de
conserve. Pour connaitre aire lotale

- du cylindre, il suffit ensuite d'zjouter

l'aire des deux bases a |'aire latérale.
O les bases sond des cerdies el leur

aire vaut A, = R = n(D749)
Laire tatale A du cylindre est donc
donnée par la formale ©

A=20+ R

A =2xR + InkH

A=2xa[04) + aDH

Cette formule permet, par exemple,
de cabouler quelle est la quankilé de
mtal niécessaire i ba réalsation

d'une bofte de conserve. Dulre
Faire du clindre, on pe avoir
bespin de calculer son volume
intéripwr. Fn gardant bes mémes
nolations que pour le calod de aire,
Iz volume V du cylindre est donne
par Fespression ;
V=nhH=miD}4)H

Cette farmule exprime simplement
le fait que le wvolume est égal a l'aire
de la base muitipliée par ka hawteur
du cylindre. Il est mbéressant die
noler deus proprigtés des farmales
exprimartt aire &t l2 volume du
oylindre :

+ Four un volume ¥ fixé, be cylindre
qui prissente la surface ba plus pelite
et celui dont H= 21, En d’aubres
termes, pour réaliser un oylindre
aver ke moins de matiére premiiére
possible, il faut que celui-a ait une
hauteur égale au damidne de la
base,

= e [3 méme Eagon, pour une aire A
du cylindre fixée, an obtient le
wolume le plus grand lorsque ka
hauteur du cylindre est égale au
chiamétlre, cesl-d-dire H= 28,

GEMERALISATION

1l est posable de détinir un odndre
d'une maniire plus Large que nous
ne Pavons Taibe juseu'a mantenant,
Tout d'abard, un oylndre n'est pas
fnrcement droit, la caradéristique
d’un cylndre droit Sant que la
direchon de sa surface latérale soil
perpendoulaire 4 sa base. Un
cylindre qui n'est pas droit serait par
exemiple une pile d"assietbes que I'an
aurarl boubes décalées bes unes par
rapporl sux aulres de mansre
réguliére, La régularité de ¢
décalage est id d'une imporance
primardiale. Une pile d'assiettes
deécalées non réguliérement ou plus
simplement courbées ne peut pas
&re appelde oylindre car les drodtes
qui refient les deux bases ne sont
pas parallides. Ensuite, si la base
dun oyfindre n'est pas un cencle,
alors ce cylindre n'est pas dit de
rdvolution. Airsi, la base d'un
oylindre peut &tre une ellipse. Dans
ke cas d'un cylindre qui n'est pas
droit mi de révolutson, Faire et le

volume sa calculent de la méme
maniére que précedemment mas le
catleud st un peu plus compliqui,
Aing, le volume du ofindre est &gal
& produit de [a hauteur &t de P'aire
de fa base : si A est Faire de [a base
et H la hautewr du cylindre, alors ke
volume ¥ du cfindre esLV = A x H.
Le cylindre peut également &re
représenté de fapon partiells, Dans
ce ¢as on parle de cylindre trongqué
et le volume s'obtie grace i la
furmule sunvante -

W= mhhy+hl 2

La difficulté est donc de calouler
I"aire A de la base, o2 qui n'est pas
tnaljours possible de facon
mathématigue. 5 on veul mesurer e
walume d'un solide, une sehution est
de b2 plonger dans wn récpient
gradué et de mesurer la différence
de walume, qui sera égale au volums
du solicke immergi. On peul ausst
cabculer Fare de la surface Lalérale
du cylinedre, qui est dgale au prodis
de la hawteur du cylindre &t du
périmeétre du contaur. Ainsi, 51 P est
le primitre du comour et H la
hauteur du cylindre, Paire lalérale &
ducylindre et A=H 2 P,

Une maniére encare plus absiraie
de définar 1n cylindre serait
d'imaginer un cylindre queloongue
qui n'awrail pas de base el qui se
prolongerail 3 infinl, Une image
pertinente de ce cylindre

a généralisé » est celle d'un faisceau

de lumiére émis par un feser ; e
faisczau garde une taille constant:
lors de s propagation qui n'est
enlravée par aucun sbstacle,

La définitian |a phis large possible
d'un oylindre est donc la suivante ©
un cylindre est généré par une

droite (d) qui se déplace dans
I'espace « en & appuyant = sur une
courbe fermée (0, La droite (d) est
appelée diracirice et garde une
direction canstante au cours de son
déplacement suivand le contour (C).
et important de noler gue si l'on
a ferme o la surface ainsi farmée par
dewus plans parall&es, an pbtient 2
fnams génmEIrique quUE NOLS avons
appelée cylindre. La définition
géndrale apporle de nombreu
avantages, bels que sa définitien par
unie Equatian, En effes, sil'on se
place dans un repére orthanormé de
l'espace, c'est-3-dire un repére aux
awes perpendiculaires normes par
e mdme unibe, on peud décnine un
cylindre par sen dguation
carifsienne ;

a) + (b =1

5i I'on envisage un cylindre droit de
révalulion, de rayon 2 cenlré en
Varigine, son dquation estx? + =4
L paint de conrdannéss (4 ;0 ;a)
st donc un point de ca cylindre,
tout camme celui de coordonmées
W2 V2 5} Au conlraire, le point
de coordomnées (2,300
n“appartient pas au odindre car
P+¥=0wd

[En mathematigues, il est également
important de savair quelles sonl les
trarsformations de 'espace gui
laissent le oyfindre invariant, ' est-3-
dire des modifications qui laisseront
le cylindre toujours au méme
endroil, geet ks mémes
caraciristigues. Les ransformations
qui laissent le cylindre innvariant
sont ;

= La translation d'axe z, si le oylmdre
st daxe 7 2 un point du cylindre se
diplacera wers le haut d'un
cenltimétre 5ila translation e<t d'im
centimétre.

+ La symétrie par rapport 3 un plan
orthogonal - Cesl-d-dire
perpendiculaine dans espace - &
une directrice. C'est o2 que I'nn
appelle 'effet mirnir ; la moitié
supériewre du cylimdre devient la
miitii inlérieure, of vice-versa.

= La rolation & ange quekorgue
ayand pour centra 'axe du cylindre
L2 laisse imvariant si % oylindre pst

a de réwelutian ». Cela revient a kaire
fourner le cylindre selon son ase,
o <'est e cas lors ¢ une
opération de laminage,

CIME LSUEL

Le cdne el qu'on Femtend
nabituellement est ia farme
geométrique qu'a un cornet de glace
par exempie. || est donc dédini par
un sammed e un cerce qui Farme s
base. Sa surface latérale est définie
par U'epsernble des draites qui
relient le sammet 3 un paint du
cercle de la base. La particularize du
aine sl de pousoir ére décril
uniguement par son ouvertune e 5
hautenr, Paur ce faire, an utilisz
l'angle salide du cfine, noté I,
Considérors ur cone de sommet 5.
O est le centre de la bese el D un
point du cerde Torme par b base,

STt 5

Sulece
andnale

Baw

Langle solide du cdne peut
s'exprimier e fenclion des différents
paramitres, en eploiant le fait que
la triangle SO0 est rectangle en 0.
Ainsi :

oy (2 = Hia

sin (121 = Ha

tanilf?1 =kH

ol a =05 « cas o est le cosinus de
I'angle, a sin @ s0r sinus et « tan © 5a
tanpente, Outre Parghe sehide | du
cine, on peut defini une autre
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grandeur : I'apothime a. 1l s'agit
simplement de la longueur d'un
segment reliant e sommet au cende de
base, Le théaréme de Pythagore
penmet d"exprimer a. En effet, le
triangle SO0 est rectangle en 0. On a
donc a =R + [F).

ardce 4 ltilisation de I‘apothéme on
peat calouler aire et le wolume du cine
tout aussi fadlemant que pour le
oylndre. 51 on appelle R ke rayon du
cercle de base el H la hauteur du cone,
Faire de la bass est A, = =R2

Par aillewrs, I'aire de la surfare latérale
est A =nRa.

Laire totale du cdne est donc la somme
de l'aire latérale et de I'aire de la base.
A=A+,

A=xRa + ok

A ==RiR+a)

Dautre part, on pewt calculer le valume
W ilu pdne en ulisanl Fexpression
Sihante ©

V=H{aR")3

Le wolume d'un cylindre est donc égal 3
|'aire de sa base multiplice par

el par la hauteur du céne, be toul
&ant divisé par trois, La connassance
de e deu grandears, aire et valume,
permet de résoudre des problémes plus
complexes. fmaginons une balle de
temnis de rayon B Nous voulons savair
quel est b2 vodurme mindmal du odne qui

e ; pourTa
SeT e accusillir cette
i s biallle.

Lhypolhise
U noUS
faisons est que
la burlfe de
temmis est une
sphire partaite
el nous voulons
que la halle
touche les ofités [afraux ainsi que e
cercle de base. Motre but est d'obtenir
le walume de cane le plus petit possible

+en ayamd finé B Uexpression de la
 hauteur du chne qui cormespand & un

volume intérieur manimum est H =
AR3, le volume du cdne étant alors
deun fois plus grand que celui de la
sphire.

GENERALISATION

0On peut en fait définir un cine da
maniére plus large : tout 4'abord, on
pewl profonger « & Iinfini = le cane que
s avens eudié précedemment, 2n
ne définissant pas de base qui

« limiterait o les oités, Cetbe opdration
peut &re réalisée de part et d"autre du
sommed © il suffit de prolonger la
surface latérale du cire en réalisan
e symeétrie centrale de centre 5,

Mats on peut aller plus lein dans la
géndralisation d'un cline - 53 hase peut
ne pas étre um cerde, ni méme &re
répuligre, Ainsi, un cone passédant una
base polygonale est une pyramide.
Poaur différencier les différents types de
pyrarmides réaisees selon leur
potygone de base, pn parle tour 3 bur
de pyramide 3 basea carrée,
rectangulaire, hexagonale... et le
suenaniel de la pyramide se nomme
alors I'apex, Lorsqu'au conraire la
foeme de |2 hase est un cercle, an parle
de cine da révalution.
Le seul impératif pour éfinir un cine
st done que s droiles, appelies
a SENSrAlrices » 52 Coupert én un
méme pesat, La défingien la plus large
que I'on puisse donner dun cine est
donc la suivanie : un cine est la
réunion de foutes les droibes
(e généralrices) passand par un méme
point § {soenamiet du cng) st
rencontrant une méme courbe C
{sa directrice].
Alors que la difiniton élargie du
cylinde permetlil de meltre en
équation différents trpes de cylindres,
un cfine pst facile & metre &n dguation
& canditinn qu'il soit de révniution,
c'est-3-dire que sa base sait un cencle,
Dans un repére erthonernsd
0%y, équation du chne de
résalugion de rayon 1, centré en € st
W+ = rtan{lf2)
| Paur obtenir un cine dant ke centre du
| cerche de base # pour coordonnées
| (% 5 ¥ab 8L un raven B, I'équation
cartésienne du cine devient ;
(6 - T) + {7 - ") = T RMtanl )
Outre le cone lui-méme, naus
rencontrons égalernent sounvent des
u brgnics de cine e cetle forms
geametrique estun chne au s2ns usuel
du terme qui a ébé « &b o, |l 5'agit de
dewx cercles da rayans diftérents R, et
Ry Lat droite gui relie les centres O ot
0, des cerches et perpendiculaine aux
rayong, |2 distance séparant O, de 0,
est H. En conséquence, si l'on
prolangeait la surface L qui joint ces
dewe cercles, on obtiendrait un cone de
sommet 5 et de hauteur Heh, Cest
cette constatation qui va nous
permetire de calouler & volume et aire
du tronc du cdne en imaginant dewx
cones imbeques I'vn dans Pactre, Le
vidume du branc de cdne est dong égal
au vokume du grand chae 1 maing
celui du petit céne C2. On a donc
W =W1-V2 =niR 7 [H+h) - R7h)3
=R H + 2R *h-nRhs
= miRAHhiR RS
O peut par ailleurs calculer Iaire
foitate du tronc de chne en addisionnant

I"aire de la surface latéraie e les aires
des deuy bases, Laire de la surface
latérale s'obtient de la méme facon que
le walume du trarc de gine : an calcule
les aires dee la surfaoe latérale du petit
cine el du grand cane & aide de la
farrule gérdrale de Vaire de ba surface
latérale d'un cine, puis on calole ke
diffarenca. On oitiant alars :
A=A Ay

=miRViRE = (Heh)) - B (R + b9
Les aires des cerdles de base sont
respedivement g, =nk’ et Ag, = nk;
L'aire totale du cone A, qui
representerait la quantité de papier
nécessaire pour recauvir le frong de
cine est donc
A= By g+, = R R+ (Hh) ) -
TR + b+ R+ B
Cette axprestion lourde n'est presque
jamat employie en pralique, puisque
I'on additionne les aires des cercles de
base, que I'on a caiaulées au préalable
avec ['aire da la surface latérala,
calculée i laide de la formule que nous
avons dennée, La définition élargie
d'un cine posséde également de
rambreyses applications dans des
camaines srientifiques trés différents
tel que l'astrenomie au la physiqus
guantique.

LANGLE SOLIDE

Fr astronarmie, on peut prédire les
eclipses en chsarvant b2 mouvernent
des planétes par rapoort au soleil.
Frenons Fexernple d'urse éclipse de

Lume. Ce phénoméne spectaculaine se
produit lorsque le Salell, la Terre ella
Lune sont alignés dans cet ordre, La

Terre projette alors son ambre sur la

| Lune, en formant une tiche sombre. La
| Lune st ginsi ocoultée plus ou moins

| complétemert. On peut reprisenter la

| forme de ambre de la terre darg
I'=space par un cine don les
pengratrices saraient fangentes & la
ferre. Flus généralernent, en
astrenomie, on utilise beawmoug le
cfing, On peut par exemale repedsenter
des angles dans l'espace, on parie alors
d'angle solide. Le but de I'angle solide
est ce diterminer fadlemant quelle
pertie de lespace peut percevoir un
phéncemens, camme une ddipse de
Seleil, Ainsi, lorsqunn est dans |e cine

Soleil

L'éclipse de lune

d'ambre de la Terre, plis on s"8aigne |
e cetbe derniére, plus il va falloir étre
prache de axe Solei-Lune pour que la
Terre cache le Soleil. Langle au somenel
Jdu come qui @ pour sommed la Lune el
qui est langenl 4 la Terre est slors
appeke angle solide, On le calcule a
plupart du temps en radians. 5i la Tere
se situe axactemnent dans ce cine el est
alignie avec le Soled, alors ka Lune ne
vl phus le Soled, Une formle
mathématique simple permet de relier
les radians aux degrés, puisque n
radians représentent 90°, ¢'est-a-dire
un angle droit. Dans 'espace, un
phénamizne visible depuis tout 'espace
sera représenté par un angle solide de

Ax radians (3607). 5 seule ka moitié de
I'espace peut percevair ce phénoméne,

| radsans,

LE £O8E DE LUMIERE

Er physique quantique, on distingue les
gléments qui peuvent communsgquer,
Cest-d-dare awoir une influence P'un sur
Fawtre & un méme instanl, de ceus qui
Ne peuvent pas communiquer, e
phénpméne et lié Ao fit qudl faut un
certain temps pour que les informations
&mises par un élément parviennent a
ur autre. Airsi, st une dloile irés
lointaine meurt, nous e e saurons que
dans des milliers d'anrées car c'est le
ternps qu'il Fawdra powr que la lumiére
qu'elle a émise avant de moure ne
nous parvienne, Ainsl, brsqu'en regoit
e fa lumitre émise par une etoile, on
peut savoir quel éait son &3t au
mament nd elle Ia émise, mais nous ne |
powsons rien dire sur |'Etat actuel de
Pétoile, ni méme = elle aaste encare.
Celte différence dmberacton enre des
évdnements peut se représenter dars
Pespace-ternps par un cine de
révalution, droit, mais pralonge
Vi, Le sommet du cane est Fmstant
présent, tous les Eléments silués 4
Fintérieur du clne mais en dessoas du
sorimet représentent e passé et ceux
situés i l'imtérieur du cone et au-dessus
du sommet représentent Pavenir. Cest
e quie Fon appelle e genre lemps. Les
genératrices du cdne représentent le
genre lumigre, alors que 'exténieur du
cone représente le genre espace, gui ne
peut pas commaniguer avec |'instant
prisent,

Dirsimon )
| Imagingns maintenant que nous
| débitans un tranc d'arbre en rondins, 5i
|z machine est bian réglée, les rondins
sercat des clindres droits de
résaludion parfaits, Mais si la machine
est impréise, la section du randin de
bois ne sara plus un cerde mais une
ellipse. On pewt déterminer toutes les
caractérisbques de cette ellipse en
fanction du tronc d°arbre initial {sen
rayar et de I'angle que fait la lame
aver ['arhre quand elle le débite.
Un problame un peu plus complexe est
celui g 'intersection d'un cdne et d'un
plan. Cetle question se pesa 161 dans
I'histgire de Ihomame puisque dés
I"Artiquté, Apollonius de Perga a éudis
en détail la théorie des coniques.
Une canigue est Iintersection d'un
cine de rivelution (nfin o d'un plan,
Sedon "angle quiils farment, on abtient
différentes figures : des ellipses, des

I'angle sclide correspondant sera de 2 |

| on peut faire une analogie avec le

paraholes et des hyperbodes, qui ont !

{ pour caracténistique que tous bes points

d'une conigue se situent 3 égale
distance d'vn poind, appel foyer @
dume droite, appelée directrice,

ELLIFSES, PARABOLES, HYPERBOLES
Cansidérans en premier lieu le cas le
plus simple - Je plan ne coupe le cine
qu'imne seule fois, La figure oblenue est
une effipse. La particularité d'une

ellipse est que tous les paints sant tels
que la somme de leur distance 3 deux
points fives appelés foyers est
constanbe. | est donc assez facke de
tracer une ellipse sur le sol - il sulfil de
planter deux piquets - bes foyers - et
d'y attacher une corde. On frace alors
une ellipsa en tendant la corde ave: un
trogsiéme piquet, que 'on déplace
wulour des foyers, en prenant garde
que la corde soil loujours tendue, La
figure obiense estun cercle aplati qui,
a lieu d"&re caractérisé par un uniqus
rayan fait appel 4 un grand axe e un
petet awe. Laire de ellipse varie en
fonction de la position & lindinason
chis plan qui coupe le cdie,

L'aire de I'ellipse s'obtient grice 3 la
redation : A = nab. Pour s'en souvenir,

cercle, dont Iaire est 2. Nous avons
vis e ellipse est caractérisée par son
grand axe a et son petit axe b, brisant la
symiétrie du cerde, caractérisé par son
rayon R. Mais un cerdle est un o
partsulier de Pellipse, car si ke grand
axe et b petit axe ont la méms
longueur, alors ellipse devient un
cercle. Laire de 'ellipse s'obtient donc
en remplacant e rayon B multiplié par
Iusi-rrmie par be produil du grand axe et
ol petit awe, Lorsque le plan qui coups
le cfine pst paralléle & un plan tangent
au cone, on oblient une parobole.

Enifim, 5i on coupe un cine infind par un
plan, on peut abtenir une autre figure
gue l'ellipse et la parabole. Ains, i le
cdne est infina dans la direction
verticale el que e plan conssdénd est
incling ou parallée  Faxe et coups les
dew nappes du cine, alors on obtient

ume hyperbole.

Concuusion I
Les cnes et bes yfindres présentent de
nambreuses ressemblances de par leur
nalure mathématigue. Néanmoins,
lewrs différences et propriebés ont ébé
Cluclices en détail dis I'Antiquité par
Apallonius de Perga qui a élabort Iz
théarie des coniques,
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