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fd Mathématiques, Physique

Les coniques

'I.IH PEU D'HISTOIRE

Les coniques constifsent une famille
de courbes geomériques Jellipse,

| parabole, hyperbole) qui peuavent

e définies de plusieurs fagans. Les
premiers travauy significatifs sur les
consques remontent au i sitcle aw.
1-C Ces courbes ont é4i cudices
par Ménechme
en 40 av. 1AL,
Puis par
Archiméde

& avant d' e
Iress Largement
décrites par
Apollanius de
Perga, l'un des
trais grands
glomilres de Mankkguilé (avec
Euclide ef Archiméde). C'est lui qui a
systématicé les connaiksances
antérieures sur les conigues &t qui a
nommé les trois types de coniguees
priopres :

= ellipse, du grec alisipain | manquer
(& maber que le cercle est un cas
particulier d'ellipse) ;

+ parabole, du grec porebolé

{para = 4 colé, ballem = laner)

= lwperbale, du grec fuperboks
(huper = au dessus ; hallein =
lancer).

I faut noter guApollonius fut aussi
'un des fondateurs de Nastronamie
grecque qui utilisait des modeles
péométriques pour expliqueer la
théarie plandtaire. | faut ensuite
attendre be o siéde pour que les
conigues connaissent de nouveaus
développements. Les éudes sont
alors menses
dans dewx
directions :

d'ume part, qui
mit &n
dvidence les
dquations des
COmKUES el
reconnut qu'elles carstituaient des
coairbes du second degré ef, d'auire
part, avec Pascal et Desargues qui
donnérent une impubion noweelle &
la geomilne pure en inawgural
I'éude projective des coniques.
Aujourd'hai, les comiques sont
déhmies de facon analytigue par une
seule of méme quation :

Qi v G=0

On parle dlors de quadriques de
coardnnnées x, y, 1. C'est [ seule
défimition qui confienne tous les cas
partsculiers el elle 5'élend en
dimersion supénieens aux
quadriques et hyperquadriguss
(parabolaide, hyparbaloida,
ellipsoide qui sont en quelgue sorle
des paraboles, hypesboles el ellipses
en brois dimensions), Au deld de
I'asped mathématique, on renconire
souvent les conigues dans notre wie
guotidienne, Les conigues oné

& Chimie

| passaanné les mathématiciens grecs

| die I'Andiquité et on en frouve de

| nombrews westiges dans notre

| patrimuine : les arenes de Nime,

| dant 2 forme est elliptique, e le

| plafond elliptique de l'abbaye de la

| Chatse de Dieu en Haute Loira par

| exzmple. Les conigues intersiennent
beaucoup dans les problmes de
eomeélie pure el en mEcaniue,
Elles oot &té d'une grande utfing
dans de nambrews travauy
scientifiques (en astronomie par
exemple avec le caloul des orbiles
des planétes par Keples) et leurs
proprites sont largement ufilisées
&n sciences et bechniques (forme
paraboligue des antarnes TV, minair
parabolique en cptique).

| dl'mnque en fait frois typas de

| consques ; les coniques propres

| ellipse, hyperbole, parabole), les
conipues partiellement dégdnendes

| feescle et hyperbele équilaténs) et
les coniques tofalement dégénéndes
[droite ou point).
* Lies ponigues propres sont
ablenues lorsgue ke plan n'est pas
perpendiculaire  I'axe du cine =t ne
passe pas par son seemmet. 1 faut
alors consdérer I'angle dinclinaison
de o plan par rapport a laxe du
cine ;
- si langle dinclinzison du plar est
épal & I'angle dorveriure du céine,
an obtient une parabole
- si I'angle d'inclinason du plan est
supeérieur 4 Ianghe doweerture du

DEFINITIONS
MATHEMATIOUES

Historiguermenl, les conigues sonl
définies & 'aide d'un chne, Il est
dane intéressant de rappeler
brigsemant quun cine est une
surface difinie par une droite,
appeles generalrice, passanl par un
point fixe 5 (sormmel dis cone) e un
point M décrivant une courbe plans,
appelée courbs direcirice. Dars le
cadre de 'stude des conkques, on
s'imieresse plus pariculierement au
cfime de révolution pour lequel L
corhe directrice est un cercle de
cenire 0 s dans le plan
perpendiculaine a 50, Ce cdne est
appele cone de résolution car il pa
Elre géndre simplement par ka
ratation d'une droite 2utaur d'un
axe auquel appartient le point 5 5
la draite pénératrice Fait un angle &
et Pawe de rotation, on montre
facikement que I'éguation du <one
5ot ;

¥+ Y = Fitandy

Dinwmos ciomiTRIguL

DES CONMUES

La premiére défindtion des caniques
a é&té donnés par les Grecs © « Une

| conique est ume courbe plane

chifierne por Pintersection s"un plon
VR 1T CIE de rvaation o deiy
nappes x Fn foncion de
I"arientation relative de ces deux
obets peométrigues, linersection
du plan aved be cioe pourra élre

= un cerche, lorsque le plan est
perpendicidaire & 'axe du oiing,

= une ediipse, lorsque le plan est
indmé par rapport a Iaxe du cane o
e coupe quiune seule des nappes
du cine,

= unie hyparbale lorsque ke plan est
indmé au parallée a l'axe et coupe
les e nappes du cine,

= une parabaole lorsque le plan est
paralléle a un plan fangent au cine.
Il eniste des cas particufiers et ces
ditinitions historigues, données par
les Grecs, peueend #re pricisses, On

cine, ca oblient une ellipse
- si l'angle dinclinzison du plar est
inférieur a angle d'nuverture du
cone, on ablient une hyperbole.
= Lies ponigues parlicllement
dégdndries
- dans e cas particulier o le plan
est perpendiculaire a I'awe du cine
el non confondu avec son sommet,
an ehtient un oerde ;
- lorsque Findinaisen du plan est
infitrieure de 45 ° par rappor 4
I'angle d'mmerture du cidne, an
abdient une hyperbale quilatére
{hyperbale dexcentricibé égale a 2
e doal les aspmplates sent
perpendiculaires),
= Les coniques fofzlement
dégénérdes ;
0n parle de conkgues complétement
digenirées lorsgue ke plan conlicnt
le sammet du ctme. Dn distingue
trais cas
- le plan contient le sommet du cine
et san indinaison est mbérieure &
Fangle dounverture du cine ; on
| oibtient alors des draites sécantes ;

- e plan contient le sommet du cine
| &t san indinaison est confondue
| e Pangle d'ouverture du cone :
| on abtient alors une seuke drote ;

- le plan contient le sommet du cine

et son mclinaton est supéricure 3
Fangle d'ouverture du cine :
Tintersadion se réduit alors & un
maint.

lh_rﬁlulul.l.l5|||TIEIH DES SECTIONS DOMPMUES

Pour wisualiser el comprendre le
principe des seclions conigues, il
suffit de réaliser dans la pénombee

une expérience simple 3 zide dune

lampe et d'un abat-jour. La lampe
munie de son abal-pur permed de
e un cone de lumigre que Fon
peut prajeter sur un mur. Celui-ci
sert alors de plan de coupe pour |e
cone lumineus. 5i toutes les
génératrices du cdne interceptent le
i, on visualise une ellipse el dans

i H est be projeté du point M sur la
droite 0, dfinil une conigue
dexcentricité e, de fover F el de

| droite directrice [,
MF mesure |a distance du poirt M
au paint F ; c'est la dédinition
munofocale de b conigue.
La courbe oblenwe dipend de la

| vatlewr de 'sxcentricité e :

| -sig s ellipse ;

| -sie=1:parabale ;

| -si g1 : hyperbole.

| La drodte A perpendiculaire & la

| directrice [ el passant par Fest un
awe de symiétrie pour |3 conique ;
et l'awe focal de b conique.

| Remarguons également gueliipses

| et hyperboles possadent un centre

| e syrmrie : on les appelle donc

I cas particulier oo Faxe du céne est | conigques & centre &L on peut en

perpencirulaire A mur, on obtient
un cerche, 5i Fune des pénératrices
est parallele au mur le cine de
lumiére se projette alors en une
parabole, Enfin, si des génératrices
ne rencontrent pas le mar, de sore
qu'un deuxiéme cine de lumigre
intercepte aussi le mur, les deux
cines de lumiére permetient de
isuiier une hyperbole.

DEAKITION PROFECTIVE
| OU MOKDFICALE

| On peut donner une défmition

| glormdélrique modermne des coniguees
(@ partir des
travaux de

des

considene alars une droite [ du
plan, un point F n'appartenant pas &
cette drote et un nombre réel e
stnicternent posiif. Lersemble des

| donner une seconde définitinn
péométrique dite définition bitocale.

| PrEMIERE MisE £M EQuaTiON
A partir de cette premiere définition
mathématique on peut propaser uns
premiére mise en équation des
coniques. || peut &re intéressant de
maonlrer comment o peul expliciter
de fagon anatylique la dédfinition
éométrique des caniques, On s
place pour rela dans le repére
arthonarmé particulier de centre F et
admetbant pour axe des abscsses
Fawme perpendiculaice & la droite D
{zme focal). On node alors d la
distance de F & D 5i (x, y) sont |es
coordonnées du paint M tel que
MFMH = e, on pewl écrire dans o

| repére particulier -
MF = x4y
MH =1d-x|

fraité projectit | et donc :

[ (MFIMHE = ¢ = (o) fix-d)?

conigquesy, 0n | ce qui donne

wiy! = et e - Jdety
en posant p=e.d (p : paramétre de
la conique), on obtent :
(et vyt dpenp? =0

poants M du plan tels que  MEMH=e | 50 <e<1 on a une ellipse.
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[ Exemples de sections conigues
|
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Il 525t intéressé
en particular
a l'etude de la

parabole,




- @ un axe particulier. Pour cela,
. orthonarmé de entre F F, 1, A) odr

- F{r=FMT et 0 estPangle que
. fait ba droite (M) avec un axe de
. référence passant par F. On note i,

| et MH=rje
| e gud pennel d'éerine :

- foi p=e.d est le paramétre de la
+ canique}. Remarquars qu'il n'exste pas
* da défmitien du cerde par fayer et par

. 0, Tellipse se rapproche d'un cerde de
. cenire F et de rayon

! Jusgu prisent on @ considird que F

| mapperienail pas 2 la droile D en est
- dans le cas des canigues propres,

| Lorsque F appartient effectivernent a ka
| draite D, on ezt alors dans |e cas des

| AMSRE = MHA

Sie=1 on a ume parabaole.

Sie> | on aune hyperboke,

Cefle expression n'est pas b seule
Eequation décrvant e conique. On
peut égalerment danner une quation
priaire, c'est-3-dire une quation
doanant la distance MF en

fanction de I'angle 8 que fait MF

placens nows dans un repére

mesure |2 distence du point M au foyer

I'angle que fait I'axe focal avec axe de

rédierence. d étant boujours lx dislance
de F 4 la droile
directrice 1, i
éfant ke point

« d'intersection de
la droite Fil awec

o a droite

permed d'éerire ©

0 a par aillewrs
AM = AF-MF = AF-r
AF = d/cos(H-Hy)

AMRE = MH
(AF-r)/AF = MH/d

1 - 1/AF = rfed

1- {r.ocos(A-By)d) = ried
el donre Rnaement -

1 =i e as{i-iy)

directrice. On peul cependant
Ternarguer que sip=r e s e bend vers

| canigues dégénéréas, |

DEFINITION COMME [NSEMDLE DE POINTS
[BI-FLALE)

News avens déja remarqué qu'ellipse et |
hyperbole possédent un centre ce
symélrie (contrairemiend @ Ja parabobe).
Ceeei permet de donner une seconde
définition, appelée définition bifocale
de |'ellips et de I'hyperbole : clest
I'ensemible dis points M du plan gui
sonl centre dun cerde C passanl par
urt point donné F el tangent & w aulre
rercle C' de centre ', O est e cercle
directeur de rayon 33, et FF=2c

Par hypothise 2c « 20 (F & )

Selom gue c<a ou C=a, on a
respecivement une ellipse ou ure
hyperhole,

= c<a, alars F est intérieur au cercle
directeur C et la courbe est le liew des
points B Lol gue :

MF + MF' = 2a (ellipse),

= o=, alars F est extérieur au cercle O
et la courbe est |z lieu des paints M tal
que

IMF-MF'1= 2a (hyperbole).
I'hyperbele obtenue est composée de
deux partias convexes et conmexes ©
MF - MF = 2a

MF' - MF = 2a

4 esl appelé demi-grand ae
respectivement de I'elfipse ou de
I'yperbole.

Délinition bifocate de Fellipse -

M Fp s = MgF+MGE, =23
Déhimition befocale de Phyperbole :

| My - MiFy I=1 MF, - MiFy 1=2a

Le mathématicen belge Germinal
PFierre Dandetin (s sitcle) a dimomtré
I'quviabence endre bes deux délinitiors
métrigues des consques (3 partic des
foyers et de 'excentricité) et beur
définition géametrique 3 partir de
l'inlersection &un plan avec mm odne
{Ihéarime de Dandeln). Les
développements mathématiques de
cette démonstration seraient un peu
lonigs & abarder ici et on se contente da
mentanner |'existence de celte relstion
entre les différentes définitions des
COnIgUEs.

DEFINITION ANALYTIQUE

Uiz dédinition plus « modeme « des
conigues pewl ére donnée 4 partr
d'une approche anayliges, Cetle
définition est trés utile pussgu’elie
permet de faire faclement des calouls
sur les coordonnées (x, y) du point M
appartenant 4 une conigue si on
coniail les carscénistigues de celle-c
Cette défindtion exprime le fait qu'ime
canigue &5t e courks algébrique du
deuxiéme degré, Cest-i-dire que les
coordonnées carlésiermes x el y des
poinls appartenant a s consgue seal
salitions d'une dquation pobynamiale
du seconde degré :
axtbayrcyrdaseysf-0

Au mons un des trois oeflicents a, b
€ et mon nul e Pexpression de
I'éqquation dépend du repére utilisé, On
parle d'équation réduite lorsque le
repére chnisit permet d"obtenir la
torme la plus smple di I'éguation.
Cette définition englobe tous les Gas de
déspénérescence ef permet d'aflinmes
que bes conigques sont les sedions

planes de quadriques.

iqu.um CARTESIENMES REDUITES

[vans un repére arthonarmé darigine 0
(miliew de FFY) et admettant I'aee focal
FF" comme axe des abscisses et |'axe
nan focal comeme axe des ordanndes,
les dquation réduites des ellipses o des
Iyperbobes prennent bes formes

[T

Ellipse

b v (b = 1

En posant c=+{a-b) ona TP =3cel
e=gfa

La droite directrice [ a pour équation
x=ac

Motons que lorsque & = 1 on obtient
I'équation du cerde de centre O ef de
rayen B =a=h x4y =R

On peut dgalement donner une
représentation paramétrique de Vellipse
en foncton de Fangle 0 que fat la

| droite OM aves Fae des ahscisses

x=a.cos

y = bsinf

BE[D; 2a]

Dans le cas oa a=b=H on a bien la
reprdsentation paramétrique du cerde

| de centra () et de rayon B -

x=RecosA
y = Rsinf
@=[0; 2af

Hyperbale

{efad) - () =21

On a 55' = 2a el comme dans le cas de
Fellipse FF'=2c, e =¢f & et la drodte
directrice [} a pour équation ¥ = a'/c
Les asymptotes (c'est-3-dire les droites

wers lesquelles les deus branches de la
consrhe tendent & Vindind) ont paowur
équation y = (bfaj et y =-(b/ajx
Lorsque a = b (soit e =2 ) Fhyperbode
st dite équilatire, Cest-d-dine que les
asyrnplobes sonl perpendiculaines.

On peut égdlement donner une
représentatian paramétrique de
I'hyperbaole -

x=a.chh

y = bushi

=

Parabale

Dans le cas de la parabale I'équation
riduite de b comigue est oblenue dans
le repére dorigine 5 (sommet de [a
parabale) et admettant I'axe focal
comme axve des abscsses,

Léguation de la parabole 5"écrit alors :
yisp

O p est le paramétre de la parabole ¢
Fa pour coordonnées {p/2; 0

La droite directrice [ a pour équation
x=-pf2

Natons que si axe focal est pris
womme axe des ordonnies, ['equation
dela parabole s'doit alors | x=Zpy

T a pour cosrdonnées {0 p/7) et la
draite directrice D a pour équation
y=-fL

Les conigues présenlent de
nombrewses proprietés remarguabdes
qui permettent notamment de
construire paint & paint les différentes
cowrbes. Bien que tris inbéressantes, il
serail long el Taslidieus de fare le lour
dee oukes 0es propriclis, Arrdlens-nous
| ceperdant sur un théaréme impartant
| et sur quelques propridtés des
fangentes.

Tuiorisr pf PASCAL
51 on prend six poants S une comidie
{décompasde ou non), gue 'on note A
B, C A, B et C' ct que l'on note F
lintersection de BC el OB, G
Fmtersection de CA" & AC, 1
Fintersection de AR" et BA, alors les
paints F, G, H sont alignés. Cet
important résultat projectif est connu
soas be nom de Théoréme de Pascal. 1l
permned de construire poisd par pont la
comicise passant par dng paints dannés
|ABCAetB.

| TANGENTE

| Tamgente & une parabole

En chague point M dune parabole il
existe une drodte tangente. Celle-ci est
la bissectrice de I'angle formé par MF et
I parallitle & axe. La Langente
inlergeple 'axe focal en un point 1.5 H'
est be projeté arthoganal de M sur laxe
focal, alors le sommet 5 de la parabale
est be miliey du segment.

lllustration du theoréme de Pascal

L brais paints
d'intersection sont
alignés. La draite que
forrne cel alignement
=t appelés drede de
Pascal,

Tamgente & une comique & centre
{eNipse, hyperbole)

Fn chague paint M dune conique &
ceqire il existe une tangente. Celle-o ast
la bessectrice da I'angle peometrigue
FMF' (bissectrice extérivure dans b cas
de Pellipse, bissectrice mtérieure dans
le cas de Fhyperhode), On ne peut
mener dewx tangentes distinctes & la
comique (MT et MT") qu'a partir d'un
point M exténieur 3 fa courbe e déhini
par b relation MF=eMH

Sur ba conigue elle-mime (MF=eMH],
il v & une tangente unigue. Pour un
point M imtérieur i la courbe
(MF<e.MH) on ne peut pas mener de
Largente. Uhyperbobe possisde en plus
quelgues progrides particulieres
cause de wes aymptates, Nous
n'aborderans pas ici touws les
développements relatds auwe
asymploles, ce gqui pous aménerail

Lrajectoire paraboligue, Pour s'en
comyaincre il suffit de réspadre
I"équation classique de la cindmatique
au temps ¢ appliqué a un corps de
masse m, suumis 4 e pesanteur
(zectlération gh el lancé aved une
vitesse initiale vy = v B ey

L& somme des forces (id e poids mg
du & |2 pesanteur) ausquellas ast
saumis ke corps est égale a son
gecilération maltiplice par sa masse. En
s placant dans un repére erthoncemé
(%, %, 70, an peut dcrire

mge. = midvrdr)

dwfdt =0

dizfdt =g

el = vy,
| drfdt = gi-b g,

| xit) = vl (1)
|2t = (g2l b2 2)

dans des développerments un peu longs |

et parfais 1 peu ardus. Notans
néanmoins que I'angle des asymplotes,
noié 2z, est défini par la relation

cos 2= e, Les asymplobes sunl des
Langentes trés particulitres (Langenle 4
Firifimi) &1 cosmmie noas avnns v
précédemment, dans le cas de
I'hyperbale éguilatére les asymptates
sunl orthogonales,

EXEMPLE D'APPLICATION
DES CONIQUES

Les conigues ne seab pas que des
: ohjets mathématiues, mais alles
| trauvent ézalement das applications
| dans des domaines trés ditférents - en
miécanigue [onémalique du point par
eemple), en opfique, en asronomis
(moisement des planées), en
électronigue (courbe de Lissajous
observe a 'oscilloscope). On trouve des
appications dans [ vie de tous les
jours, En oplique par exemple, un
rayon lurmineus Emis par une source
lumineuse située au foyer d'une
parabole es réflécha par celle-a
parallifement & son axe facale : cesl le
principe du phare de veiture, Le frajet
inverse de la lumiére est lui a la base
du fowr solaire - les rayons lumineux
prosenant du soled, oL ayant une
direction parallele & 'axe focale d'un
mirir parabpdique, sont foralisés en un
saul point (le foyer de la parabole).
L'énergie solaire peut ainsi &re
concentré en un seul poinl el permetire
de chauffer ke faur. Cete propridté de
focalisation peut aussi 8tre mise & profit
dans e domaine des ondes radar pour
réaliser les antennes paraboliques de
Lekvision. Lo cnémaliquee (ude des
mitvernents dun paint seumis 4 un
chamgp de force), la chute d'un corps,
lancé avec une vitesse indiale nan
perpendiculaire su sol, démt une

| 5i an substitue t dans équatian (1) en
| utilisant I'équation (2}, on abdient
I"équatiaon suivante qui est bien celle
d'une parabole :

B2y = (R EN g Iy

Les propriétés de Pellipse peuvent
Egalement &re ufilisées de facon
judicieuse. Ainsi, un signal (lumineus,
aeouslique) Bris par une souroe se
sifuant au foyer d'une elipse est
réfléchi A 'autre foyer. Cest e principe
du confessionnal pour Léprews que lon
trouve & I'Abbaye de la Chaise de Dicu
e Haute-Loare of dant e plalond est
elliptique. L se placant aux fayers de
I'ellipse, deux personnes suffisamment
Eloignées pauvent carmeerser aisément
en murmurant laut en conserant leur
indirmits: {cles personnes placées en
d'Aures pOints re pourront pas
ertendre leur convessation), En se
réfléchissant sur le plafond de farme
ellipligue, les ondes sonones se
propagent d'un loyes & Fautre,

I'ellipse intzrvient agalemant en
astronomie. Tout point attiré par un
autre paint F suivant la loi de Mewtan
déerif une conigue de fover F Les
planetes onl ains un mouverent
rerindinue ddmrivant des ellipses
(I'ellipza tant [a seule conigqus a &tre
barneée cest-a-dire dicrivant une
vaurks: fermee) © ce sont les lois de
Nepler découlant
de I'nheervation
du mouwvement
s astres o
dornant une
desoription
dnématigue de
leur meavernent.
Kapler, qui a
nanré ses den
premibres lois en 1608, indiqua
natamment que chague planéte décrit,
dans le sens direct, une ellipse dont le
soleil ocoupe Fun des Fepers,

MBS B EDITENS ATLAS - E2vikiodnia = Memo-Fiches = - Ma cel Slevandu séoareal.



