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Chapitre 5

Courbes paramétrées

5.1 Introduction

Les limitations des fonctions

Lorsqu’on désire dessiner des courbes dans le plan, on a envie d’avoir la possibilité de
dessiner des courbes qui ne respectent pas le test de la droite verticale cher aux fonctions.
C’est-a-dire, une courbe qui peut couper une droite verticale plusieurs fois (ce qu’une
fonction ne doit jamais faire).

Par exemple, le cercle trigonométrique ne peut pas étre décrit comme étant le graphe

d’une fonction. On aurait besoin de deux fonctions au minimum.

Yy Y
h A

f(x) =1 — 22 f(x) = =1 — =2

avec z € [—1,1]
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Courbes paramétrées

On sait que le cercle trigonométrique est en-
semble des points du plan qui se trouvent
a distance 1 de D'origine du plan. On sait
aussi qu'un point du cercle a les coordonnées
el 1) af i a2
(cos(t);sin(L)). t=21

Ainsi pour dessiner le cercle trigonométrique,
on dessine les points (cos(t);sin(t)) en faisant £=0

varier t dans [0,27[. On obtient une fonction > T
f dont la variable ¢ vil dans le domaine de
définition [0, 27[ et dont le domaine d’arrivée t=74 t=
est le plan R? (le domaine image est le cercle
trigonométrique). =

f 10,27 — R?; t — (cos(t);sin(t))

Définitions
On considére deux fonctions réelles

z:D, R
et [ (@(t);u@)

y:Dy, =R
La fonction ci-dessous est appelée fonction pa-

ramétrée. Son domaine de définition est évi-
demment Dy = D, N D,.

fiDp = R% e (x(t);y(t))

La courbe paramétrée associée est 1’ensemble
des points du plan suivant.

¢; = {(@(t);y(t)) : t € Dy}

Cas particuliers
1. Les droites sont des courbes paramétrées.

Une droite est une courbe paramétrée dont les fonctions x et y sont données par
les équations paramétriques de cette droite.

r = $0+Adl f ‘R — R? . Z,C'(t) = .'IJU—i‘td]_
d: AeER e
{?f = yot+Ady’ " © toe (2t);yt) ° L y(t) = yo+ tde

2. Les fonctions réelles sont des courbes paramétrées.

Soit f : D — R une fonction réelle (c’est-a-dire D, A C R). Alors f cst aussi une
fonction paramétrée.

f:D—>R f:D— R? \{:E:(t) t

e fl@) Tt e @) O\ ul) = £
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Exemples de courbes paramétrées

Astroide Folium de Descartes
. 2
{(cos®(t);sin’(t)) € [0, 27[ } {(—f_%—,, £e2) it e R\ {-1}}
Y Y

A
N

> I > I
1
Cycloide Une courbe de Lissajou
{(t + cos(t);1 —sin(t)) : t € R} {(sin(7t + Z);sin(8¢)) : L € R}
Y
A
4
\/r’_‘(\//ﬁ’ i ) i
—4 =2 2 4
BE
—4
Courbe de la page 299 Courbe de la page 300

244 24 i n(t 4 e
{5 -t e RA{-1,0,1}} | {(PH2 51 1 ¢ €12, +oo[ \ {0}

Y
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5.2 Asymptotes obliques et verticales

Asymptotes verticales
On constate I'existence d’une asymptote verticale d’équation z = z¢ lorsqu’il existe

to € RU {£oo} tel que?

limz(t) =2 et limy(t) =+oo

t—tp t—tp

Asymptotes horizontales

On constate l'existence d’une asymptote horizontale d’équation y = ¥, lorsqu’il existe
to € RU {£o0} tel quel

im z(t) = + ot lim =1
im z(t) = +oo et limy(t) =y

Asymptotes obliques

On constate que si la courbe paramétrée admet une asymptote oblique, alors il existe
to € RU {400} tel que!

Ii i = i )=+
lim z(t) = +oo et f]igi y(t) 00

Attention : il est possible qu'’il existe un tel £y sans que la courbe admette une asymptote

oblique.

Théoréme Si la fonction f admet une asymptote oblique d’équation d(z) = mz + h,
alors

o () 5 .
m = ng{; o0 et |h= f,hﬁﬁ (y(t) — ma(t))

Exemple

La courbe paramétrée ci-contre est décrite
par la fonction paramétrée suivante.

f: R\{-1,0,1} — R?
: it O B
t (Lt(:_-fj) , t?.[it—t)

On a

1. une asymptote horizontale en ¢t = —1. 5
Son équation est y = 3,

2. une asymptote oblique en t = 0. Son
équation est y = —ux. ”

3. une asymptote verticale en ¢ = 1. Son

équation est o = %,

1. On utilise la vision d’Alexandrov de la droite réelle
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5.3 Pente en un point et points particuliers

La pente de la tangente & une courbe paramétrée en un point

Jomme pour la dérivée, on calcule la pente moyenne entre les points correspondant a ¢
et a1+ Al et on fait tendre At vers 0.

Notons m(t) la pente de la tangente & la courbe paramétrée C en t. On a

.yt + At —y(t) .yt + At) —y(2) At
= 1] = 1 .
W) = G AD T sl) A At o(t + AL) — ()
Lyt A -yt At ot 1
= Jfm = A rran—zw ~ Y9 7w
Donc m(t) y'(t)
0

Point & tangente horizontale

Un point de la courbe (z(g),y(%o)) est & tangente horizontale si a'(tg) # 0 et ¥/(tp) = 0.

Point a tangente verticale

Un point de la courbe (z(ty),y(to)) est & tangente verticale si a'(ty) = 0 et ¥/ (t) # 0.

Point singulier
Un point de la courbe (z(to), y(to)) est appelé point singulier si 2'(ty) = 0 et ' (ty) = 0.

Important : il faut toujours calculer hr? m(t) pour un point singulier afin de pouvoir le
dessiner correctement. o

Exemple

La courbe paramétrée ci-contre est décrite
par la fonction paramétrée suivante.

[ ]-2,400[\ {0} — R?

;o (m{f—v—Z)H-l 2 1)
On a
1. un point singulier en ¢ = —1. Ce point x
est (—1,—2). On a iFlim1 m(t) = B. 2
e —

2. un point non singulier & tangente ho-
rizontale lorsque ¢ = 1. Ce point est
(In(3) + 1;2).

3. un point non singulier & tangente verti-
cale en t = 2. Ce point est (In(4)+

272)
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5.4 Etude de fonction paramétrique

Marche a suivre

Etudions la fonction f: D — R?: t— (Hti—?); "T_t)
1. Calcul des limites au bord du domaine de définition et des asymptotes
Le domaine de définition est D = D, N D,,. Iei D =R\ {-2,0}.
(a) Pour t — —o0, on a une asymptote verticale d’équation = = 0.
(b) Pour t — —2, on a unec asymptote horizontale d’équation y = —%
(c) Pour t — 0, on a une asymptote oblique d’équation y = 2z — %

(d) Pour t — +o0, on a (z(t),y(t)) — (0,0). Il y a un trou en (0;0).
2. Dérivées et tableau de variation

On factorise les dérivées z'(t) et ¥'(t) pour le tableau de variation.
2(t) = —2(t+1) —(t+1) y@) _ (t+2)?
£2(t + 2)2 t2et z'(t) 2et
Contrairement aux études de fonctions, ici on fait le tableau de signes uniquement
pour les dérivées. On remplit le reste en se basant sur le point 1.

et y(t)= donc  m(t) =

[ ¢t [-oof 1-2] [ -t ] [0/ [+o0]

z'(t) 0 oL o ] ok 0 - | % — 10
Y (t) +oo | + + + 0 - 4 - 0
x(t) 0 — |+oo | — —1 — |doo| <« | O
y(t) too| + |2 1 —e } [Foo| | | O |

compor- . point

tement AV.| » |AH.| ~ ding: v |AO.| « | trou

3. Points particuliers
Les points particuliers sont :
(a) Pour ¢ = —1, on a le point singulier (—1; —¢). On a flim] m(t) = £.
f —

(b) Pour ¢ % 400, on a le point singulier (0;0). On a tlim m(t) = 0.
oo

4. Graphe y
h
2 t €10, loo]

> T




