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Chapitre 16

Démonstration de la régle de I’'Hospital

Théoréme de Cauchy

Soit a et b deux nombres réels tels que a < b. On considére deux fonctions dérivables
J :[a,b] =& R et g : [a,b] = R. On suppose de plus que g(b) — g(a) # 0 et que g ne
g’annule pas sur |a, b|.

Alors, il existe (au moins) un nombre £ tel que

90 —g(a) ~ 9

Remarque

Ce n’est pas une application directe du théoréme des accroissements finis car méme si on
peut transformer le terme de gauche de la maniére suivante,

0= sty _ 2

g(b) — g(a) ~ 2®=s(@

on ne peut pas en déduire le théoréme de Cauchy puisqu’on aurait & priori pas le méme
¢ comme argument de [’ et de ¢'.

Régle de ’Hospital (premiére partie)
On suppose qu’il existe un voisinage V de a € R et deux fonctions f et g telles que
1. f et g sont dérivables sur V' \ {a}.
2. g ct g’ ne s'anmulent pas sur V' \ {a}.
3. lim f(z) =0 et lim g(z) = 0.
Fril L=k

De plus, on suppose que la limite lim j,{ﬂ existe. Alors, on a : |lim ﬂ:t:.’} = lim ff(;r_]
L r; (;1'} ) H(I'J} L—+ -r; (“'j

Remarques

1. La preuve de cette régle nécessite la connaissance du théoréme de Cauchy.

2. La régle de I'Hospital fonctionne aussi lorsqu’on remplace a par +oco ou —oo. La
preuve reste rigourcusement la méme. Ce sont les voisinages qui changent.
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Preuve du théoréme de Cauchy

La preuve est trés similaire, il suffit de contempler la fonction

F(x) = (9(b) - 9(a)) (f(b) — £(2)) — (9(b) — 9(2)) (£(b) — f(a))

Pour mieux visualiser cette fonction, on peut aussi ’écrire comme un déterminant

) = J®)— f(z) f(b)— [(a)
i g(b) —g(z) g(b) — g(a)

Cette fonction est dérivable sur [a, b] et on a F(b) = F(a) = 0.
Par le théoréme de Rolle (appliqué & la fonction F'), il existe un nombre £ entre a et b
tel que

F(€) =0
Or, en dérivant I, on trouve
F'(z) = —(g(b) — g(a)) f'(z) + ¢'(z)(f(b) — f(a))
Donc
0=F'(g) = —(g(b) — g(a))f'(€) + ' () (f(b) — f(a))

Par conséquent,

(9(b) — 9(a))S'(€) = ¢'(E)(f(b) — f(a))

/') _ J(b) — f(a)
g€  g() —g(a) n

Et ainsi

Preuve de la premiére partie de la régle de I’Hospital

Le théoréme de Cauchy dit que pour tout z et y dans V' \ {a} tels que® g(x) — g(y) # 0,
il existe &, , entre z et y tel que

@)~ @) _ [ (s

9(x) —9(y)  9'(&y)

Si on fait tendre y vers a, on obtient par 'hypothése 3, que

@) o S = fl) . (Ge)

It lim —=>=%

g(z)  veglz) —gly)  vrag'(Coy)

Si on fait ensuite tendre x vers a, on obtient

lim J(2) = lim [y) im f(z)

Tta H[;r} Y -ha If;’l[fﬂ,_:w} i T r;"l[._{ll

L’opération ¥% est extrémement délicate, car bien que &, (qui se trouve entre z et y) se
rapproche de a lorsque z et y tendent vers a, il se pourrait que limg o f'(€2y)/9'(€2y)
existe alors que lim,_,, f'(z)/g'(x) n’existe pas (voir 'exemple qui suit). C’est pour cela
que l'on a supposé que cette dernicre existe, car dans ce cas on peut montrer (mais il
faut utiliser des outils mathématiques bien plus fins) que l'on a bien I'égalité %. [

1. Cette condition ne pose pas de probléme : d’abord on choisit z, puis y dans un sous-voisinage V;
de V tel que |z| < |z| pour tout z € V. C’est possible puisque lim, , g(z) = 0.
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Avantage de cette version par rapport a la version light

On peut utiliser cette régle dans bien plus de cas, puisqu’ici les fonctions f et g peuvent
trés bien ne pas étre définies en a, contrairement a la version light. La limite ci-dessous
en est un exemple. On montre plus loin que lim, ;o2 In(z) = 0.

zIn(z) Hospital ;. In(z) +1

La régle de I’hospital nous montre que lim =" lim —— = -0
x50 sin(x) 20  cos(r)

Un cas ou la régle de ’Hospital n’est pas applicable

. [(z) z?sin (3)
On se propose de calculer la limite : lim —= = lim ——%~,
z—+0 g(ﬁf) .z:—&D &

Le lecteur attentif aura tout de suite remarqué que cette limite est calculable facilement.

2 1
lile(”‘")—hmr%m( )—0

z—+0 i z0
Par contre la régle de I’'Hospital ne s’applique pas pour cette fonction car la limite suivante
n’existe pas.
7 fa = 1 1
T . 2zsin(=) —cos =
fi(@) _ o, 2esin () — cos (5)

=0 g'(x) 20 1

En effet, la fonction cos ( ) n’admet aucune limite, puisqu’en se rapprochant de 0 elle va
osciller vertlcalement entre —1 et 1 une infinité de fois...

Pour mieux se rendre compte de ce qu’il se passe dans cet exemple, voici les graphes des

f=) f'(x)
fonctions i ct TG
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En regardant le passage délicat de la preuve Y% suivant.

. f(x) ['(&y) %
ll—lﬁ, q :g) a:l;r?ﬂa, g (f’ry) o :Ll—]I}}L q (rf:)

f’(Em-ﬂ’) goit nulle, comme
q (Ewy) f

celle de la fonction de gauche. Cette limite forme une sous-suite de la suite (généralisée)
de droite qui admet, en termes techniques, une infinité de valeurs d’adhérence entre —1
ct 1, mais qui ne converge pas.

On se rend compte que les &, , sont tels que la limite lim,,, ,,
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Régle de 'Hospital (deuxiéme partie)
On suppose qu’il existe un voisinage V de a (a € R ou a € {—o0, +00}) et deux fonctions
f et g telles que

1. [ et g sont dérivables sur V' \ {a}.

2. [' et ¢’ ne s'annulent pas sur V' \ {a}.

3. lim f(z) = o0 et lim g(z) = +oc.

L T

De plus, on suppose que :

o (@)
5 9(a)

f
; 5 3 : iy .
existe et appartient & R\ {0} lim I(z) existe

aa g'(z)

@ _ . [

Alors, on a ;| lim —=~ =
O ) T2 )

Preuve
On se raméne & la premiére partie de la régle de I’'Hospital.

Précisons que puisque lim f(z) = + o0 et lim g(z) = + oo, on peut prendre un voisinage
T-ra T—a

suffisamment petit pour que ni f, ni g ne s’annulent sur ce voisinage.
On peut donc écrire sans arriére pensée 1'égalité suivante.

1

Iim /(@) = lim quy) 1 lim——=0¢ct lim i =10

T—r (T) T—ra f(:r) E—ra f( ) r—ra g('}"‘)

Ici, on se retrouve avee les hypothéses de la premiére partic de la régle de 'Hospital. On
peut donc 'appliquer.

1 1 ’ 4
; 9(@) Hospi —gr I\ * ile
lim /() = lim g&J Fomttal 1y _—g(l,)z ,r( ) = lim f(x)z '——g.,(?n)
il _(}(flf) o flz) 2 T @2 f (LB) ) Q(SC) j (SC)

On a supposé que les limites existent, on peut donc écrire

lim 15 _ (hm f(fc)) p 6()

z—a g(x) z+a g(z) z—+a (1)

On remarque une simplification, puisque le terme de gauche est non nul. On a ainsi

@ . g
@) e )

Donc
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Reégle de ’'Hospital (troisiéme et derniére partie)
On suppose qu’il existe un voisinage V de a (@ € R ou a € {—oc, +00}) et deux fonctions
f et g telles que
1. [ et g sont dérivables sur V' \ {a}.
2. f' et ¢’ ne s’annulent pas sur V' \ {a}.
3. Jim f(x) =400 et lim glz) = £ o0
T—a T—ra
De plus, on suppose que les limites suivantes existent.
!
LG ()
za g(x) z—a g'(x)
G

!
Alors, on a : —< = lin f (z)
1—m. ( ) a:—m g (T)

Preuve

Un des deux seuls cas n’ayant pas été démontré dans la deuxiéme partie est celui ot

. [(=)
::'.!:_1>Cl q(u{‘)

= 0 (donc existe)

Dans ce cas, on va éviter le probléme en ajoutant 1. On a

1@, [ + o)
35 il—m g(x) T—a g(x)
On constate que
U@t . S @)
m—m g(aﬂ.) a]:] ra g'(x)  za ( ) L exish

Grace a cette astuce, on est dans les hypothéses de la deuxiéme partie de la régle de
’'Hospital (en prenant la fonction f(x) + g(x) a la place de la fonction f). On a ainsi

im fle) . = limn 7}‘(@ +9(z) = lim M = lim /(z)
i_}a’ Q(T) 4 1= }: o _(}(il?) :;lc—m. . gf(j“) i—m g-’($)

Done

i F@ o f()

—0
g2 g Y

flz)
glz)

0 (en échangeant les roles de f et de g)

Il faudrait encore regarder le cas on la limite lim, ,, = 4 oo, mais cela ne pose pas

de probléme, car dans ce cas, on a lim, ., ?Eﬂ =

et on conclut grace a ce qu’on vient de faire.



