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Chapitre 14

Dérivation

14.1 La dérivée en un point d’une fonction

De la vitesse instantanée en physique. ..

Lorsqu’on désire calculer la vitesse instantanée d’un objet, on calcule la vitesse moyenne
de cet objet entre deux instants de plus en plus proche. :

y position [km]

45
A
35
0.
25

20

x temps [h]

e

Sur le dessin ci-dessus, la position de 'objet est donnée par la fonction f(z) = z2.

La vitesse moyenne entre 2 heures et 7 heures est indiquée par la pente de la sécante
passant par les deux points (2;4) et (7;49). Cette pente vaut % = 9, ce qui donne une
vitesse moyenne de 9 km /h.

Rappelons que la vitesse moyenne (ou pente de la sécante) est calculée ainsi

variation de la position [km|  déplacement vertical 49—-4

L

variation du temps |h] déplacement horizontal 7 — 2

Mais si on est intéressé par la vitesse instantanée en x = 2 heures, il faut glisser le
deuxiéme point vers le premier point (correspondant 4 2 heures).

De 2 a 6 heures, la vitesse moyenne est de % = 8 kin/h; de 2 & 5 heures, clle
est de %L =7 km/h; de 2 & 4 heures, elle est de % =6 km/h; de 2 a 3 heures,
elle est de 2 = 5 km/h (voir droites en traitillés).

Plus on prend le deuxiéme temps proche de 2 heure, plus la vitesse moyenne va se rap-
procher de la vitesse instantanée qui, on le devine, vaut 4 km/h.
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...a la dérivée en mathématique

Dans le contexte mathématique, les expressions «vitesse moyenne» et «vitesse instanta-
née» sont remplacées par «pente de la sécantey» et «pente de la tangente».
)

f(z + Az) (z+ A [(x | D)) /7

1= f(z) =z ) of o ——
40
3

25

20

L0

Idée principale : la tangente & f en z est construite comme la limite de la sécante qui
passe par les points (z; f(z)) et (z + Ax; f(z+ Az)) = (21; f(z1)) lorsque Az tend vers 0
(ou z; tend vers z). Ainsi le deuxiéme point glisse vers le point (z; f(z)) qui est fixe.

pente dc _ déplacement vertical e+ Ax) = flz) f(z1) — f(z)
cette sécante  déplacement horizontal = (z+Azx) -z = 1 —=x

En prenant la limite lorsque Az tend vers 0 (ou z; tend vers ), on trouve la pente de la
tangente a f en x. Cette pente est appelée la dérivée de [ au point x et est notée f'(x).

J'(z) est la pente de la tangente au graphe de la fonction f en z

f(z) = lim flatdr) - @) f(z) = lim f_(x_l)mtf._(f)_

Axz-»0 Ax | Ty T Xy —

Appliquons cette formule pour calculer la pente de la tangente en x = 2.
D’abord, on cherche ['(x) et ensuite on remplace z par 2. Rappelons qu'ici f(x) = =2

: i v R Do M 2
lim (z+ Ax)* — = o 2z Az + (Ax)

7 i - - x € W
e = Az—0 Az a a}i—m Az N iin}(} (23: * A:C) =20
2 ol —
f = BT oy ETOEED g () g
1 —T :L'l —=lF e _’Ll -— T1—T

En général, avec la formule en Az, il faut distribuer; avec celle en z,, il faut factoriser.

Ainsi, la vitesse instantanée en = 2 heures vaut f'(2) =2-2 =4 km/h.
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14.2 La dérivée d’une fonction

Soit f : D — A une fonction. On dit que f est dérivable si la dérivée de f en chaque
point 2 € D existe. Dans ce cas, on peut parler de la (fonction) dérivée de f. C’est la

fonction définie par f': D — R,z — f'(z) ol
(: lim )
Ax—0
Remarquons que si cette limite existe, alors

flz+ Az) — f(x)
Jim, (7(e+82) - () =0

[z +Az) - f(2)
z+Ar — =z

Az

Ax—0

[
if’(:{:) = lim

En effet, puisque le dénominateur, Az tend vers 0 (lorsque Az tend vers 0), il faut que
la limite du numérateur existe et soit nulle pour que la limite existe (car sinon, la limite
est de la forme lima, ,q —5}—?)

La condition ci-dessus est équivalente a la condition suivante.
lim f(z+ Az) = f(z)
Az—0
C’est la continuité de [ au point z.
On vient donc de montrer que
f est dérivable en z = f est continue en z

Done

‘f : D — R est dérivable = f: D — R est continue

La réciproque n’est pas vraie, car toute fonction continue n’est pas forcément dérivable.
En d’autres termes :

‘_[ : D — R est dérivable <= f: D — R est continue

En cffet, la valeur absolue est continue en tout point, mais elle n’est pas dérivable en 0!

En regardant ce qui se passe en 0 depuis la gauche, y
on trouve
4
Azx) — Ax| —
i 4QO+A2) —f(0) _ . |Az[ -0 .
&r}:i}{) Az AzS0 Ar
A =
= lim = =]
ArSo xr !
T
Tandis que depuis la droite, on a o i s ¢ 72 3
. f(0+ Az) — f(0) . |Az| =0 -2
lim = lim ———
Az HO Az AxH0 £ .
. Az { i
= lim — =1 .
Az BT

Ainsi, la limite f’(0) n’existe pas (elle ne peut pas étre égale 4 —1 et 4 1 en méme temps!).

En fait, toutes les fonctions avec des pointes (lien o la pente instantanée passe d'un
extréme & un autre) ne sont pas dérivables (en ces points).
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14.2.1 Premiers exemples

2

La dérivée de la fonction f(z) = z* vient d'étre vue. Cherchons la dérivée d’autres

fonictions.

1. La dérivée de la fonction f(x) =z est f'(z) = L.

s flz+ Az) — f(=)

fgh= A]:c—m Ar T As0 Az
Ty —HT T — & rn—arl — T

e A‘,
i ETAT) -z

i

= lim1l=1
Ax—0

= lim]l =1
Ir1—+E

2. La dérivée de la fonction constante f(z) = ¢, ¢ € R, est nulle : f'(z) = 0.

? = 1 flz+ Az) — f(3) . Cc—cC
f (T) = AI;]LE:(} A - J;II:Q =
f"(.“f:) = lim M = lih c—c

T —E L1 — & TLohT L] — &

Decux résultats démontrés en exercice

Si f(z) =23 et g(z) = 1, alors

fllz) =32 et g(z)= —%

= lim (0 =10
Ax—0

= im0 =0
L1+

14.3 Equation de la tangente au graphe d’une fonction

Soit D et A des sous-ensembles de R. On considére une fonction réelle [ : D — A qui est

dérivable sur un intervalle contenant =y € D.

L’équation de la tangente au graphe de [ en x, est donné par I'équation cartésicnne

[v=F(@) + /' (0)(z — m0)] = {'(z0) =+ (1(z0)

~

— I'(z0)a0

vy

=Tt

Preuve

1. La tangente est une droite passant par (zo; f(zo)).
Ainsi, son expression est v = f(x0) + m(2 — x0)
(voir la page 132).

2. La pente de la tangente en x = x; est, par défini-
tion, la dérivée f'(xy).

Ainsi, dans V'expression y = f(xo) + m(z — ),
m représente la pente (car ¢’est le coefficient de ).
Ainsi m = ["(z0).

Par conséquent, I'équation de la tangente est bien

y = f(=o) + f'(z0)(z — z0) ]

=
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14.4 Regles de dérivations

14.4.1 Reégle de la somme et de la soustraction

Soit f et g deux fonctions dérivables dont les domaines de définition et d’arrivée sont les
meémes. Il est naturel de définir les fonctions f + g ¢t f — g comme suit

(f+9)@) = fl@)+g(x) et ([—9g)x)=[(z)-9()

Cherchons & exprimer la dérivée de (f + g) ou de (f — g) en fonction de la dérivée de f
et de celle de g. Pour cela, on utilise la définition de la dérivée.

(f £ 9)(z+ Az) - (f £ g)(z)

(FE9/@) = Jim !
L flz+ Az) £ g(z + Az) — (f(z) £ g(z))
Az 0 Ax
= J(z + Az) — f(z) + (9(z + Az) — g(z))
= lim
Az Az
o [fz+Az) = f(2) | 9(z+Az) —glx)
N AE:IEU ( Az = Az )
. flz+Az) — f(x) . gl + Ax) — g(x)
- 91;1’30 Az | = 9];16130 Ax |
=i(a) ~g'()

= fl@) £4(2) = (f£4)(2)

Donc

|[G£g) = +d ou (f £9)'(z) = f'(z) £ g'(=)

14.4.2 Reégle de la multiplication par un nombre

Soit. f une fonction dérivable et A un nombre réel. 11 est naturel de définir la fonction A f
comme suit

(Af)(@) = Af(z)
Cherchons & exprimer la dérivée de (Af) en fonction de la dérivée de f. Pour cela, on
utilise la définition de la dérivée.

(Af)(z+ Az) — (Af)(z) l Af(z + Azx) — Af(x)

lin

(AfY(z) = lim

Az 0 Anr Az—+0 Az
A 4+ Ax) — flx x+ Ax) — flx
— tm (f(x+ Az) — f(z)) — )\ lm Jlz+ Az) - f(x)
Ar—0 Ax Az—0 Az P

= MN'(z) = (A\f)(z) =f'(=z)

[0 =2]  ou [ (@) = M)

Donc
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14.4.3 Reégle du produit

Soit f et g deux fonctions dérivables dont les domaines de définition et d’arrivée sont les
mémes. Il est naturel de définir la fonction fg comme suit

(f9)(z) = J(z)g(z)

Cherchons a exprimer la dérivée de (fg) en fonction de la dérivée de f et de celle de g.
Pour cela, on utilise la définition de la dérivée.

(f9)' (=)

Donc

i (9@ +A2) — (£6)(a)

Az—0 Az
i L& T Ar)g(z + Az) — f(z)g(2)
Az—s0 Az

=0

o

f(z+ Az)g(z + Az) —f()g(z + Az) + f(2)g(z + Az) — f(z)g(x)

i, H
I (f(z + Az) - f(2))g(x + Az) + () (9(2 + Az) — g())
b, Ax

Al;iclgo (f(T ha A;j —f@) -g(z+ Az) + f(z)- glz + AAM?; — f}(i))

f(z+ Az) - f(2) gz + Az) — g(x)

;5]:15130 Az 'éliglog(x bl A"T)J + (=) Alalzglo Ax
= g(z) (car gv cst continue)
. JE+An)— flz) . v gz + Ax) — g(x)
@.EIED Az ) =) + =) élir_c:u Ax =
—f'(=) =g'(@)
f'(@)g(x) + f(z)g'(z)

Jg) =Fg+1d] ou  [(f9)(2) = ['()g(x) + [(x)g ()]

14.4.4 Reégle de la composition ou de la dérivation en cascade

Soit f et g deux fonctions dérivables telles que le domaine d’arrivée de g soit le domaine
de définition de [ afin que l'on puisse parler de la fonction composée f o g qui est définie

commne suit.

(f o g)(=) = f(g(=))

La régle est la suivante :

Fod=(o9)-g] o |(fee) =/(e@) ¢

Dans ce contexte, la dérivée ¢’(x) est appelé dérivée inlerne, car dans (fog)(z) = f(g(x)),
g est a intérieur de f.
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Par exemple, pour calculer la dérivée de w%, on remarque que la fonction [ correspond
a la fonction f(z) = 2 (car la derniére opération que l'on fait pour calculer m% c’est, une
inversion (touche sur la calculatrice)) et que la fonction g correspond a g(z) = 7,
de sorte que

Ainsi

(fog)(z) = f(g(x)) = f(2®) = =
20 = —

ot = (%) = Le =3

B (2*)2 -
—— =g'(x)
=F'(g(=))

Preuve de la formule annoncée

Montrons cette formule de dérivation en chaine a 'aide de la définition de la dérivée.

(o g)(z1) = (fog)(x)

(fog(z) = lim

@1 T1—&
— iy L) — S(9(=))
Ty T T — T

Ici, pour se décoincer, on a besoin d’une astuce : afin de faire apparaitre la dérivée de g,
on va amplifier la fraction ci-dessus par g(z;)—g(z) (& condition que lorsque z; est proche
de z (mais pas égal & x), g(x1) — g(x) ne s’annule pas; dans le cas contraire, le lecteur
est prié¢ de se référer & la remarque de la page suivante).

flg(z1)) — flg(x)) glz1) — g(ﬂf))

(Fog)@ = Jim (

P Li—'x 9(1?1) — g(m)
e (Ll0e) ~ Flo@) | glan) ~ o)
N xll—!»:c ( g(z1) — g(x) Ty — T )
o H660) ~ S) | glen) o)

e~z g(xy) — g(x) T X — X
= T f(g(ml)) — f(g(?]) . _q’(:r:)

T]—T g(;]’:l) = (}(.T)

Posons maintenant y; = ¢(x;), comme ¢ est continue alors lim ¢(z;) = ¢(z), et donc
- +* ¥ L
ainsi y; —+ g(z) lorsque =, — . i

(fogV(@) = lim L0E)—f(@)
J n-+z  g(m) — g(z)

f(yl) - j(q(ﬂ?)) i gf(r)

g'(x)

= lim
ne@) i — g(x)

= flg(z))-¢'(x)

Ce qui est bien le résultat annoncé. L]
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Remarque

Dans la preuve, on a amplifié une [raction par un terme qui peut s’annuler, ce qui est
interdit !

Or, la seule condition pour que g(z;) — g(z) s’annule
lorsque 7; est proche de z, sans ¢étre égal a4 x, est que
g soit localement constante. Autrement dit, un bout
du graphe de g est plat. Par exemple, sur le graphe Y
ci-contre, g(z) est localement constante autour de z = 2.
Dans ce cas, I'amplification de la preuve est illégale. 11

faut donc faire autrement. ﬂ
Si g est constante autour de z, alors fog 'est aussi! Donc h / -

la pente de la tangente en x est nulle pour le graphe de / o U h
L :

g ET pour le graphe de f o g. Par conséquent, ¢'(z) =0
et (fog)(x) =0, donc la formule

(fog)(z) = f'(g(x)) - ' (x)

est encore valable (elle sera de la forme 0 = 0).

14.4.5 Reégle du quotient

Soit f et g deux fonctions dérivables dont les domaines de définition et d’arrivée sont les
mémes. Afin de pouvoir diviser la fonction f par la fonction g, on suppose que la fonction
¢ ne s'annule pas sur son domaine de définition. Il est naturel de définir la fonction ,5

comme suit
(B-15

Cherchons a exprimer la dérivée de *5 en fonction de la dérivée de f et de celle de g en
utilisant la régle de la multiplication, la dérivation en cascade et le fait que la dérivée de
la fonction L est —-.

@«

Bo - (8) - (o) = ro e ()

cascade ooy 1 W I f'(z)g(z)  flz)g'(z)
= [ .q{r]+f” ( _‘}{1']2) 9(z) g(z)? g(z)?

['(z)g(z) — [(z)g'(x)
g(z)?

Donc

(i)':M (f(w))'_f’(m)g(x)—f(:c)g’(:ﬂ)

g glz) ) g(z)?
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14.4.6 Reégle de la puissance

On a déja vu que la dérivée de 1 est 0, que celle de x vaut 1, que celle de 2* vaut 2z et
que celle de 22 vaut 322

En fait, il existe une formule qui généralise tout cela. Cette formule dit que la dérivée de
f(z) = 2" avee r € R vaut

—

(&) =ra"

On va démontrer cette formule dans un exercice.

14.5 Deérivées des fonctions transcendantes usuelles

14.5.1 Dérivée de la fonction sinus

A chaque nombre réel z € R, on peut faire
correspondre un point P, sur le cercle de
rayon 1 centré en l'origine : on imagine que
'on enroule un fil de longueur |z| autour du T
cercle, lorigine du fil est fixée en (1;0), le
signe de x décide du sens d’enroulement et
I'extrémité du fil définit le point P,. Ce point
admet deux coordonnées : le cosinus de z (en
abscisse) et le sinus de x (en ordonnée).

(cos x;sin )

b (1; tan x)

cos: R — [—1,1] sin: R — [-1,1]

] 1
—Z?T o DT —_ _V‘\_ 7; ) _% JES S S ‘-'27 a % 21‘7

vl

Résultat intermédiaire

Pour établir la dérivée de la fonction sinus, on aura besoin de la limite de @ lorsque
tend vers (0. On peut voir évoluer cette limite avec le tableau suivant.

z 0.3 0.2 0.1 0.01 0.001
[ [ .98507 | = 0.99335 | = 0.99833 | = 0.99998 | = 0.99999

Ce tablean nous donne 'impression que cette limite vaut 1. Mais cela ne constitue en
rien une preuve. Néanmoins, on a le résultat suivant.

lim sin(z) _ 1\
z—0 xr
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Preuve du résultat intermédiaire

Tout d’abord, on montre que [ est paire, puisque pour tout © € R, on a

= f(z)

" sin(—x) o sin(z)

f(—=)

s €T

alors . .
sin(z) i sin(z)

x>0 i
x—0 T T >> ki

Cela signifie qu’au lieu de faire tendre x vers 0 de n’importe quelle fagon, on peut se
contenter de faire tendre x vers 0 depuis la droite, c¢’est-a-dire avec z > 0.

Ensuite, on examine la situation sur le cercle trigonométrique : pour z proche de 0 (&

vrai dire x entre 0 et Z radians), on a la situation décrite dans le dessin ci-dessous.
2 ?

En comparant les aires des triangles et du secteur de
cercle, on a

Aire du Aire du Aire du
s < < :
petit triangle secteur grand triangle
sin(x) - cos(z) < 7.2 2 < 1 - tan(z)
2 2 2
T
B

En multipliant chaque terme par 2, il vient

sin(x)
cos(x)

sin(z) - cos(z) € = < tan(z) =

On divise par sin(z) qui est positif (donc les signes ne s’inversent pas!) pour obtenir

i 1
cos(x) < — <
sin(z) ~ cos(z)
En passant a Iinverse (on fait ﬁ de chaque coté des inégalités), les signes s’inversent
(si 2 < 3, alors % > %) On obtient donc

1 pesial
= stEL) > cos(z)

cos(z) ~

En prenant la limite lorsque x tend vers 0 (avec & > 0), on obtient

. 1 ., sin(z] "
lim = lim— ) > lim cos(z)
=—0 cos(x) = 20
1
= T

Ainsi, on a coincé la limite cherchée. Cela montre que

lim sin(z) — fiiis sin(z)
z—0) 3 :7:-;0 €T

=1
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Théoréme

La dérivée de la fonction sinus est
sin’ = cos ou sin’(z) = cos(z)

Preuve du théoréme

La formule trigonométrique
sin(a + ) = sin(a) - cos(8) + cos(c) - sin(B)
permet, d’écrire

- . sin(z + Az) — sin(z)

gin/le) o= Ahmn e
_ (sin(z) - cos(Az) + cos(z) - sin(Az) ) — sin(z)
= lim
Az—0 Az
L " cos(Azx) — 1 . sin(Az)
= 5:15120 (am(m) e mal cos(x) e

= sin(z)- erinl_‘r}n @5%1:—1) + cos(z) - g;ic%o

: ; cos?(Az) —1 _
= L) ¢ Ali-]ilo Az(cos(Azx) + 1) + osi) ﬂE:IE}U

. : —sin?(Axz) _
= T - L\}:chEU Axz(cos(Az) +1) + i) -A]%crga

g . sin(Az) . —sin(Axz)
= () ﬂg}go Ar &T—riu cos(Azx) + 1
I Sl L ,

=1

0

ml:z <

= cos(z)

sin(Ax)

sin(Ax)

sin(Ax)

+ cos(z) - A
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14.5.2 La dérivée des logarithmes

Rappelons deux propriétés des logarithmes.

log,(z) — log,(y) = log, (%) nlog,(z) = log,(z")

Ces propriétés vont nous permettre d’établir, & Paide de la définition, la dérivée de la
fonction log,(z) avec z > 0.

En effet,

P _oa logz+Az)—log(z) ... 1 £+ A%
rale) = Jim, Ac ~ AR

X 1 . O g Az A
= AEEDA—m'IOga-(lJ“?) = J;‘Huloga((” x) )

On a maintenant besoin de deux astuces pour pouvoir avancer. La premiére consiste a

s’arranger pour avoir i- au licu de ﬁ comme exposant de la maniére suivante.

e A\ 2&
lim loga((l + E) ) = lim 1 loga( (1 + —I) )
Az30 i Az—0 @& X

et la deuxiéme consiste & réaliser que

. Az . 1 . T )
lim — = lim — ou encore lim — = lim n
Ax-+0 T n—+oo 1 Ax—0 A;{: n-r oo
R o g Az 1 .
Ainsi, en remplacant . par _,on obtient

1 Az 3+ 1 R
logu(z) = ﬂ]i‘&ozloga((”?) ) = .,&Eﬁto;l%((”a))
l mn l e
= & lim loga((l%-'—) ) l]oga( lim ('l—l——) )
T n—+oo . T 7o n

L’étape ¥ est justifiée grace a la continuité de la fonction log, ().

On a donc montré que
oo . i
log/ () = —-log,| lim [1+ —
H T=b400 T

I+

Mais on se rappelle que
: 1\" 5 _ .
hrln (1 + r_) =e ou e est le nombre d’Euler (voir page 169)
n->|oc 7

Ainsi, on a

1
log, () = = - log (¢)
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11 existe une relation entre tous les logarithmes, cette relation est donnée par la formule
de changement de base :

log, (z)
low: o) e 080
Oga(T) ]Uge(a)
En posant x = e, on obtient
log_(e 1
log,(¢) = 1224 _

" log.(a) _ log.(@

Ainsi, on a réussi a trouver la dérivée de la fonction log,(z).

, i 1
() =3 g @

14.5.3 Le logarithme népérien et sa dérivée

Lorsque la base du logarithme est égal au nombre d'Euler €, on parle de logaritime népérien
ou de logarithme naturel et on note

log, (z) = In(z)

La dérivée de In(z) (cas oil a = e)

La dérivée de la fonction In(z) est

1
In'(z) = =
() =~

14.5.4 La dérivée des fonctions exponentielles

Puisque la fonction ¢* est la fonction réciproque de la fonction In(z), on peut montrer
grace & la formule (vue en exercice)

RN
U6 = 3y

que la dérivée de e® cst

(c.l:)f o C(!:

Quant aux autres dérivées, on se raméne a ['exponenticlle &
a® = (Ellniu}}r - EJ’-]n[u}
Puis on utilise la dérivée en cascade.
(@¥) = (GM”(“J)f = ¢®29 . In(q) = In(a) - a®

Finalement, on a trouvé

(a®) =In(a) - a®
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14.6 Table de dérivées

- Voici une table qui résume les dérivées que nous avons établies et de certaines qui seront

établies en exercices.

f(=z) ['(z) f(x) f'(z)
1
sin~(z e
T npn—1 ( ) vl _3:2
T na g
cos () —
: —z
1
a1
2 i tan™(x) 15 a2
T 1 sinh(z) cosh(z)
. | L cosh(z) sinh(z)
In|z| - 1 "
tanh(z) | —5— = 1 — tanh®(z)
1 I cosh®(z)
E .'f:z ]_( ) 1
1 92 sinh™ (z =
= e ¢+ 1
1
cosh 1 (x) T
3’: —
1 n _ 1
= -wT tanh™! () =
sin(z) cos(z)
cos(x) —sin(z)
1 :
tan(z) T =1+ tan?(z)
1
In || -
=
1 1
log ¢ )
08q || In{a) =z
a* In(a) - a®
Ji 1
T
2z




