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Chapitre 3

Déterminants

3.1 Les déterminants en dimension 2

3.1.1 Aire signée d’un parallélogramme

Ci-dessous, on voit que deux vecteurs engendrent un parallélogramme.

Y
fll ay

b=() — =

\
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by
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ay bl

On va trouver laire de ce parallélogramme en déplagant les morceaux ci-dessus le long
des cotés du parallélogramme.

Dans cette situation (a; = b et by > az), on
voit que I'aire du parallélogramme vaut

A= a bg s ng]

Attention Si l'on awvait, sur le dessin,
échangé les vecteurs @ ct b, ce nombre au-
rait été négatif. On parle donc d’aire signée!

Remarque sur la détection de vecteurs paralléles

On remarque que

a b

les vecteurs ( ]) et ( 1) sont paralléles <= ai;by — ashy =0
as 2

En effet, on vient de montrer que si a1by — ashy = 0, alors 'aire du parallélogramme est

nulle et réciproquement. Cela est équivalent & dire que les vecteurs qui ’engendrent sont

paralléles.
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3.1.2 Systémes de deux équations a deux inconnues

Il existe des problémes mathématiques dans lesquels on doit résoudre des systémes de
deux équations a deux inconnues de la forme

ar + by =
ar + by = o
On peut trouver des formules permettant de résoudre un tel systéme. Commencons par

chercher z, pour cela on peut multiplier ! la premiére ligne par by et la deuxiéme par b;.
On obtient ainsi le systéme suivant.

arbr + by = ciby
agbhiz + biby = caby

En soustrayant les deux équations, il vient 'équation | (ajby — agby) = (e1b2 — c2by) |

On peut procéder d’une maniére similaire? pour trouver y :

mz + hy = @
asx + by = ¢

-(~a-2) — —aq1d9r — (lgb1y = —a9C
(—ay) —a109% — a1by = —aic

En soustrayant, on obtient équation | (a1by — azb1) y = (a1¢2 — azcy) |

3.1.3 L’injectivité des homographies

Rappelons qu’une homographie est une fonction d’expression

a1 + bl
f(z) = —— avec a1by — agby # 0
15 ¥ + bg
La condition a;bs —a9b; # 0 est exactement ce qu’il faut supposer pour que f soit injective
et ainsi bijective (lorsqu’on prend le domaine image comme domaine d’arrivée).
En effet, on prend z; et o dans le domaine de définition de f tels que f(z1) = f(x2) et
on montre que x, = Ts.

a171 + bl _ 1Ty + b]

= Aoxa + b)) arx1 + b)) = (asz + ba){ayze + b
ag.’i‘;‘]_"'—bg 22Tz + b (22 2)(&1 1) (zl 2)(12 1)

(5162371 + azhl.’lﬂ’g = (}le&'}]_ + a1bozo

I

((1.1(')2 - agbl)$]_ = (albg - ﬂzb[).’l‘fz

ssi ayba —agb; #£0

ll

€I = XTay

De plus lorsqu’on a a1by — agb; = 0, la fonction peut se simplifier.
En effet, une division euclidienne nous permet d’écrire la fonction f autrement :
' mr+b ar1bs — ashy
asx + by N ay B ag((jzfﬂ + bg)
On voit bien que si a1by — agb; = 0 alors la fonction est une constante qui n’est donc pas
injective.

1. cela fonctionne méme si by = 0 ou by = 0, car on n’établit que Pimplication «=».
2. afin de retrouver le méme coefficient devant y que celui trouvé devant x, on va multiplier la premiére
équation par —aq et la deuxiéme par —aq !
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3.1.4 Ce qu’il y a de commun a ces trois problémes

Dans les trois problémes ci-dessus, on est face a des expressions de la forme suivante.

G’.-]_bg — o b1

C’est une raison suffisante pour définir une notion qui fait intervenir cette expression :
LE DETERMINANT!

Tl est plus élégant de le définir dans le contexte de la géométrie, d’ott 'apparition de
vecteurs...

Définition

Soit @ = (Z;) et b= (g:) deux vecteurs du plan.

—

Le déterminant de ces deux vecteurs, noté det(d, b), est défini comme suit.

a; b

det(@,f)=| ! !

= G;lbg — G’le

Attention Ici, les barres verticales ne sont pas des valeurs absolues, mais une notation
pour indiquer qu’il s’agit d'un déterminant.

3.1.5 Retour aux systémes de deux équations & deux inconnues

Grace aux vecteurs, on peut écrire un systéme d’équations de maniére plus compacte.

amz + by = ¢ 5 o o
: «— ar+by==¢c
{ ar + by = o Y

avec @ = (&1)13: (b}) et = ((:1)
as bg Co

On peut aussi écrire les équations obtenues a la page précédente différemment en utilisant
le déterminant. :

(arby — agby)) ¢ = (e1by — caby) — det(@,b) z = det(Eb)
(a1bs — agh) y = (a1ca — agey) det(@,b) y = det(a,?)

En résumé On vient de montrer a la page précédente que

det(@,b) # = det(,b)

ar+by=¢ -
det(d,b) y = det(a,c)

Cela signifie que si (z;y) est un couple de nombres qui satisfait le systéme d’équations
de gauche, alors il satisfait aussi le systéme de droite.

ATTENTION : la réciproque (“<=") n’est pas vraie (voir les exercices ou le théoréme de
Cramer).

On peut tout de méme affirmer que si det(d, b) # 0, alors le systéme de droite nous livre
I'unique solution du systéme de gauche.
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3.1.6 Les propriétés? du déterminant

—

Le déterminant det(d,b) vérifie les propriétés suivantes.

1. Propriétés de linéarité.
(a) det(d@y + @, b) = det(ay,b) + det(,, b)

(b) det(Aa,b) = Adet(a,d)

Ces deux propriétés mises ensemble donnent
det( A\ @1 + Aadi, b) = Ay det(dy, b) + Ay det(@y, b)

On a aussi . . . .
det(ﬁ:', /\1!!}1 + Agbg) = A| det(ﬁf, bl) + /\2 det(r'i, 52)

2. Changement de signe par permutation.

det(@, b) = — det(b, @)

Preuve

On sait maintenant (voir premiére page) que l'aire signée du parallélogramme engendré
par les vecteurs @ = (z;) et b= (gi) est égale A det(d, b).

11 est donc manifeste® que si on multiplie la longueur d’un c6té du parallélogramme par
un nombre A, alors on multiplie son aire signée par le méme nombre. C’est exactement
ce que dit la propriété 1(b). La propriété 2 a déja été constatée a la page 11.

Pour la propriété 1(a), on la vérifie par calcul. Pour cela, posons @; = (Z;) et do = (”“).

2
Lo a1 +aoy b
det(d; + d2,b) = a; N a; b; = (a1 + a1)by — (a2 + a2)by

]
fa; b ap b

= (1'.1{1)2 — agbl + an-g — E}.’gbl = 1 CL; b; (,]i; b: ‘

= d(}t({z] ; g) + det(&fg, {i;)

Conséquence L]

Le déterminant s’annule si deux vecteurs sont les mémes. C’est-a-dire que.:
det(d,d) =0

En effet, c’est évident si on pense que le déterminant mesure 'aire signée du parallélo-
gramme engendré par @ et d.

On peut aussi démontrer cette conséquence en utilisant le fait que le déterminant change
de signe par permutation : '

det(@, @) = — det(@, @) <> 2det(@,d@) =0 <= det(d@,a) =0

3. Si vous vous demandez & quol peuvent bien servir ces propriétés, alors qu’il est si simple de calculer
un déterminant en dimension 2, ¢’est parce que ces propriétés sont utiles pour généraliser le déterminant
en plus grande dimension (voir pages suivantes).

4. Si vous n’étes pas convaincu, vérifiez les propriétés 1(b) et 2 par calcul direct (c’est-a-dire de la
méme fagon que la propriété 1(a) est vérifie dans le texte ci-dessus).
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3.2 Les déterminants en dimension 3

On peut aussi parler de déterminant en dimension 3. Pour cela, reprenons notre point
de vue géométrique. En dimension 3, les vecteurs ont 3 composantes et le déterminant
aura 3 variables.

a1 - by o1 —
Notons @ = (az), b= (bg) et C= (02)._. on définit le déterminant det(d, b, ¢) par

a3 bs c3

i ap by ¢
a9 I'L)2 Co
a3 b3 c3

11 faut maintenant trouver une formule qui nous permet d’avoir des propriétés analogues
N . . . . % E
a celles des déterminants en dimension 2. La formule est la suivante®.

lar b oo o ag by o ‘
ag by o | = |@ b o - +  |@2 b o |
158 53 C3 :arg. b3 Cy 2
b2 Co b] Cq b]_ &1
= o , - G2, + 3| g
by c3 3 C3 2 C2
= ((1.152(53 == CL]b;;;CQ) — (ﬁgblcg = agbgcl) + (a;jbl Co — (Lgbgcl)
= bgCg + agbgcl + Gr3b1(32 alb302 — cmbl Cy3 — &3b2(:1

3.2.1 Propriétés du déterminant

On retrouve (la preuve est laissée au lecteur) des proprié¢tés analogues a celles des déter-
minants en dimension 2.

1. Propriétés de linéarité en chaque variable.

det(Md1 + Aoz, b, @) = M\ det(a@r, b, &) + A det(d, b, &)
det(@, \by + Aab, @) = Ay det(@, by, @) + A det(@, by, €)
det(@, b, M1 + Aads) = A det(@, b, &) + Ap det(a@, b, &)

2. Changement de signe par permutation et sa conséquence.

Conséquence : si on retrouve deux fois le méme vecteur dans le déterminant, alors
ce dernier est nul. Par exemple :

— —

det(@,@,b) =0 ou det(d,b,@)=0 ou det(d bb)=0

5. Cette fagon de faire a été développée par les mathématiciens Laplace ot Lagrange vers 1770 et par
Sarrus (1798-1861)!
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3.2.2 Aire signée et volume signé

On a vu que le déterminant en dimension 2 est un outil pour calculer I'aire signée d'un
parallélogramme. Il se trouve que le déterminant en dimension 3 permet de calculer le
volume signé d’un parallélépipéde (le volume sera la valeur absolue du volume signé)!

Le volume signé de ce parallélépipéde est égal a det(a, E_;;, ) et on peut le démontrer grace
aux propriétés du déterminant!

Afin de se rendre compte du fonctionnement de cette preuve, on va démontrer que 'aire
signée du parallélogramme engendré par a et b vaut det(d, f_;') Pour le parallélépipéde, les
arguments seront les mémes, mais puisque, sur unc feuille de papier, on ne voit pas trés
bien en 3 dimensions, il est préférable de réfléchir en 2 dimensions.

Preuve du fait que l’aire signée d’un parallélogramme est donnée par le dé-
terminant en dimension 2

On procéde par bande dessinée :
Tout parallélogramme peut se construire selon le mode d’emploi suivant.

Ltape 1 _ Etape 2 Etape 3

S
=

= (3)

On commence par dessiner | Puis on ajoute au vecteur | Enfin, on ajoute au vecteur
-

i . . = . . )
| un rectangle engendré par | b un multiple du vecteur @ | @ un multiple du vecteur b'.
1 = -

i les vecteurs @ ct b. pour obtenir un vecteur .

On doit montrer que det(@,d) = A ot A est Paire signée du parallélogramme. Or, au
cours de la transformation ci-dessus, on voit que A ne change jamais (la base et la hauteur
du parallélogramme restent les mémes), donc A est aussi I’aire signée du rectangle !

A Pétape 1, on voit que det(d, E_::) = %1 f? =a1by = A.
2
On conclut en montrant que det(a, v ) = A grace aux propriétés du déterminant.
det(@, b)) = det(d+ pb,b) = det(a@,b) + pdet(v,5) = det(a,?)
Lo . e i
= det(@, b+ \a) =0

-

= det(@,b) + Ndet(@,@) = det(@,b) = A
5 - O
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3.2.3 Systémes de trois équations a trois inconnues

Il existe des problémes mathématiques dans lesquels on doit résoudre des systémes de
trois équations a trois inconnues (z, y et z) de la forme suivante.

@wzr + by + az = di

(S) : tox + bzy + ez = ds

azxr -+ b3’y + 3z = dg
i - (751 — b — cp — dy ) v . . N
En posant @ = {az |, b= |b], €= [e2| ¢t d = | d2 |, On Obtient I’équation vectorielle sui-
vante. e ds -

(S):dx+by+é&=d

On isole les variables x, y et 2z en utilisant le fait que si, dans un déterminant, un vecteur
apparait plusieurs fois, alors le déterminant est nul. Cela nous permet de démontrer le
résultat suivant.

Résultat
det(@, b, &) z = det(d, b, ©)
(S):@x+by+éz=d = (T):{ det(@,b,?) y = det(d,d, o
det(a@, b, &) z = det(d, b, d)
Autrement dit, si un triplet (z;y;z) satisfait le systéme (S), alors il satisfait aussi le
systéme (7). La réciproque (“<=") est fausse, mais on a tout de méme le théoréme suivant.

Théoréme de Cramer °
1. Si (z;y; 2) est 'UNIQUE solution du systéme (7T'), alors (x;y; z) est aussi 'UNIQUE
solution de (5). C’est le cas lorsque det(d, b, €) # 0.
2. (T) n’a pas de solutions si et seulement si (S) n’a pas de solutions.
3. Tout triplet (z;y; 2) est solution du systéme (7T') si et sculement si (S) a une infinité

de solutions. Malheureusement, dans ce cas, le systéme (7') ne nous permet pas de
décrire les solutions de ().

Preuve du résultat

En appliquant la fonction det(.,b,&) de chaque coté de I'équation vectorielle (S), on

démontre que : B . . L
dr+by+¢z=d = zxdet(d,b,é) = det(d,b, )

En effet, c’est évident pour le terme de droite. Quant au terme de gauche, il découle des

propriétés du déterminant :

det(dz + 5’1/ + ¢z, g, ¢) = z det(a, g, ) + y(let(g, .1_;'? ¢) + zdet(c, g, é) = xdet(a, ?_3: )

En appliquant la fonction det(d, ., €) & 'équation vectorielle (S), on obtient
dr+by+cz=d = ydet(d,b,d) = det(d,d, o)

Et en appliquant la fonction det(d, E} .) & I'équation vectoriclle (S), on obtient

dr+by+éz=d = zdet(@,b,d) = det(a,b,d)

6. Pour la preuve se référer an cours d’algébre linéaire de troisiéme année.
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3.3 Les déterminants en dimension 4 et plus

On peut aussi parler de déterminant en dimension plus grande que 3. On va juste se
contenter de la dimension 4 qui [onctionne de maniére analogue a la dimension 3. Pour
les dimensions plus grandes que 4 cela fonctionnera toujours de maniére analogue.
Reprenons notre point de vue géométrique. En dimension 4, les vecteurs ont 4 compo-
santes et le déterminant aura 4 variables.

151 f.r]_ &q d-]
Notons @ = | 22|, b= gg ,C=12etd= j‘;" , on définit le déterminant det(a, b, ¢, d)
par : a4 by c4 dy

ap by e dy
as by ¢ ds
s b3 C3 dg
g b4 Cq d4

det(d, b, &) =

La technique de développement selon la premiére colonne vue précédemment va, une fois
encore, permettre de récupérer les propri¢tés des déterminants.

a; by ¢ dy e dy ay by ¢ dy @y by ¢ dy c1 dy
as ba ca do  |as ba ¢ do bg ng,g n as ba e dz _ co do
ag bg c3 d3| | as b3 c3 d3 az bz c3 ds by c3 ds 3 d3
(L4 54 C4 d4 a4 b4 €4 d4 "'d4_b4 cq dy d4 b4 C4 Ofcl (4 dé_
bz Ca dz b] (8] d] b] (5] dl bl (5] dl
= qaj 63 C3 dg - a9 b3 Cc3 d3 + as 52 Cc2 dg — 4 bg Co d'z‘
b4 Cq d4 54 C4 d4 bd C4 d4 b3 C3 d;; ' )

3.3.1 Propriétés du déterminant

On retrouve (la preuve est laissée au lecteur) des propriétés analogues a celles des déter-
minants en dimensions 2 et 3.
1. Propriétés de linéarité en chaque variable.

— — —

det(May + Aadin, b, & d) = Ay det(dy, b, €, d) + Ao det(@s, b, €, d)

det(@, b, & \dy + Aoda) = 1 det(@, b, , dy) + Ao det(@, b, G, dp)

2. Changement de signe par permutation et sa conséquence.
Lorsqu’on permute deux vecteurs dans un déterminant, on en change le signe. Par
exemples :

det(@,b,é d) = —det(b,a,é d) ou det(a,b,éd) = —det(d,b,ca) etc.
Conséquence : si on retrouve deux fois le méme vecteur dans le déterminant, alors
ce dernier est nul. Par exemple :

— —

det(@,d@,b,&) =0 ou det(@,b,a,c)=0 ou det(db,ca) =0 ctc.

Méme s’ils servent encore a calculer le volume signé de parallélépipédes vivant en dimen-
sion 4 ou & résoudre des systémes de 4 équations & 4 inconnues. Les déterminants en
grandes dimensions sont surtout utilisés en algébre linéaire (une introduction en algébre
linéaire sera donnée en troisiéme année).



