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Chapitre 4

Equations différentielles

4.1 Primitives
Deéfinition

Soit f et F des fonctions réelles de méme domaine de définition D. On dit que [’ est une
primitive de f lorsque

F'=f ou F'(z)= f(z) pour tout z € D

Théoréme sur les primitives

Soit F; et F, deux primitives d'une méme fonction f définie sur un intervalle.
Alors, il existe un nombre C' € R, appelé constante, tel que

Fi(z) = Fs(z)+ C

Preuve

Comme F; et Fy sont des primitives de f, on a F{(z) = f(z) et Fj(z) = f(z). Par
conséquent, on a

(Fi — B)(2) = (F| = F)(2) = F{(z) — F3(z) = f(z) - f(z) =0

Cela signifie que la fonction (F; — F3) est une fonction constante (puisque sa dérivée est
nulle et qu’elle est définie sur un intervalle).

Ainsi, il existe C € R tel que C = (F; — F)(z) = Fi(z) — Fy(z). [

L’ancétre des équations différentielles

Soit I un intervalle sur lequel une fonction f est définie. La recherche d’une primitive
permet de résoudre des équations de la forme suivante.

Y (z) = f(z) pour tout = € T

L’inconnue de cette équation est une fonction ¢ définie sur 1. Résoudre une telle équation
consiste & trouver toutes les fonctions y qui la satisfont.
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4.2 Equations différentielles
Définition

Une équation différentielle est une équation qui contient une fonction inconnue y(z) et
une ou plusieurs de ses dérivées. L’ ordre d’une équation différentielle est 'ordre de la plus
haute dérivée de y(z) qui apparait.

4.3 Equations différentielles du premier ordre
Voici la forme générale d’une équation différentielle d’ordre 1.

flz,9,9) =0
—_———

combinaison mathématique
de =, y(z) et ¥'(x)

Dans la pratique, on est le plus souvent confronté & des équations dillérenticlle d’ordre 1
de la forme suivante.

y = f(z,y)

Méme si 'on note g, il faut penser que y est une fonction de x.

Problémes de Cauchy

Dans D’exercice précédent, on a trouvé une solution qui satisfait une équation différen-
tielle et une condition nitiale, qui est donnée par une condition de la forme y(zo) = yo
(autrement dit, on veut que le graphe de la fonction y passe par le point (zo;yo))-

Un probléme de Cauchy (aussi appelé probléme a condition iniliale) cst donné par un
systéme d’équations de la forme suivante.

{f(:f:,y,y’) =0
y(@o) = %o
Remarque importante

Actuellement, il n'y a pas de méthode générale pour résoudre des équations différentielles.
On sait néanmoins résoudre certains cas particuliers.
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4.3.1 Les équations différentielles & variables séparables

Une équation différenticlle du premier ordre & variables séparables est toujours de la

forme suivante.
9 (z)

h(y)

Le terme «séparable» provient du fait que cette équation est équivalente & :

hMy)y' = g(z)

Le y n’apparait que dans le terme de gauche et il n’y a du 2 que dans le terme de droite.

Meéthode de résolution

Pour résoudre I’équation différentielle y/ = %%%} on doit trouver une primitive de la

fonction g, notée (¢, et une primitive de la fonction h, notée H.

En effet, on a

=90 h(y(@) v (@) = g(z) & (Hy@)) =C @)

& H(y(z)) = G(z)+C, avec C € R
ol (&) provient de la formule de la dérivation en cascade et ou (#) provient du théoréme
sur les primitives.
On peut donc se ramener & une famille d’équations (d’inconnue y(x)) qui ne contiennent
plus de dérivée de la fonction y. Pour chaque constante C' € R, il existe une fonction
solution y(z). On dit que I’équation '

H(y(z)) = G(z) + C, avec C € R

deéfinit y(x) de maniére implicite. Exprimer y(z) de maniére explicite consiste & résoudre
cette équation (en isolant y(z)). Ce n’est pas toujours facile, mais il existe des algorithmes
permettant d’estimer y(z) pour chaque = avec une précision déterminée a 'avance.



289

4.3.2 Les équations différentielles linéaires du premier ordre

Une équation différentielle linéaire du premier ordre est une équation différentielle de la
forme

a(z)y'(z) + b(z)y(z) = f(z) oua,bet f sont des fonctions données

Théoréme de résolution d’une équation différentielle du premier ordre
p

Soit 'équation différentielle linéaire du premier ordre.

(ED) : a(z)y (z) + b(z)y(z) = f(=)

et p une solution particuliére.

Soit aussi I équation homogeéne associée.
(EH) : a(z)y'(z) + b(x)y(z) =0
On a

1. Si y;, est une solution de (FH), alors y;, + p est une solution de (ED).
2. Si y est une solution de (ED), alors y — p est une solution de (EH).

Autrement dit, & travers la solution particuliére p, a chaque solution de (E'D) correspond
une unique solution de (FH) et réciproquement.
Preuve

On suppose qu’on connait une solution particuliére p de 'équation différentielle (F D).
On doit montrer : '

1. Si gy, est une solution de (EH), alors y = yj, + p est une solution de (ED).
11 suffit de vérifier (ED) pour y.

a(x)y (z) + b(@)y(z) = a(@)(yn(@) +p@)) + b(x)(yn(z) + p(z))

= a(@)y,(z) +b(@)ya(z) + alz)p'(z) +b(z)p(z) = f(z)
=0 car yp est szarlutlon de (EH) =f(z) car p est;]ut.ion de (EID)

Ainsi, y est bien une solution de I'équation (ED).

2. Si y est une solution de (ED), alors y, = y — p est une solution de (EH).
11 suffit de vérifier (EH) pour yp,.

a(z)y, (@) + b(@)yn(z) = alz)(y(z) — p()) + b(z)(y(z) - p(z))

= a@y(@) + @) — (al@)p(@)+b@)pE) = 0

p— -
=f(2) car y est solution de (ED) = f(x) car p est solution de (ED)

Ainsi, y;, est bien une solution de I'équation homogéne (EH). ]
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Reésolution de ’équation homogéne associée
On commence (pour simplifier) par écrire 'équation a résoudre sous la forme suivante.
Y(z) +b(z)y(z) = f(z)

L’équation homogéne associée (y'(x) + b(z)y(z) = 0) se résout en se ramenant & une
équation différentielle & variables séparables.

y'(z)+b(x)y(z) =0 2 ‘g;r((j)) = —b(z) <= Inly| = —B(z)+ C

— I?)! — 0. e BE) e— y = +eC . p—B=)

On récupére la solution y = 0 en remplagant +e® (qui vit dans R\ {0}) par D € R. On
voit ainsi que la solution générale de I’équation homogéne est de la forme suivante.

yp(z) = De™P@ avec D € R

Recherche d’une solution particuliére

Il existe une technique permettant de trouver une solution particuliére, notée p(x), de

Y (z) +b(z)y(z) = f(@)
Cette technique s’appelle la variation de la constante.
On reprend les solutions de I'équation homogéne, qui sont yp(z) = De P® avec D € R.

1’idée de la variation de la constante est de transformer la constante I en une fonction
qui dépend de z, notée D(z). On cherche ainsi D(z) telle que p(z) = D(z)e 2 soit une
solution particuliére de I'équation.

Calculons la dérivée de p(z) en se rappelant que B'(z) = b(z) :
P(z) = (D(x)e P@) = D'(z)e 2@ + D(z) (5@ - (—b(x)))
= @) = D@)e " — b@)p(s) (%)
Or, comme p(x) doit étre une solution particuliere, p(z) doit satisfaire I'équation
p'(z) + b(z)p(z) = f(z)

En substituant le résultat du calcul de p/(z) trouvé en (¥ ) dans cette équation, on trouve

D@ = f(z) = Da)= L3k = rz)en®

On voit ainsi que D(z) est une primitive de la fonction f(z)e®®. On a donc trouvé la
solution particuliére suivante.

p(x) = D(z)e @ ot D(z) est une primitive de f(z)e?™

Remarque importante

Il ne faut pas apprendre les formules par cceur, mais il faut connaitre ces méthodes.
1. On résout I’équation homogéne par séparation des variables.
2. On trouve une solution particuliére en faisant varier la constante de la solution de
I'équation homogéne.
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Résolution de problémes

Lorsque on modélise des phénoménes de la réalité, on se trouve souvent nez a nez a des
équations différentielles. Voici différents exemples de telles modélisations.

Comportement d’une population

1. Lorsqu’on étudie la croissance d’une population (bactéries, animaux) dans un envi-
ronnement idéal (espace illimité, nourriture adéquate, absence de prédateurs, résis-
tance 4 la maladie), le modéle qui s’impose est le suivant.

Notons t pour le temps qui s’écoule et y le nombre d’individus de la population au
temps t. Le taux (instantané) de croissance de la population est donné par la dérivée
y" (en fonction du temps). En supposant qu’il y a un coeflicient de proportionnalité
entre I'effectif de la population et sa croissance, on déduit ’équation différentielle
sulvante.

y =ky ou k est le facteur de proportionnalité

2. Un environnement idéal ne refléte pas toujours la réalité, ainsi il peut étre utile de
compléter la modélisation en supposant qu’il existe une capacité maximale de la
population : il s’agirait d'une valeur K vers laquelle la population se stabiliserait
(soit en croissant si la population est inférieur & cette capacité, soit en décroissant
si la population est supérieure a cette capacité).

On tient compte de deux hypothéses qui vont dans ce sens.
(a) ¥ = ky lorsque y est petit (dans ce cas, on peut dire qu'on est proche de
I'environnement idéal).

(b) ' < 0 lorsque y > K (cette condition précise que la population doit décroitre
au cas ou clle dépasse sa capacité maximale).

Voici un modéle simple qui vérifie ces deux hypothéses.

1 y
y = k1 (1 — —)
Yy Yy K
En effet, si y est petit comparé & K, le rapport % est proche de zéro et dans ce
cas, I'équation différentielle dit que 3y’ = ky. En revanche, si y > K, alors 1 — £ est
négatif, ce qui entraine que 3’ est négatif (décroissance de la population).
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Probléme de mélange

Dans un probléme de mélange, il y a toujours un réservoir de capacité déterminée rempli
d’une solution parfaitement mélangée d’'une certaine substance (du sel, par exemple).
Une solution, de concentration donnée, entre dans le réservoir selon un certain débit et
le mélange complétement brassé, en sort & un certain débit, qui peut étre différent de
celui de I'entrée. Si y(t) désigne la quantité de substance solide dissoute dans le réservoir
au moment ¢, y'(t) représente la différence entre le taux auquel la substance entre et le
taux auquel elle en est retirée. La description mathématique de cette situation implique
souvent une équation différentielle du premier ordre a variables séparables. D’autres phé-
nomeénes entrent dans une modélisation analogue : les réactions chimiques, le déversement
de polluants dans un lac, l'injection d’un médicament dans le sang.

Réaction chimique

On cherche a calculer le taux de concentration d'une molécule X obtenue a 'aide d’une
transformation chimique de Y et de Z.

Y+7 — X

Supposons que la vitesse de formation des molécules X est proportionnelle au produit
des concentrations de Y et de Z au temps .

Notons z(t), y(t) et z(t) les concentrations® respectives de X, Y et de Z au temps t.
Alors, 'hypothése précédente se traduit ? par la loi suivante.

z'(t) = ky(t)z(t) avec k >0 (%)

Afin d’avoir une équation différentielle en z(t), on doit exprimer y(t) et z(¢) a l'aide de
z(t). Pour cela, on suppose (notons (H) cette hypothése) qu'une molécule de Y et une
molécule de Z se combinent pour former une molécule de X et qu’au départ il n’y a pas
de X. Cela permet d’écrire :

y(0) =y(t) +z(t) et 2(0)=z(t) +z(t)
L’équation (%) devient ainsi équation différenticlle suivante.

{ 2 = k() - 2(8)((0) - 2(t))
x(0) 0

1l s’agit d’un probléme de Cauchy.

|

1. En chimie, on note [X], [Y] et [Z]
2. Tl s’agit d'une multiplication et non d'une somme car on cst face & un probléme de rencontre (méme
type de probléme en combinatoire ou en probabilité)
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4.4 Les équations différentielles linéaires du deuxiéme
ordre

Une équation différentielle linéaire du deuziéme ordre est une équation différentielle de

la forme

a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(z) = f(z) oua,b, cet f sont des fonctions données

Théoréme de résolution d’une équation différenticlle du deuxiéme ordre

Soit 'équation différentielle linéaire du deuxiéme ordre.
(ED) : a(z)y"(z) + b(z)y (z) + c(z)y(z) = f(z)
et p une solution particuliére.
Soit aussi I’ équation homogéne associcée.
(BH) : a(z)y(z) + b(z)y (z) + c(z)y(z) = 0
On a

1. Si y;, est une solution de (EH), alors yp, + p est une solution de (ED).
2. Si y est une solution de (ED), alors y — p est une solution de (EH).

Autrement dit, a travers la solution particuliére p, a chaque solution de (ED) correspond
une unique solution de (EH) et réciproquement.

Preuve

On suppose qu’on connait une solution particuliére p de I'équation différentielle (ED).
On doit montrer :

1. Si yp, est une solution de (E'H), alors y = yp, + p est une solution de (ED).
11 suffit de vérifier (ED) pour y. '

a(z)y"(z) + b(z)y'(z) + c(z)y(z)
= a(@)(yn(z) + p())" + b(z)(ya(2) + p(z)) + c(z)(ya(2) + p())

— a(@)y(x) + b)) + c@)n(@) + a(@) (@) + bl (@) + c(@)p(z)
=0 car yp est S:‘;ut.i(m de (EH) =f(x) car p esl,::)h:timu de (1513)

= f(@)

Ainsi, y est bien une solution de 'équation (ED).

2. Si y est une solution de (ED), alors y, = y — p est une solution de (EH).
1l suffit de vérifier (EH) pour yj.
a(z)y(z) + b()y(2) + c(z)yn(2)
= a(@)(y(z) — p(x))" + b(z)(y(z) — p(z))' + c(z)(y(z) — p())
a(@)y (=) + b= (2) + c(@y(x) — (@) (@) + b} (@) + c()p(x))

=~ ~
=f(z) car y est solution de (ED} =Jf(z) car p est solution de (ED)

Ainsi, yp, est bien une solution de I’équation homogéne (EH). [
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Reésolution de ’équation homogéne associée

La technique présentée ici, ne fonctionne que si 'équation différentielle homogéne est a
coefficients constants et réels. Pour simplifier disons que le coefficient dominant vaut 1
(quitte & diviser) et ainsi ’équation & résoudre est sous la forme suivante.
y'+by +cy=0
A une telle équation, on associe le polyndme caractéristique suivant.
2 4+br+c=0
Le lecteur ne doit étre troublé parce qu’on utilise la variable z. En effet le polynome
caractéristique n’est qu’une parenthése lors de la résolution de I’équation homogéne.
Notons r, et ry les zéros (& priori complexes, mais supposés réels pour la suite) du
polynéme caractéristique. On a
2
?+brtc=(x—-r)(x—12) =2’ —(r+r2) T+ 1172
—_—— ~
=h =C

On obtient ici ce qu’on appelle les formules de Viéte3.

b = —(ri+mr)
c = ™o

Par conséquent, on peut écrire I'équation différentielle de la fagon suivante.

Y —(ri+r)y +riry =0
Ainsi, grace a une astuce trouvée par Paul Jolissaint, voici une équation équivalente.

lr L " f . —
(v —r1y) —r2(y —ry) =0
N st S
=z =z

Cette fagon de l'écrire est extrémement pratique afin de pouvoir se ramener 4 un systéme
équivalent, de deux équations différentielles du premier degré 4 deux inconnues.

f

z=y —ny
2 —rez =10

La deuxiéme équation est facile a résoudre par séparation des variables.
7!'
gz =0 &= —=ry < --- < z(z)=0Ce?* avec C € R
z

Ainsi la premiére équation devient ' — ry = Ce"*.

C’est une ¢quation différentielle linéaire du premier ordre en y. La solution de I'équation
homogeéne associée vaut y,(z) = ae™® (calcul identique a celui de z ci-dessus). Pour la
solution particuliére, on utilise la méthode de la variation de la constante : on cherche une
solution particuliére de la forme p(z) = a(z)e™*. En insérant ce candidat dans I'équation
différentielle ci-dessus, on obtient :

P (z) —mp(z) = Ce™™ = (o/(z)e"” + ria(z)e™) — ria(z)e™® = Cem®

= of(z)e"® = Ce™?® = o (x) = Celr2m)2

3. & ue pas confoudre avec LA formule de Viéte qui donne la formule générale de résolution des zéros

bt /B2 4ac)
2a

des polyndémes du deuxiéme degré (a: = qui ici nous permet de trouver r; ¢t ry.
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Pour résoudre o/ () = Ce™ ™) on doit distinguer deux cas.
1. 71 # ro (cas o le discriminant du polynéme caractéristique est positif).

Une primitive de o/ (z) = Ce(™™")7 st évidemment

CE(.“L“) _ _C 8(-7‘2——1"1)&‘3 — ﬁe(r2""r1 )z avec ﬁ (= i

T2—r1

=8

Donc la solution particuliére est p(z) = a(z)e™* = Belr2~)%ere = Ber®. Ainsi la
solution de I’équation homogéne est

y(z) = ae™® + Be™ avec o, f € JRI

2. ry =17y =r (cas o le discriminant du polynéme caractéristique est nul).

Une primitive de o/(z) = Ce® = C est évidemment
a(r) = Cz = fz en posant § =C

Donc la solution particuliére est p(z) = a(z)e™ = PBze™. Ainsi la solution de
I’équation homogene est

‘y('r) = e’ + Bxe’™ avec a, f € R

Remarque

Dans le cas ou le discriminant du polynéme caractéristique est négatif, les nombres
et T ne sont ni égaux, ni réels, mais complexes et de la forme ry =r+iset ro =7 —is
(avec 7, s € R). La dérivation sur les complexes étant compatible? avec celle sur les réels
pour les exponentielles et les polynémes, on se retrouve dans le premier cas. Donc

y(z) = ae™” + Be™* avec a, f € C

Or, dans les complexes, on a €% = cis(¢) = cos(yp) +isin(p) (cela peut se vérifier avec le
développement de MacLaurin ®) et ainsi, la solution y s’écrit

y(z) = a(e™ cos(sx) + e""isin(sx)) + B(e" cos(sx) — €™ isin(sx)) avec a, 5 € C
ou encore

y(z) = (a+ B) e™ cos(sz) + (ai — Bi) € sin(sz) avec o, 8 € C
g

En choisissant a = 3 — % ict f=a= %4—% 1, ou 7y et 4 sont des nombres réels quelconques,

on trouve les fonctions réelles suivantes comme solutions de I’équation différentielle.

y(z) = €™ cos(sx) + 0" sin(sz) pour tout v,d € R

Cas particulier : si r = 0, autrement dit si les deux zéros du polynéme caractéristique
sont purement imaginaires, alors

y(z) = ycos(sz) + dsin(sz) pour tout 7,4 € R

4. méme si la définition de la dérivée au sens complexe est la méme, les limites se calculent de maniére
plus subtile dans le plan complexe.
5. le développement de MacLaurin sera présenté en analyse en [in de troisiéme année.



