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Chapitre 4

Les équations diophantiennes

Les nombres réels sont trés utiles, mais parfois on préfére résoudre des problémes qui
nécessitent des solutions a valeurs entiéres. Voici deux problémes nécessitant 1'utilisation
d’outils spécifiquement élaborés pour résoudre des problémes sur les entiers.

1. Un cinéma vend deux sortes de tickets : ceux & 12 CHF et ceux a 17 CIIF.

Un soir, la caissiére constate qu’elle a encaissé 285 CHF, mais elle ne se souvient
pas du nombre de billets de chaque sorte qu’elle a vendus.

Est-il possible de le lui dire? Et si le ticket le plus cher valait 18 CHEF?

2. On dispose de deux sabliers : un a 4 minutes Pautre & 7 minutes. Comment faire
’
pour déterminer un t-emps de 9 minutes ?

4.1 Calcul du pgced, algorithme d’Euclide
Définition
Soit a et b deux nombres entiers.

On définit le plus grand commun diviseur de a et b, noté pged(a, b), comme étant le plus
grand nombre positif qui divise & la fois a et b.
Exemples

1. On a pged(12,14) = 2.

En effet, I'ensemble des diviseurs de 12 est Dyp = {1,2,3,4, 6,12} et Pensemble des
diviseurs de 14 est Dyy = {1,2,7,14}. L’ensemble des diviseurs commun & 12 et &
14 est donc Dy N Dyy = {1,2}. Ainsi, le plus grand commun diviseur est 2.

2. On a aussi pged(2,3) = 1.
3. Ou encore pged(7,—21) = 7.

4. On a pged(0,b) = b si b # 0, car 0 est divisible par tout nombre. On utilise la
convention pged(0,0) = 0 pour respecter la régle précédente (voir aussi le théoréme
de Bezout en page 25).

Définition. Deux nombres a et b tels que pged(a, b) = 1 sont dit premiers entre-eu.
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Résultat

Soit a et b deux nombres entiers avec b # 0. En effectuant la division euclidienne de a
par b, on obtient un quotient g et un reste r tels que a = gb+r (et 0 < r < |b|). Alors

pged(a, b) = pged(b, )

Preuve
1. pged(b,r) < pged(a, b).

Pour montrer cela, il suffit de montrer que pged(b, r) divise a et b. Ainsi, il sera bien
plus petit ou égal au plus grand commun diviseur de a et de b, noté pged(a, b).

Or, il est évident que pged(b,r) divise b et r (par définition). Ainsi il divise aussi
gb et r, donc pged(b,r) divise a = gb+ 7.

2. pged(a,b) < pged(b,r).

Pour montrer cela, il suffit de montrer que pged(a, b) divise b et r. Ainsi, il sera bicn
plus petit ou égal au plus grand commun diviseur de b et de 7, noté pged(b, r).

Or, il est évident que pged(a, b) divise a et b (par définition). Ainsi il divise aussi @

et ¢gb, donc pged(a, b) divise r = a — g¢b.

On a ainsi montré que pged(b,r) < pged(a,b) < pged(b,r). Il est donc évident que
pged(a, b) = pged (b, r). O

4.1.1 L’algorithme d’Euclide

Soit a et b deux nombres entiers non nuls. Grace au résultat précédent, on peut en
effectuant des divisions euclidiennes successives calculer pged(a, b).

comme b # 0, a=bg + 711, pged(a, b) = pged(b, ), 0<r < b
siri #£0, b=riq+ry, pged (b, 1) = pged(ry, r2), 0<r<mn
sirg #0, 11 ="roq3+T3, pged(ry, m2) = pged(re, 73), 0<ry <y

si Tn—1 7é 0;. Tn—2 = Th—1n + T, ngd(Tn- 2y Tﬂ.—l) = ngd ('f'n_l, r'r"n,)j 0= Tn < Tp—1
sir, =0, ngd(rn—la?ﬁn) = ngd(Tﬂ—l; 0) =Tn-1
On a ainsi construit une suite d’égalité
pged(a, b) = pged(b,ry) = pged(ry,r2) = - - - = pged(rn-2, T 1) = pCA(Th-1,Tn) = Tn—1

ou le premier reste nul est 7,. Dans ce cas pged(a, b) est égal au dernier reste non nul.
Comme les restes forment une suite de nombres naturels strictement décroissante, il est
certain qu’il y aura un premier reste nul (noté ici r,).
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Voici Palgorithme d’Euclide en JavaScript et en Python respectivement.

function euclide(a,b)
{while ( b =0 )
{reste = a ¥ b

a=o>b
b = reste
}

return a

def euclide(a,b)

while ( b !'= 0 )
reste =a % b

a=>o
b = reste
return a

}

4.2 Théoréme de Bezout, algorithme d’Euclide étendu

4.2.1 Théoréme de Bezout

Soit a et b deux nombres entiers.

Alors, il existe deux nombres entiers x et y tels que az + by = pged(a, b).

Preuve

L’algorithme d’Euclide étendu décrit ci-dessous permet de trouver les entiers z et y. O

4.2.2 L’algorithme d’Euclide étendu

Jet algorithme consiste a compléter ’algorithme d’Euclide.

Algorithme (la preuve est en annexe en page 32)

Il s’agit d’un tableau & quatre colonnes : la premicre colonne correspond a 'algorithme
d’Euclide ; la derniére colonne est celle des quotients. Dans les deux colonnes au milieu,
on place (de gauche a droite et de haut en bas) les nombres 1, 0, 0, 1. On peut choisir
de remplir le tableau colonne par colonne en commencant par la premiére et la derniére
colonne, on peut aussi remplir le tableau ligne par ligne. Les trois premiéres colonnes se
construisent de maniére similaire : on calcule le nombre suivant (en gris clair) 4 I'aide
des deux nombres qui se trouvent juste en dessus et le quotient (en gris), comme montré
ci-dessous. L’algorithme est terminé lorsqu’on a rempli la ligne du reste nul, notée ().

— R - - a !!)
b e s gl ) & quotients
L
1 =0— bq1 1-— 0@1 0— j.(_}l 2
e cele i o : : Tl el e q_;‘.},l Hiy
Tifl =P — it 18 — WGy G gy Gi+2
(Q?) Tn—1 = I)ng(a: b) Sn In Gn
(&) ot || Up Uy,

On trouve a la ligne (©) la combinaison de Bezout et un bonus 4 la ligne ().

(V):a-s,+b-t,=pged(a,b) et ($):ia-u,+b-t,=0
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Exemple

On cherche la combinaison de Bezout pour a = 28 et b = 6.

28 6
28| 1 0 | quotients
6 0 1 4
4 1 -4 1
(V) | pged(28,6) =2 | —1 5 2
() 0] 3 -14
Ainsi, on a :
Bezout (V): 28-(—-1) + 6- 5 = 2
{ (¢): 28- 3 + 6-(-14) = 0

Remarque

A chaque ligne, on retrouve le terme de gauche en écrivant la combinaison avec les deux
termes du milicu.

a b
a| 1 0] quotients
bl 0 1
r s l

Autrement dit, quelque soit la ligne, on a :
r=a-s+b-t

Cette propriété, démontrée en page 34, permet de repérer les éventuelles erreurs de calcul.

4.2.3 Lemme de Gauss (généralisation du lemme d’Euclide)
Soit @ et b deux nombres entiers.

Si ¢ est un nombre tel que pged(c, a) = 1 et tel que ¢ divise ab, alors ¢ divise b.

Preuve

Par le théoréme de Bezout, il existe deux nombres entiers x et y tels que
c-x+a-y=1
En multipliant cette équation par b, on obtient :

c-z-b + a-y-b =b

divisible par ¢ giyisible par ¢, car ¢ divise ab

Donc b est divisible par c. []
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4.3 Les équations diophantiennes

Définition

Soit a, b et ¢ trois nombres entiers. I.’équation ax+ by = ¢ est une éguation diophantienne
si les solutions cherchées x et y sont des nombres entiers.

Reésultat d’existence d’une solution

Soit a et b deux nombres entiers. On a I’équivalence :

ax + by = ¢ admet (au moins) une solution enticre <= pged(a,b) divise ¢

Preuve constructive

“=7 Tl est évident que pged(a,b) divise ax et by, donc pged(a,b) divise leur somme qui
vaut ¢ (car = et y sont solutions entiéres de I'équation az + by = ¢).

“<=" Par le théoréme de Bezout, il existe deux nombres entiers m ct n tels que :
am + bn = pged(a, b)

Ces deux nombres entiers m et n se trouvent gréace a ’algorithme d’Euclide étendu!
Par hypothése, il existe k € Z tel que pged(a,b)k = ¢ (& k = oacd(agy)- Ainsi en
multipliant ’équation ci-dessus par k, on obtient : '

a(mk) + b(nk) = pged(a,b)k = ¢

De ce fait, le couple (x;y) = (mk;nk) est une solution de az + by = c. O

Remarque importante

Avant de résoudre une équation diophantienne, on vérifie toujours si elle admet une
solution en utilisant ce résultat d’existence. En effet, si ’équation n’admet pas de solution,
alors le probleme est clos. Alors que si elle posséde une solution, il va falloir travailler
pour toutes les trouver!

Recherche d’une solution particuliére d’une équation diophantienne

Dans le cas ou 'existence d'une solution est vérifiée, on peut commencer a chercher les
solutions de I’équation diophanticnne.

La méthode de recherche d’une solution particuliére se trouve dans la preuve constructive
du résultat d’existence d’une solution & ’équation diophantienne.

1. Grace a I'algorithme d’Euclide étendu, on trouve une solution particuliére (m;n)
de 'équation ax + by = pged(a, b).

2. Pour trouver une solution particuliére (zq;yo) de 'équation az-+by = ¢, on multiplie

m et n par i TCR Ainsi

(To; ¥o) = (m : pg(:dc{a,-‘)) g chdc(a,b))
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Théoréme de résolution d’une équation diophantiennc
Soit I'équation diophantienne (ED) : ax + by = ¢ et (xg;yo) une solution particuliére.
Soit aussi I’ éguation homogeéne associée (EH) : axz +by =0. On a
1. Si (z;yp) est une solution de (EH), alors (z,+o; yn+¥o) est une solution de (ED).
2. Si (z;y) est une solution de (ED), alors (z — zo; ¥ — yo) est une solution de (EH).

Autrement dit, & travers la solution particuliére (zo;y0), & chaque solution de (ED)
correspond une unique solution de (EH) et réciproquement.

Preuve

On suppose qu’on connait une solution particuliére (zo; yo) de 'équation (ED).
On doit montrer :

1. Si (zp; ys) est une solution de (FH), alors (z;y) = (2, +%o; Yn +yo) est une solution
de (ED).

Il suffit de vérifier (ED) pour (z;y).

= c car (zp;yo) est solution de (ED)

et N,
ax +by = a(zy +xo) +b0(yn + %) = axy, +by, + axo+byy = ¢
N, e

Ainsi, (z;y) est bien une solution de I’équation diophantienne (ED).

2. Si (z;y) est une solution de (ED), alors (z,;yr) = ( — Zo; ¥ — yo) est une solution
de (EH).

11 suffit de vérifier (EH) pour (zp;ys)-

= ¢ car (zg;yo) est solution de (ED)
PIAEET. —
axy +byn = alz —zo) +bly —yo) = ax+by — (azo+ byn) =0
| S — _

= ¢ car (z;y) est solution de (ED)

Ainsi, (z3;yy) est bien une solution de I’équation homogene (F 7). ]

Solution générale de ’équation diophantienne

Lorsque pged(a, b) divise ¢, les solutions de 'équation diophantienne az + by = ¢ sont

T =|T . k
r =|Xg||— TR
sged(a, b
pged(a, b) Ckez
y =|yol| |+ S —
71PN peed(a,b) |
Solution particuliére =+ Solution générale de 'équation homogéne

(voir page précédente) (voir preuve page suivante)

Slogans

1. A chaque solution correspond un unique % (le méme pour les deux équations).

2. A chaque nombre entier k correspond une unique solution.
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Precuve

Le théoréme de résolution permet d’énoncer la solution générale de 1’équation diophan-
tienne dés qu’on connait une solution particuliére et la solution générale de 1’équation
homogeéne. Ci-dessous, on démontre que la solution générale de 1’équation homogéne
azx + by = 0 est bien celle précitée.

: montre que les i ntier = () s’écrivent comr
1. D’abord, on montre que les solutions entiéres de ax + b 0 s’écrivent comme

. et y= il k
Y YT beed(a,b)

= pecd(@d) "

Pour cela, on distingue :

(a) Sia#0 et pged(a,b) = 1.

avec keZ

Dans ce cas, on a —ax = by, ainsi a divise by, mais comme pged(a, b) = 1, par
le lemme de Gauss, on sait que a divise ¥ (ou que y est un multiple de a).

Par conséquent, y = ak avec k € Z et ainsi :

ax +by =0 spibst ax + bak =0 — a(lx+bk)=0
y:a'k y:ak ’y:a,k‘

- {x+bk =0 {.-:c:—bk
— —
Y= a.k Y= U;k
On a donc les solutions désirées, puisque dans ce cas, on a pged(a, b) = 1.
(b) Sia # 0 et pged(a,b) # 1.
On se raméne au cas précédent en divisant I’équation ax+by = 0 par pged(a, b).

pged(a,b) a b

ar +by=0 = x =0
oy gcd(a, b) T pged(a, b) i
- o Py . . "] b _
Qn :,-.le trouve bien dans le cas précédent car pged (pgcd.(a,b}’ pgcd(ﬂ,b)) = 1. Donc,
il existe k € Z, tel que
b a
r=—————k ot y=——k avec keZ
pged(a, b) 4 pged(a, b) avee <

(¢) Dans le cas ot a = 0, c’est b qui est non nul, et on effectue les raisonnements
symétriques (en échangeant les roles de a et b).

2. 1l faut encore montrer que les valeurs

T = 76 k et y= s
~ pged(a,b) y=

sont solutions de ax + by = 0 et ceci quelque soit la valeur de k € Z.

m k avec k =

C’est bien le cas, car

.. (_ b k) Iy ( a AT abk N abk _0
pged(a, b) peed(a,b) ) pged(a,b)  pged(a,b)
L]
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Remarques

1. Puisque pged (pgr d”'(a?b), v d”(a?b)) = 1, le pged des solutions de I'équation homogeéne

est la valeur absolue de &

Par conséquent, si on a des solutions dont le pged vaut 1 alors ces solutions sont

PO - —_a_ — b
€L = pged(a,b) et y= pgcda(a;b)’ oux= pged(a,b) et y= pgcd(a b) ('L" :El)

2. Les deux derniéres lignes de I'algorithme d’Euclide étendu sont trés importantes.

b
i a § 1 0 quotients
E b § 0 1 T
s . E P % 55 4
(V) | pged(a, b) | m?; n Gn
¢ i a
(©) ' 0 [ j:pgcd(ﬂsb) T pecd(ap)

A la ligne (©), on trouve une solution (m;n) de 'équation ax + by = pged(a, b).
A.in.si (.“L'o.; Yo) = (m. - oa Dd""‘(a,b) T o d"'(a,b)) est une solution particuliére de 'équation
diophantienne ax + by = c.

A 1a ligne (<), on trouve (au signe prés) les cocfficients de k de la solution générale
de I'équation homogéne ax + by = 0. Pour démontrer que c’est bien le cas, il suffit
de combiner la remarque précédente avec la conséquence du bas de la page 35.

Exemple
On désire résoudre 'équation diophantienne 34z + 16y = 14.
1. On commence par vérifier si 'équation admet au moins une solution.

C’est bien le cas car pged(34, 16) = 2 divise 14.

2. Pour trouver la solution générale, on va calculer les lignes (V) et () de Palgorithme
d’BEuclide étendu.

34 16
341 1 0| quotients
6] 0 1 2
D 21 1 =2 8
(&) 0] -8 17

Ainsi (1; —2) est une solution particuliére de ’équation 34z + 16y = pged(34, 16),
puisque la ligne (©) dit que 34 -1+ 16 - (—2) = 2.

Donc (7; —14) est une solution particulicre de 34z + 16y = 14. En effet, on la trouve

en multipliant par 7 = m la solution de ’équation 34z + 16y = pgcd(34 16).

En utilisant la ligne (), on peut directement donner la solution générale de I’équa-
tion diophantienne 34z + 16y = 14, qui est

keZ

£ = 7T — 8k
y = —14 + 17k’
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4.4 Annexe sur la relation entre les droites du plan et
les équations diophantiennes

1. Dans le plan R?

Soit @, b, ¢ € Z. L’équation ax + by = c est 'équation d’une droite d dans le
plan R?2. Une solution particuliére Py(zo; o) est un point Py de cette droite. Dans
le chapitre de géométriec du cours DF, il est démontré que le vecteur (_ab) est un
vecteur directeur de cette droite. On donne ainsi une représentation paramétrique

de la droite
. r = Iy — bk .
d'{y = G d G kel
2. Dans le réseau Z>

Soit a, b, ¢ € Z. Le réscau Z2 est 'ensemble des points & coordonnées entiéres dans
le plan R?. Lorsque pged(a, b) divise ¢, on vient de voir que 'ensemble de solutions
de I'équation diophantienne az + by = c est décrit par

B b
&= #g — Mb_)k keZ
¥ = h * =0an

b

x —b ~ pee 3 . is

En fait, les vecteurs (a) ct ( ”gzd (“’b}) sont paralléles, mais le deuxiéme est, au
pged(a,b)

3 o e i

signe preés, le vecteur paralléle a ( G) a composantes enticres le plus court.

Exemple

Ci-dessous, on voit la droite d; : 22+ 4y = 9, qui ne passe par aucun point du réseau Z?,
puisque pged(2,4) = 2 ne divise pas 9. On voit aussi la droite dg : 22 + 4y = 4, qui passe
par une infinité de point du réseau Z? car pged(2,4) = 2 divise 4. Son vecteur directeur
a composantes entiéres le plus court est, au signe prés, ( 12) e
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4.5 Annexe sur lalgorithme d’Euclide étendu
Cet algorithme consiste a reproduire 'algorithme d’Euclide en n’oubliant pas les quotients
de chaque étape.

Pour établir cet algorithme, la notation et la multiplication des matrices de taille 2 fois
2 sont essentielles.

Etape 1 : pged(a, b) = pged(b,r1). On effectue la division euclidienne a = bgy + r; avec
0 <7 < |bl. Ainsi, on a r; = a — bg;, et a l'aide de la notation matricielle, on peut écrire

Pexpression suivante.
by (0 1 a
rn) \1 —a b

Etape 2 : pged(b,r1) = pged(ry, r2). On effectue la division euclidienne b = rigs + 1o
avec 0 < ro < 1. Ainsi, on a r9 = b — r1¢s et a 'aide de la notation matricielle, on peut

écrire I'expression suivante.
my (0 1 b
T2 1 —q2 1

Etape n : pged(r,—2,7,-1) = pged(ry,—1, 7). On effectue la division euclidienne r,, o =
Tn—1qn + Tn avec 0 = r, < r,1. Ainsi, on a r, = r,_s» — Th_1¢, ¢t 4 'aide de la notation
matricielle, on peut écrire I'expression suivante.

()= ()= () )

On retrouve la multiplication matriciclle !

Grace aux ¢tapes 1 et 2, on peut exprimer 7, a 1’aide de a et b (rappelons que le but de
lalgorithme est d’exprimer r,_; (qui est ¢gal au pged) en fonction de a et b (voir 'énoncé
du théoréme de Bezout)).

En effet, on a ry =a — bg, et 13 = b — r1¢g2. Donc

ra=b-—rigg=b—(a-bq1)a=b—ag2 + bz = —a+ (1+ )b
Ce qui matriciellement donne ’expression suivante.
(’r-,) _.( 1 -1 . a
T ¢ 1+qg b
Cette matrice s’obtient grace a la multiplication matricielle suivante.
( 0 1 ) ( 0 1 B 1 —q
I —q I —q —G2 14+ qige
On peut donc utiliser le produit matriciel suivant.
(ﬁ):(O 1 b\ (0 1 /0 1 a
T2 I —q 8! I —go I —q b

1. Le lecteur avancé ne sera pas surpris de ce fait. En effel la multiplication matricielle correspond a
la composition d’applications.
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Les matrices produits

Maintenant que 1'on a vu que des produits matricicls apparaissent, on va apporter une
nouvelle notation. Pour chaque ¢ € {1,2,... ,n}, on définit la matrice ci-dessous qui est
en fait le produit des i premiéres matrices ayant le quotient comme coefficient.

ss 6\ _ (0 1 0 1 0 1
M“'_(ua' 'v«a>_(l —@i)'”(l —qz)(l —ql)

Réécrivons nos étapes sous cette notation. Voici I'étape 1.

b 0 1 a a
= :M
()= (1 =) ()= ()
Voici I'étape 2.
1 0 1 b 0 1 fa a
()= (0 ) () = (0 = ) () =4 (;)

T
Ms

Voici 'étape i + 1

(1) (8 1) () (2t ) () -me)
Tit1 I —gin r J O\l =g ) "\b) 1y

N

Miya

Et voici 'étape n (la derniére).

()= (2)-(2) (A () ()-46

"
o

M

Ainsi, a la derniére étape, on voit la combinaison voulue dans le théoréme de Bezout.

pged(a,b)\ [Tt a\  { sn t a\ [ Spra + t,-b
(5m?) = () =)= (i) () - (e T ) o

Procédure itérative

Comme on vient de le voir, il faut trouver les coefficients de la matrice M,, pour trouver
la combinaison voulue dans le théoréme de Bezout.

La méthode la plus simple pour calculer M, est itérative (penser & une démonstration
par récurrence (aussi appelée démonstration par induction)). On connait la matrice M.

o sttty (0 1 . b . a
M, = ( S ) = ( i —g ) puisque (?“1) = M (b)

On peut aussi considérer une étape 0 qui fait intervenir une matrice My (qui est I'identité
car il s’agit de I’élément ncutre de la multiplication).

My = 50 fg . 1 0 T a . 1 0 a
o w vo ) 1 puisq ) Vo 1) \p
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Si on connait la i-iéme matrice M;, on peut trouver la matrice M; . En effet, en se basant
sur Pétape i + 1 vue ci-dessus, on voit que :

Sit1  bit1 i 0 1 . 8 1 - U; Uz .
Uit1 Vitl L. i Ui ;i 8 — UGyl b — ViQi1

g
Mg M;

On counstate que la premiére ligne de M;, est égale a la deuxiéme ligne de M;. 11 se passe
le méme phénomeéne avec les vecteurs issus de 'algorithme d’Euclide.

Etapei ~» EKEtapei+1

s; t; U U;
M; = ‘ z % : ’ = M;
U; U S; — WiGiy1 b — ViQiq1

L Tit1
N—— N——

vecteur de 'élape € vecteur de Pétape i | 1

Algorithme

Dans cet algorithme, on place les vecteurs dans la premiére colonne, les matrices M; dans
les deux colonnes centrales et dans la derniére colonne, on écrit les quotients.

a b
a 1 0 quotients
b 0 1 ) q1
T S; t; d;
T Uj Ui i1

Tit1 =Ti—1 —TiGip1 | Si— UiQip1 b — V@1 | Qiao

Tn—1 = pged(a, b) . tn In
Tn = 0 Un Un

On trouve & 'avant-dernicre ligne la combinaison de Bezout cherchée et un bonus a la
derniére ligne (voir formule (%)) : pged(a, b) = spa + t,b et 0 = upa + t,b.

Remarque

A chaque ligne, on retrouve le terme de gauche en écrivant la
combinaison avec les deux termes du milieu.

Quelque soit la ligne, on a r = s -a +t - b. Cette propriété a b
permet de repérer une éventuelle erreur de calcul. a| 1 0]quotients

Cette propriété est issue des matrices M; précédentes.
En effet, & chaque étape 7, on a bien

a1 — M. a . s; 1 a . s;i-a + t;"b
T; T b - U;  U; b o U - a + 'U;"b
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Proposition 1
S; t.,;

Pour tout 7 € N, les coefficients de M; = ( ¥
i Vi

) satisfont la propriété s;v; —t;u; = +1.

Preuve par récurrence

1. Ancrage pour z =0 :

Les coefficients de My = ( L0 ) satisfont la propriété quiest : 1-1—0-0=1.

01
2. Pas de récurrence simple :

on suppose que c’est vrai pour ¢ et on montre que c’est vrai pour 7+ 1.

L’algorithme d’Euclide étendu dit que :

'TM—'_H_ . o Si1 t?; 11 . U; (5
Vi1 = =
Uip1 Uip1 Si — UiGiy1 by — Vg1

ol 8;, t;, u; et v; sont les coeflicients de la matrice M;.
La propriété peut se simplifier ainsi :
Sit1Vipr — bipivr = Uit — vigiy1) — vi(si — wigita)

= wt; —1;8 = —(Si_?)z-—tiu._;_) Izi = (ﬂ:l) = F1 []

Proposition 2
Soit a et b deux nombres entiers. S'il existe deux nombres entiers z et y tels que
ax + by = +1

Alors a et b sont premiers entre-eux (c¢’est-a-dire que pged(a, b) = 1).

Preuve

Soit d un diviseur positif de a et de b. Alors d divise az et by, donc d divise az + by.
Comme ax + by = +1, on sait donc que d divise £1. Or, le seul diviseur positif de +1
est 1, donc d = 1.

Par conséquent, le scul diviseur positif commun a a et a b est 1. Cela signifie que a ct b
sont premiers entre-cux. O
Conséquence des propositions 1 et 2

Les nombres qui sont inscrits & chaque ligne dans les colonnes centrales de 1’algorithme
d’Euclide étendu sont premiers entre-cux !

a b
| a 1 0 | quotients
b 0 1 1
Tn—1 = pged(a,b) | s, 1, Gn
Tn = 0 Up U




