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Chapitre 4

Equations polynomiales

Définitions

: &

Une équation est une égalité entre deux expressions mathématiques qui contiennent
des variables, des lettres (représentant des valeurs fixes) et des nombres.

2. Une wvariable est une grandeur a priori inconnue. Par défaut, elle vit dans R.

. Une équation est résolue lorsqu’on a trouvé toutes les valeurs, qui mises a la place
des variables correspondantes rendent la proposition (donnée par 'équation) vraie.

L’ensemble de ces valeurs est appelé 1'ensemble de solutions, généralement noté S.
. Une premiére équation implique une deuxiéme équation, lorsque les solutions de la
premiére sont aussi solutions de la deuxiéme. Mais, il est possible qu’il y ait plus
de solutions dans la deuxiéme que dans la premiére.
Par exemple
t=2=2’=4, mais *=44z=2
. Deux équations sont dites équivalentes si 'ensemble des solutions de chaque équa-
tion est le méme.

Par exemple
7] =2 = £ =4

Au début, on ne va travailler qu’avec des équations & une variable, notée z.

Quelques types d’équations

1

[ R}

(1

. Les équations du premier degré sont de la forme
ar+0=0 avec nbeRetaz#(
. Les équations du deuziéme degré sont de la forme
ar® +br+ec=0 avec abecReta#0
. Les équations de degré n avec n € N, n = 3 sont de la forme
" 4 12" 4t ar+ay=0 avec ar€Reta,#0
. Les équations du deuziéme degré camoufiées sont de la forme

a-yx)2+b-y(x)+c=0 avec a,bc€ER, a#0, y(z)dépend de z
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4.1 Résolution des équations du premier degré

Dans ce cas, la méthode la plus utilisée pour résoudre une telle équation consiste & trouver
une équation équivalente pour laquelle la variable est isolée d'un coté de 1'égalité. Dans ce
but, on effectue une succession d’'OPERATIONS REVERSIBLES de chaque coté de 1'égalite
de I'équation.
Par exemple pour résoudre I'équation 5z + 6 = 2z + 4, on peut procéder comme suit.
~ —6 = =2 . . o 2
Sr+6=224+4 < Sx=2r-2 < 3r=-2 & 3::—5

Par conséquent, I'ensemble de solutions de cette équation est S = {—% ;

Au-dessus de chaque équivalence, il peut étre utile de noter 'opération que l'on fait pour
passer de 'équation de gauche a celle de droite. Afin de pouvoir parler d’équivalence (&),
il faut s’assurer que cette opération est réversible.

Il y a évidemment plusieurs fagons de procéder. Ce qui compte, ¢’est d’avoir une équation
équivalente ol z est isolé!

4.2 La propriété du produit dans les nombres réels

Sioa et b sont deux nombres réels, alors on a 'équivalence suivante.
a-b=0 <= a=0o0u b=0

L’implication ‘=" traduit le fait que R est anneau intégre.

Application

Si on cherche & résoudre 'équation (z + 1)(z — 2) = 0 dans les nombres réels, on peut
utiliser la propriélé du produit qui dit que :

(z+1)(z—2)=0 < z+1=0 ou z—2=0
= z£=-1 o1 $=12

De maniére plus générale, on a ’équivalence :

(x—z)(z—22) =0 <= z=21 ou z=n1

4.3 Résolution des équations du deuxiéme degré

Théoréme
On a I'équivalence :
ax® + bxr + ¢ = 0 admet 1 ou 2 solutions <= az” + bz + ¢ peut se factoriser

La preuve de ‘= est montrée dans les pages suivantes, et ‘<=’ se démontre de manicre
directe en utilisant la propriété du produit.

La contraposée (qui est aussi vraie) est :

az® + bz + ¢ ne se factorise pas <= az® + bz + ¢ = 0 n’admel pas de solution
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4.3.1 Deux méthodes de résolution et la formule de Viéte

Pour résoudre 1’équation du deuxiéme degré az? + bz + ¢ = 0, avec a # 0, on commence
par examiner les deux cas particuliers suivants.

1. Premier cas : b= 0.
Dans ce cas, I'équation est az®+c = 0 et peut étre ramenée & 'équation équivalente

suivante (en posant d = —£).

?=d avec deR

Une telle équation admet exactement :

e 0 solution si d < 0.
En effet, comme 22 est un nombre réel positif, il ne peut pas étre égal a d qui
est négatif.

e 1 solution si d = 0.
En effet, on a les équivalences suivantes :

propriété
’ du produit
2=0 << z-2=0 z=0

e 2 solutions si d > 0. Les solutions seront v/d et —/d (ces racines carrées
existent et ne sont pas égales car d # 0). En effet, on a :

idcnltitc': dpmpridétet - \/E
.'I;Z:d “\_zd}’ .“I;Q_dzo ri:;&\_i;}‘;l‘ (ZL—\/&)({L'—I-\/&):U u produi -

z=—vd

En résumé, on a I’équivalence :

?=d < r=+Vd

Cette équivalence livre bien deux solutions si d est positif, une solution si d est nul
et aucune solution si d est négatif (puisque la racine carrée d’'un nombre négatif
n’existe pas).

2. Deuxiéme cas : ¢ = 0.

Dans ce cas, I'équation est az? 4+ bz = 0. Pour trouver les valeurs de =z, il suffit de
mettre x en évidence et d'utiliser la propriété du produit.

‘I|I'-':-'I1rrltl‘li:'1'::’i=‘ =10 =0
ar +br =0 < zlax+b) =0 A ou = "
ar+b=10 = —%

Ainsi une telle équation admet toujours exactement 2 solutions dont 0.

Remarque cruciale : il est trés important de ne pas apprendre par cceur les
solutions de cette équation. Il suffit de se souvenir de la méthode utilisée.
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La formule de Viéte

On peut maintenant examiner le cas général, c’est-a-dire lorsque 1’équation du deuxiéme
degré est du type az?® + bz + ¢ = 0 avec a,b, ¢ # 0.

Les calculs qui suivent sont aussi valables si b = 0 ou ¢ = 0. Mais les méthodes précédentes
sont plus efficaces (gain de temps et diminution du risque de faire une erreur de calcul).

b c
ax? +br+c = al|l 224+-—2 +-
i a

I

a (:IH-

i (T—Fb)z b2 — dac
= allzx 2 12

Dans la zone grise, on a utilisé une technique de calcul qui consiste a écrire un polynéme
de degré 2 en z de fagon a ce que z n’apparaisse qu'une seule fois. Cette technique sera
aussi utile dans le chapitre des fonctions pour trouver le sommet d’une parabole et dans
le chapitre de géométrie pour les équations des cercles et des sphéres.

Ainsi, on a

2 b\? % —dac
ar*+br+c=0 <= (z24+—]| = ————
2a 4a?

Comme on I’a vu dans le premier cas de la page précédente, le nombre de solutions dune

g . 5 o . 2 .
telle équation est donné par le signe de I'expression %. Or, comme 4a? est toujours

positif, le signe de I'expression ¥* — 4ac détermine le nombre de solutions de I’équation.
Cette expression est ainsi appelée le discriminant de I’équation et est notée A = b — 4ac.
Ainsi I'équation az?® + bz + ¢ = 0 posséde exactement :

e 0 solution si son discriminant est négatif (c'est-a-dire si A < 0).

e 1 solution si son discriminant est nul (c’est-a-dire si A = 0).

e 2 solutions si son discriminant est positif (c’est-a-dire si A > 0).

On utilise I'équivalence du premier cas de la page précédente pour conclure.

- E 2 _ P —dac vigpa b bf " dac 978 b I —dac
2a 4a? 2a 2|al la|=—a 2a 2a
s o<

En résumé, on a démontré la formule de Viéte.

—b+ /b2 — dac
2a

ar? +br+c=0 — z=

Cette équivalence livre bien deux solutions si le discriminant est positif, une solution si
le discriminant est nul et aucune solution si le discriminant est négatif (puisque la racine
carrée d'un nombre négatif n’existe pas).
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Bonus : la factorisation de ax? + bx + ¢

Reprenons la factorisation obtenue aprés la technique de calcul de la zone grisée et conti-
nuons cette factorisation grace a l'identité remarquable d? — ¢ = (d — e)(d + ¢).

‘ b\2 b —dac
ax? + bx +c = a(($+2a) —W—) (%)
A0 ( b Vb2 —4dac ) ( b Vb —4dac )
= alx+ T e R T i -+ re—
ViaZ=2]q| 2a 2|al 2a 2|al
L?'i:fu ( b+ V% —dac ) ( —b— Vb —4dac )
|aE:—LL G " 2a i N 2a
sl a<D ' =
premiére solution deuxidéme solution
de az® + bz +ec=0 dear? +bx+c=0

Remarque. Si A =0, en (%) on a une simple identité remarquable.

Exemples

1. Résolvons 'équation 222 — 2z + % =0,

Comme le discriminant de cette équation est A = 4 — 4 = 0, on sait qu'il se cache
une identité remarquable (et qu'il n'y a qu'une solution).

i

P : 1\ _ il B o
QJ,—2,1,+§—0<:>2I‘ :C—|—4 =0 << 2|z 5 =0 << =

—

Donc I'ensemble de solutions est S = {3}. Bien siir, on aurait aussi pu utiliser la

formule de Viéte, mais ¢’est plus eflicace avee I'identité remarquable.

2. Résolvons I'équation 2? + 22 + 2 = 0.
Comme le discriminant de cette équation est A =4 — 8 < (), on sait qu’il n’y a pas
de solution. Donc 'ensemble de solutions est vide : S = 0.

3. Résolvons l'équation 22 — 2 — 1 = 0.

Comme le discriminant de cette équation est A =14+ 8 =9 > 0, on sait qu'il y a
deux solutions et on utilise la formule de Viéte pour trouver ces solutions :

1+4/9 1+3 1
= i = 1 = —3 oul
Donc I'ensemble de solutions est S = {—3,1}.

2 —x—1=0 < zx

Néanmoins, pour étre sir que la factorisation ci-dessus soit comprise, on factorise
ce polynéme en utilisant la technique de calcul précédemment vue (zone grise).

21— o (- 1) - - (R - 1)
-2 %) = 2(E-D-D(E-D+3)

Ainsi, ona 22 —z—1= 2{.‘1:— |}(.‘r+ é) =[] <= = —% ou 1.
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4.3.2 Les équations du deuxiéme degré camoufiées

Pour résoudre 1'équation du deuxiéme degré en y(z), a - y(z)? + b - y(z) + ¢ = 0 (avec
a,b,c € R,a # 0 et ot y(x) est une expression algébrique qui dépend de z), on utilise
aussi la formule de Viéte. On a :

—b+ /b —4ac

2a :

a-y(@)?+b-y(x)+c=0 < y(z)=

Ensuite, on termine la résolution en cherchant les valeurs de = qui sont solutions.

Exemples

1. Reésolvons I’équation 2z* — 22 —1 = 0. Il faut reconnaitre une équation du deuxiéme
degré en 2! Une telle équation est aussi appelée bicarrée. On a :

2zt — 12— 1=0 < 2(z?)’—-(z¥)-1=0

Ainsi, on a y(z) = z?. Par Viéte, on trouve que : y(z) = —% ou 1l
Donc 22 = —1 ou 2?2 = 1. La premiére équation n’admettant pas de solution, il

reste & résoudre z2 = 1. Donc les solutions de I'équation bicarrée sont +1.
Par conséquent, I'ensemble de solutions est S = {£1}

2. Résolvons I'équation 22% — 2711 = 3. 1] faut reconnaitre une équation du deuxiéme
degré en 2! On a :

2% _ 97t =3 &= 2% 2.2 _3=0 < (2°)*-2(2%)-3=0

Ainsi, on a y(z) = 2°. Par Viéte, on trouve que : y(z) = —1 ou 3

Donc 2* = —1 ou 2* = 3. La premiére équation n’admettant pas de solution, il
reste a résoudre 2% = 3. Il y a donc une seule solution qui est z = log,(3) = 1.5850.

Par conséquent, I’ensemble de solutions est S = {log,(3)}.

4.4 Reésolution des équations de degré supérieur a 2

Pour n = 3 on n = 4, il existe des formules générales, appelées formule de Cardan pour le
degré 3 et formule de Ferrari pour le degré 4, comme pour celle de Viéte pour le deuxiéme
degré, mais elles sont plus complignées et plus difficiles A ntiliser.

Le jeune Evariste Galois ', mort en 1832, a permis de montrer, en 1843, qu'il n’y a aucune
formule générale pour résoudre les équations de degré plus grand ou égal 4 5.

On utilisera une méthode plus simple, consistant & trouver, par tatonnement, une so-
lution b. Puis & diminuer le degré de cette équation en divisant par (xr — b) (grice au
schéma de Horner par exemple). Ce qui permettra de diminuer le degré de I'équation...
On peut effectuer cette méthode jusqu’a ce que 'on obtienne une équation de degré 2.
Cette méthode est décrite en détail dans le chapitre suivant.

1. Sur la page web http://www-gap.dcs.st-and.ac.uk/ history/Mathematicians/Galois.html
(en anglais), le lecteur trouvera plus de précisions quant au contexte de sa mort et de son travail de
mathématicien.
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4.5 Systémes d’équations polynomiales
Définition
Un systéme d’équations est composé de plusieurs équations. Dans ce cas, il peut aussi y

avoir plusieurs variables, généralement appelées z, ¥, z ou encore xi, z3, 3, etc.

Pour résoudre un systéme d’équations, on peut travailler équation par équation comme
précédemment. Mais, on peut en plus, mélanger les équations. Voici deux techniques,
parmi d’autres, qui sont souvent utilisées, voire mixées.

1. Résolution par substitution.

On isole une variable dans une équation. Puis, chaque fois que cette variable appa-
rait dans les autres équations on la remplace par ce qu’on a trouvé.

Exemple :
2r + 6y = 8 20 = 8 — 6y z = 4 — 3y
{3x+4y:7 {3$+4y=7 3z + 4y = 7
substitution de = T = 4 = 3y r = 4 — 3y
dans la 2e équation { 3(4 = 3?}) + 4?,-‘ = 7 ; { —5?} 4+ 12 = 7
{ x = 4 — 3y  substitution dey { z = 4-3:-1=1
— < ;
Yy = 1 dans la lére équation y = 1

L’ensemble de solutions n’est plus un sous-ensemble de R, car on a trouvé que la
seule solution de ce systéme d’équations est x = 1 et simultanément y = 1. Pour
décrire 'ensemble de solutions, il faut se placer dans le plan R?. Ainsi, I’ensemble
de solutions S est représenté par le point (1;1) de la maniére suivante.

Done I'ensemble de solutions S = {(1;1)} est un sous-ensemble de R

Pour les lecteurs avancés : en traitillés, on voit les droites d; : 2x + 6y = 8 et
ds : 3z + 4y = 7. L'ensemble des solutions est ainsi I'ensemble des points d'inter-
section de ces deux droites. 11 n’y a qu’'un point d'intersection qui est I(1; 1).
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2. Résolution par combinaison.

On se débarrasse d’une variable dans une équation en additionnant a cette équation
un multiple d’une autre équation (il s’agit d’une soustraction si le multiple est un
nombre négatif). On obtient ainsi un systéme équivalent (puisqu’on conserve 'autre
équation) au systéme de départ, mais qui est plus simple & résoudre, car une des
équations est une équation a une inconnue, qu’on peut résoudre ct ainsi utiliser par
combinaison pour résoudre 1’équation restante.

Exemple :
3z + 2y = 12 2 6x + 4y = 24
2z — by = -—11 3 6z — ldy = —33
ala f:lcu.xiémc équation, 6x -+ 4’y = 24 6r —+ /l’l,-' =5 12
on soustrait la premiére = 19’3,-' = =57 = (—19) Yy = 3

A la premiére équation,
on soustrait 6br = 12 =6 r = 2
—
y = 3

quatre fois la deuxiéme

On a donc Pensemble de solutions S = {(2;3)}, qui est le sous-ensemble de R?
représenté graphiquement ci-dessous.
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Pour les lecteurs avancés : en traitillés, on voit les droites dy : 3z + 2y = 12 et
iy : 2r — 5y = —11. L'ensemble des solutions est ainsi 'ensemble des points d’in-
tersection de ces deux droites. Il n'y a qu'un point d'intersection qui est 7(2;3).

Remarques

Les équations ct les systémes d’équations sur lesquels on peut tomber lorsqu’on cherche
a résoudre des problémes sont en général plus difficiles & résoudre que les exemples que
lon vient de voir. 1l est fréquent que le mathématicien utilise des méthodes numériques
pour trouver une bonne approximation de la solution.

Tous les jours, un peu partout dans le monde, des milliers d’ordinateurs résolvent des
systémes d’équations qui comportent des milliers d’équations et de milliers de variables.



