Equations polynomiales

Définitions

1.

9

3:

0.

Une éguation est une égalite entre deux expressions mathematiques qui contiennent
des variables. des lettres (représentant des valeurs fixes) et des nombres,

Une variable est une grandeur a priori inconnue.

Une équation est résolue lorsqu’on a trouvé toutes les valeurs, gqui mises a la place
des variables correspondantes rendent la proposition (donnée par I'équation) vraie.
L'ensemble de ces valeurs est appelé U'ensemble de solutions, généralement noté 5.
Une premiere équation impligue une deuxieme équation, lorsque les solutions de la
premiére sont aussi solution de la deuxiéme. Mais, il est possible qu’il ¥ ait plus de
solutions dans la denxieme que dans la premiere.

Par exemple

r=2=r"=4, mais z =4 S —1

Deux équations sent dites éguivalentes si 'ensemble des solutions de chaque équa-
tion est le meme,
Par exemple
, 2
lg| =2 &= z~ =4

Au début, on ne va travailler qu'avec des équations a une variable, notée z.

Quelques types d’équations

1.

)

3:

Les équations du premier degré sont de la forme
ar+4+b=0 avec abeRetazxl
Les équations du denriéme degré sont de la forme
air® +bhr+e=0 avee abeceBeta()
Les équations bicarrees sont de la forme

a-ylaeP +b-ylz)+e=0 avee abeceBR, a#0, ylr) dépend de x
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3.1. Résolution des équations du premier degré

Dans ce cas, la méthode la plus utilisée pour résoudre une telle équation consiste a trouver
une équation equivalente pour laguelle la variable est isolée d'un coté de 'égalité. Dans ce
but, on effectue une succession d’ OPERATIONS REVERSIBLES de chaque coté de 'égalite
de 'éguation.

Par exemple pour résoudre I'équation 5z + 6 = 2r + 4, on peut procéder comme suit.

2

3

—1i

br+6=2r+4+4d B B B o 2P o

- 5 = L3 = 1 2
Par consécquent, 'ensemble de solutions de cette équation est § = {—2}.

Av-dessus de chaque éguivalence, il peut etre utile de noter 'opération que I'on fait pour
passer de 'équation de gauche a celle de droite. Afin de pouvoir parler d'équivalence (<),
il faut s’assurer que cette opération est réversible.

Il a évidemment plusieurs facons de procéder. Ce qui compte, ¢'est d avoir une équation
équivalente on x est isolé!

3.2. La propriété du produit dans les nombres réels

Sia et b sont deux nombres réels, alors on a I'équivalence suivante :
a-h=0 <= a=10 ou b=10

En langage technique, on dit que B est integre.

3.2.1. Application

Si on cherche a résoudre 'équation (# + 1)(x — 2) = () dans les nombres réels, on peut
utiliser la propriété du produit qui dit que :

(z+1){z—-2)=0 = z4+1=0o0cu zxz-2=1

Ainsi, on a
(r4+1){zr=2)=0 <+ z=-1o0u =2

De maniére plus générale, on a I'équivalence :

(z—m)r—2)=0 <= T=11 ou r= .'i"g‘

3.3. Résolution des équations du deuxiéme degré

3.3.1. Théoreme

On a l'équivalence :
ar® 4+ br+ ¢ =0 admet 1 ou 2 solutions <= ax® + br + ¢ peut se factoriser

La contraposée est :
ar® + br + ¢ ne se factorise pas <= az® + br 4 ¢ = 0 n'admet pas de solution

La preuve de ‘=" est montrée dans les pages suivantes, et la preuve de ‘<" utilise la
propriété du produit.
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3.3.2. Deux méthodes de résolution et la formule de Vidte

Pour résoudre une équation du deuxiéme degré on peut utiliser différentes techniques
selon la forme de cette équation. Effectuons les distinctions suivantes :

1. L'équation du denxiéme degré est du type az? + br 4+ ¢ =0 avec h=1() (et a # 0).
Autrement dit, cette équation est équivalente a une équation de la forme suivante
{en fait d = —<) :

*=d avec deR

Une telle équation admet exactement :

e [) solution si d < 0 (voir la preuve en page 6).
e 1 solution si d = 0. En effet, ? = 0 si et seulement si x = ().

En effet, on a les équivalences suivantes :

ropricts
du produit

=0 z-7=10 =10 (ouz=0)

e 2 solutions s1 d > (). Les solutions seront \,/f? ot —ﬁ {ces racines carrées
existent et ne sont pas égales car d £ 1), En effet, on a :

pdontitd proprigté it
—ad TEMAr. du produit x \/E

’=d & *—-d=1 = (e +Vd)x—Vd) =0 "=

L1}

JT:—‘I.I"J‘E

En résumeé, on a l'équivalence :

r=d = r= :I:Vq

Cette équivalence livre bien deux solutions si d est positif, une solution si d est nul
et aucune solution s1 d est négatif (puisque la racine carrée d'un nombre négatif
I'existe pas).

2. L'équation du deuxitme degré est du type ax® + br + ¢ = ) avec ¢ = 0 (et a, b # 0).
Autrement dit. cette équation est équivalente i une équation de la forme suivante :
2 .
ar” +br=10

Une telle égquation admet tonjours exactement 2 solutions, qui se trouvent grace a
une factorisation évidente et a la propriéeté du produit :

FR== n &I = "
ar’ +br=0 = zloz+b) =0 = ou = o
ar+hb=10 o= b
]
Remarque cruciale : il est trés important de ne pas apprendre par coeur les

solutions de cette équation. Il suffit de se souvenir de la méthode utilisée (qui
consiste par commencer par mettre ¢ en évidence, puis par utiliser la propriéte da
produit ).
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3. Léquation du deuxidme degré est du type ar® + br + ¢ = 0 avee a, b, ¢ # 0. Pour
simplifier les caleuls, on peut supposer que a > ) (dans le cas contraire, il suffit de
commencer par mettre le signe en évidence).

J'J+£J'+:JTE._.—:‘LL
5 b c r 3331 B
ar*+br+e = r:( o —) ((r ) =l —)
it i1 2 da- i
by2 B —dac
= a((v+5) ~—
i (r % T ()
Ainsi ; - ;
R it (apl) =¥t
T +br = T =
2a 4a?

Comme on I'a vu an point 1 qui précéde, le nombre de solutions d une telle éguation

b1
est donné par le signe de Uexpression ——

Autrement dit, c’est le signe de 'expression b* — dae qui détermine le nombre de
solutions de I'éguation (puisque 4a® est toujours positif). Cest pour cette raison
que cette expression s appelle le discriminant de 'équation. Il est noté A = b* — dac.
Ainsi I'éguation az® 4 br 4 ¢ = () posséde exactement :

e () solution s son discriminant est négatif (c'est-a-dire s1 A < 0).

e 1 splution si son discriminant est nul (c'est-a-dire si A = 0).

e 2 solutions si son discriminant est positif (c'est-a-dire si & > 0).

On pent done continuer la tentative de factorisation précédente lorsgque le discrimi-
nant est positif ou nul. On obtient :

' B2 B —dae
ar’ +br+c = a ((r:: . —) —~ ;_;n:) ()
da

fi (B — dae
(I t E) - V da?

a0 ( I b I Vv IF — dac R
-\ 2n 2a 2a 2a

—h = Vb = dac —b 4+ 1P = dac
= alx- r—
2a Za

. - - - - & ‘ - 2
On a ainsi démontré la formule de Viete qui permet de résoudre az® 4+ br + ¢ = ().
On a I'équivalence :

—bh+ Vb = dac
2a

art +hr+e=0 = r=

Cette équivalence livre bien denx solutions si le diseriminant est positif, une solution
si le diseriminant est nul et aucune solution si le discriminant est négatif (puisque
la racine carrée d’un nombre négatif n’existe pas).
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3.3.3. Exemples

1.

o]

Résolvons I'équation 2z? 4 8z + 8 = 0.

Le discriminant de cette équation est A =82 —4.2-8 = 64 — 64 = (. On sait donc
aqu'il n'y a qu'une solution. Dans ce cas, o'est qu'il se cache une identité remarquable.
On a:

22+ 8r+8=0 = 2 +4x+4)=0 = 2Ax+2)*=0
— z4+2=0 ¢ x=-2
Done l'ensemble de solutions est § = {—2}. Bien sir, on aurait aussi pu utili-
ser la formule de Viete, mais c’est tout de meme plus élégant avec une identité
remarguable.
Résolvons 1'équation x? 4 2z + 2 = ().

Le discriminant de cette égquation est A =2 -4-1.-2 =4 —8 < (0. On sait donc
qu'il n'y a pas de solution. Done 'ensemble de solutions est § = ().

. Résolvons I'équation 20% — 2 — 1 =10).

Le discriminant de cette équation est A= (=1 =4.-2-(=1)=1+8=9> 0. On
sait done gqu'il v a deux solutions. On peut donc utiliser la formule de Viete pour
trouver ces solutions :

Il —rz—1=0 < =z

1++v9 1+3 1
= = = ——onl
4 4 2

Done l'ensemble de solutions est 5 = {—n%_. 1}k

Néanmoins, pour etre sur que la factorisation de la page précédente soit comprise.
on pent aussi résondre cette équation comme précédemment.

L0 P L i
=5+ TR 18
o

, , 1 1 f LTI T
2z — = 2 —=xg—=] = L==] == =
il L z(f B ::1) ((T .1) 16 :z)

— 9 (_r_%)z_%) :2(@—%)—%) (%)

Ainsi. on a

2 —r-1=2r+3(z-1)=0 < s=-toul
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3.4. Résolution des équations bicarrées

Pour résoudre I'équation a - y(r)® + b y(xr) + c= 0 (avec a, b, c € B, a # 0 et on y(x) est
une expression algébrique qui dépend de z), on utilise aussi la formule de Viete. On a :

e e - W IE — dae

a-yle)" +b-ylz)+e=0 = ylz) 7

Ensuite, on termine la résolution en cherchant les valeurs de x qui sont solutions.

3.4.1. Exemples

1.

Résolvons 'équation 2x? — 2 — 1 = (). 11 faut reconnaitre une équation bicarrée !
On a:
' -3 -1=0 = 2(* - () -1=0

it ; s 1
Ainsi, on a y(r) = r*. Par Viéte. on trouve que : y(z) = —5 ou 1

-3 “ - . . - . .
Done = = —~% ou x° = 1. La premiere équation n’admettant pas de solution, il

reste & résoudre r° = 1. Done les solutions de I'équation bicarrée sont £1.

Par conséquent, 'ensemble de solutions est § = {31}

. Résolvons U'équation 22 — 2*+1 = 3 11 faut reconnaitre une équation bicarrée !

(O a
2% _ 0t — % e M _2.27_3=0 &= (2)*-2(2")-3=0

Ainsi, on a y(z) = 2*. Par Viéte, on trouve que : y(r) = —1 ou 3

Done 2 = —1 ou 2 = 3. La premiere eguation n'admettant pas de solution, il
reste a résoudre 2° = 3. 11 y a done une seule solution qui est © = log,(3) 22 1.5850).

Par conséquent, 'ensemble de solutions est § = {log,(3)}.
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3.5. Systémes d’équations polynomiales

Définition

Un systeme d ‘éguations est compose de plusieurs équations. Dans ce cas, il peut aussi v
avolr plusienrs variables, généralement appelées . ¥, 2 ou encore xy, rs, Iy, ete.

Pour résoudre un systeme d'équations, on peut travailler égquation par équation comme
précéedemment. Mais, on peut en plus, meélanger les éguations. Voicl deux techniques,
parmi d’autres, qui sont souvent utilisées, voire mixée.

1. Résalution par substitution.

(n isole une variable dans une équation. Puis, chaque fois que cette variable ap-
parait dans les autres équations on la remplace par ce qu'on a trouve.

Exemple :

2r + 6y = 8 2r = B8 - Oy g = 4 = 3%
dr + 4y = 7 dr + 4y = 7 d3r + 4y = T
substitution de T = 4 — 3y r = 4 — 3y
— r Al — i
dans la Ze Gguation 3{ ] - 3'!}} + =iy = I —'-.r}y 4 J2 =
r = 4 - 31; substitution de g r = 1
= —
y = 1 dans |a Love équation Y= 1

L’ensemble de solutions n'est plus un sous-ensemble de K, ear on a trouvé que la
seule solution de ce systéeme d'équation est » = 1 et simultanéement y = 1. Pour
décrire I'ensemble de solutions, il faut se placer dans le plan E2. Ainsi, I'ensemble
de solutions S est représenté par le point (1;1) de la maniére suivante :

i
o
*n
\\.
\1\‘ 3 r] r
-
b
= d] \'\ 3‘ I
B bl
-‘-""-.. ~
et el
= "
T *{a; )
b S
"\_\ -
E ——
-4 =3 =2 . =1 1 . T
n,
-, oy
~
S
S
i =
—4 4

Done ensemble de solutions S = {(1:1)} est un sous-ensemble de E*.

Pour les lecteurs avancés : en traitillés, on voit les droites dy @ 2r + 6y = 8 et
iy : 3z + 4y = 7. L'ensemble des solutions est ainsi 'ensemble des points d'inter-
section de ces deux droites. Il n'v a qu'un point d’intersection qui est 7(1:1).
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2. Résolution par combinaison.

On s’arrange pour modifier les équations de sorte que si on les additionne entre-
elles {ou qu'on les soustraie entre-elles). une variable disparaisse! Afin de continuer
d’avoir un systéeme équivalent, on va conserver une des deux équations telle quelle.

Exemple :
3z + 2y = 12 2 6z + 4y = 2
: : = s =
2r - by = -11 3 6 — 15y = =33
i la denxiéme dgquation, r + -'1]'; = 24 Gr -+ -ily = 24
G o =
o soustrait la premidre = lc}f; = =i} ={—15} i v
& la premidre cguation,
iy sonstrait b = 12 =6 = 2
—
guitre fois la deuxieme i = 3 i = 3
On a donc Uensemble de solutions § = {(2:3)}. qui est le sous-ensemble de B?

represente graphiquement ci-dessons.

Pour les lecteurs avanceés : en traitillés, on voit les droites d, : 3x 4+ 2y = 12 et
dz : 2r — 5y = —11. L'ensemble des solutions est ainsi U'ensemble des points d'in-
tersection de ces deux droites. Il n'y a qu'un point d'intersection qui est f(2;3).

Remarques

Les équations et les systémes d'équations sur lesquels on peut tomber lorsqu’on cherche
a résoudre des problemes sont en géneral plus difficile & résoudre que les exemples que
I'on vient de voir. Il est fréquent que le mathématicien utilise des méthodes numériques
pour trouver une bonne approximation de la solution.

Tous les jours., un peu partout dans le monde, des milliers d’ordinateurs résolvent des
systémes d’équations qui comportent des milliers d’équations et de milliers de variables.
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