Résolution d’éguations par radicaux

Résolution par radicaux des éguations du

premier, deuxieme, troisieme et
guatrieme degré a une inconnue

Equation du premier degré a une inconnue

Soit I'équation: ax+b=0,a,beR,a+0

Son unique solution est: X =—3.

Equation du deuxieme deqgré a une inconnue

Soit 'équation: ax?+bx+c=0,a,b,ceR,a+0.
Soit: A=b?-4ac.

On considére plusieurs cas:

1) A>0;
2) A=0;
3) A<O.

Les solutions de: ax?+bx+c=0,a,b,ceR,a+0, sontdonnées par:
1)  x=-55b-JVA),x=—5(b+J/A);
2) Xz—z—lab;

3) il "y a aucune solution dans R.



Equation du troisieme deqgré a une inconnue

Soit I'équation:  ax®+bx?+cx+d,a,b,c,deR,a+0.
Soient: A=b?-3ac et
B =2b%-9abc +27a%d.
On considére plusieurs cas:
1) A=0;
2)  A=%0,B2-4A3>0;
3) A=%0,B2-4A3=0;
4)  A+0,B2-4A%<0,
Les solutions de:  ax®+bx?+cx+d,a,b,c,deR,a+0,

1) x=—50b+¥B);

2)  x=-3

(b+3/s_@ +€/B+@ J;

3) x=-3(b-2x) (racine double) et
x=-55(b+%) (racine simple);
4)  x=-3(b-2JA cos(p)),

x=—2(b-2J/A cos(p+Z)),

x=-—3(b-2/A coslp+E)), ou cos(3go):—2

sont données par:

3 -
A2



Equation du quatrieme degré a une inconnue

Soit I'équation:  ax*+bx®+cx2+dx+e=0,a,b,c,d,e eR,a=0.

Soient:

__ 8ac—3b?

P="¢

__ 2b3%-8abc+16a2d

a="1.

= 256a%e-3b*—64a%bd+16ab?c
- 256 '

k=2p,
| =p?—4r,
m=-g?,
A=k?-3|,

B =2k3 -9kl +27m.

On considére plusieurs cas:

1)

2)

3)

4)

Si:

—B+,/B2-4A3 \/ -B-/B2-4A3
3 3
>0,-k+ \/ 5 + >

Ib| +|c| >0,B2—4A3 S0
B+ 2_ 3 R 7 3
on pose: UO:\/%[_k_F%/B\/BZT_i_?/B\/BZTJ;
8+ /B2 W
|b|+|C|>O"32—4'°~?’>0,—k+‘°J B@ +EJ BJB;T <0,

Si:

alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,

n'a pas de solution dans R;

Si:

Ibl+|c| >0,B2=4A3,B>0,k< -2

onpose:  Up= /-3(k+2) et

Si:

ur=/5(3%—k);

bl +lcl >0,B2=4A% B>0,-2 <k < £,

onpose:  Up=,/3(5-K);



5)  Sii  Ibl+lcl>0,B2=4A3%B>0,k> 5,
alors ax*+bx3+cx?2+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
n'a pas de solution dans R;

6) Si: |Ibl+lcl>0,B2=4A3%B<0,k< =,
on pose: uoz\/m et

U1=\/m?

7)  Sii Ibl+lcl>0,B2=4A3B<0,5 <k<—-%,
on pose: uo:\/m;

8)  Si: |Ibl+lc/]>0,B2=4A%B<0,k>-2
alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
n'a pas de solution dans R;

9) Si:  |bl+lc|>0,A=B=0,3b%?-8ac<0,
alors ax*+bx3+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
n'a pas de solution dans R;

10) Si Ibl +|c| >0,A=B=0,3b2-8ac >0,

2_,
onpose:  ug= /33,

11) Si:  Ibl+lcl>0,B2 <4A3,

By et

on pose: ¢ =+ arccos(—
2A 2

Ci=2JA cos(p+2i)-k,i=0,1,2;

s'il existe i = 0, 1 ou/et 2 tel(s) que:  2JA cos(p+Zi)—k=>0,

on pose, pour cesi-la:  uj= \/%(ZJK cos(p+Zi) - k) ;



12) Si Ibl +|cl > 0,B2 < 4A3,

on pose: ¢ =+ arccos(— 2:‘% ) et

Ci=2JA coslp+Zi)-k,i=0,1,2;

Si:  2J/A cos(p+Zi)-k<0,Vvi=0,1,2,

alors ax*+bx3+cx?2+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,

n'a pas de solution dans R;

13) Si b=c=0,27d*-256ae®>0, et
#Tiﬁ[dz"}' IWJ +?/$(d2_ /27d4—22756ae3j >0,
on pose: uo:\/?/z_;z[dhr /M) +$/$(d2_ /27d4—22756ae3) ;

14) Si b=c=0,27d*-256ae3>0, et

1 (A2 27d4-256ae° 1 2 27d4-256ae°
f/zaZ[d T 2w ARz G <0,

alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,

n'a pas de solution dans R;

15) Si: b=c=0,27d*-256ae®=0,d+0,e =0,

onpose:  Uo=77% JE
16) Si: b=c=d=0,e+0,% >0,
alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,
n’a pas de solution dans R;
17) Si b=c=d=0,e+0,% <0,
alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,

a les 2 solutions suivantes:

x={F et x=-{F;



18) Si: b=c=e=0,d+0,
alors ax*+bx3+cx?2+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
a les 2 solutions suivantes:
x=0 et x:—@;

19) Sii b=c=d=e=0,
alors ax*+bx3+cx?2+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
a l'unique solution:  x=0;

20) Sii b=c=0,27d*-256ae®*<0,a>0,

3
on pose: (p:%arccos[sz—dzsj et Di=cos(p+%i),i=0,1,2;
l6/aez2

S'il existe i = 0, 1 ou/et 2 tels que cos(p + %) >0,

on pose, pour ces i-la: Ui = \/4 [£ cos(p+45i);

21) Sii b=c=0,27d*-256ae®*<0,a>0,

3
on pose: (p:%arccos[sz—dzsj et Di=cos(p+%i),i=0,1,2;
l6/aez2

Si:  cos(p+2i)<0,vi=0,1,2,
alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,
n'a pas de solution dans R.
22) Si b=c=0,27d*-256ae®<0,a<0,
alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,
n'a pas de solution dans R.
Pour les i =0, 1 ou/et 2 pour lesquels u; est défini, on a alors les cas suivants:

A) Si:  uj=0,p%2-4r>0,

p+./p%—4r p—. p?—4r
on pose. Vi= 5 et w;= 5 ;

B) Si:  uj=0,p2-4r<0,



alors ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a+0,

n'a pas de solution dans R;

C) Si: u; # 0 est défini dans les points 1) a 12) ci-dessus,
onpose:  Vi=1(p+ul-4) et wi=i(p+ui+g);

D) Si: u; # 0 est défini dans les points 13) a 21) ci-dessus,
onpose:  Vi=2(UZ-a%) et wi=2UZ+=5).

Les solutions de  ax*+bx®+cx?+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,
sont alors données par:

)] Pour toutitel que: u?-4vi>0 et u?-4w;>0,

o=

les solutions sont: X =

1 —Uj— JuZ-4v; b
X=2al=™ 2  ~a|

1 Ui+, /Ui —4w; b
X=37a 2 -7 |

1) Pour tout i tel que: u?-4vi=0 et u?-4w;>0,

. Ui
les solutions sont:  x=2(-% —2),

1)  Pourtoutitelque: u?-4vi<0 et u?-4w;>0,

les solutions sont: x= %{T - %J



IV)  Pourtoutitel que: u?-4vi>0 et Uu?-4w;=0,

les solutions sont: X =+

V) Pour toutitel que: u?-4vi=0 et u?-4w;=0,

. Uj
les solutions sont: X = %(—7' - %),

VI)  Pourtoutitel que: U?-4vi<0 et Uu?-4w;=0,
les solutions sont: x=%(5—2);

VIl) Pourtoutitel que: u?-4vi>0 et u?-4w;<0,

les solutions sont; x =+

VII) Pourtoutitel que: Uu?-4vi=0 et Uu?-4w;<0,
les solutions sont: x=2(-% —2);

IX)  Pourtoutitel que: u?-4vi<0 et u?-4w;<0,
alors ax*+bx3+cx?2+dx+e=0,a,b,c,d,ecR,a=0,

n'a pas de solution dans R;



