Sciences & techniques

Mathématiques, Physique & Chimie

DES APPLICATIONS
PRATIQUES

a Croissance exponenticlle o eslun
ot que Fan rencantre sowent dans
less jourmau oo dans 1a vie de tous
les jours pour décrire un
phénomiéne en plein essor.
Commiment une funchion
mathématique est-elle passée dans
le Langage courant ¥ C'est que cette
fanction a été utilisée, depuis sa
dicouverte, dans de nombreux
chornaines praticques ; e cakoul
dintéréts en finance, k2
dévelnppement bactérien en
baalogie. .. Elle dacrit des
phénomines de forte mroissance ou
de disgenerescence rapide. La
simplicité de la manipubation de
rette fanrtion 2 ausst joud dans son
utilisation massive dans les
domaines de la vie. Elle a en effet
ure fenchion réciprogue ; le
lagarithme, Homclogue qui
o"afieurs fub inventé avant
T'asponentielle mais [histoire nous
le dira...

Fonction exponentielle

""i_ T T

Fonction

¢ talle of Ioganthme

logarithme

L=

| legarithme s"écrit fix) = log, (¥} od a
st un réel positit différent de 1.

DEFINITION RAPIDE
Penchons-nows & présent plus en
détail sur ces fonctions

LA FONCTION
EN QUESTION

On parle habitueBliement de la
fonction exponentielle qu o nobe
fix)= . Cependant il existe ung
infinibé de fandions expanentielles.
Ci sond tautes les fonctions fx) =2
o0 estun nembre réel
o quelcorgue. Minsi la fenction 19= 1
et aussi une fonction exponentielle.
Fius a est grand, plus 1a fanction
croft rapidament.
De méma la fonction legarithme la
plus largement répandue est e
Iogaritheme népérien x) = Inix) =
Iog, (3} . Mais on frouve aussi dans
les fondtions usuelles be logarithme
dédmal : 1(x)}= log,s(x} qui est m
cutil tris utilisé en physique
natamment pour mesurer |intersite
sorare, En général une fonction

logarithmigues. Une fandion
logarithme s'écril ainsi dans e
langage mathématique : v = bogx),
pour a réel positif et dfférent de 1,
Maws avans wu précédemment qu'il
existe plusieurs fondions
logenthmes (sebon le choix de a).
Pourtant toutes ces fonctiors ont des
propegtés communes | elles

| transforment les opératinns de
multiplication en opgration
d'addetivn. Clest-d dire que
logaayl= logyx o,y pour X ety
positifs.

Le pendant des fondtions
logarithmes est corstites par les
fanctions expanentielles -y = a=
Elless ont aussi des propriités
corimunes dont |a prncipale est de
transfarmer Paddition en
multiplication : = =& + a*
Comme vous avez pu le remarguer
les propriétés des fonctiens
expanentielles ef logarithmes sont
exaclement inverses, L of le

QUELOUES PROPRIETES

Fonction logarithme
(b=, b1, M0, N0 e p un
nombre réel)
slog, I =0
slogyb=1
clogpbr=x
-hti‘l =|:|
= log, MM =log, M + log, M
* lopy, MM =log, M - log, N
- logy NE = plog. M
s logy M =log, N <==M =N

Fonction exponentielle

* explavy] = explx) + exply)
| exple-y) = expix) [ exp (y)
- i) =1 iy
= exp(nx) = {epi)”
| = expiyin) ="{=pid)
QLI

Iegarithme transfoome les
multiphcations en addition,
l'exporentielle fat I'opération
inwerse puisqu'elle trarsfarme
I'aeldition
en multi-
plication.
Cest qu'il
IS LN
relaion
entre les
dewe. Hie
fut décou-

aprés que John Mapier eut introduit
les loganthmes :

y=a <= 1= gl

Wayans commient ufiliser cette
Formale. Imaginons que vous vauler
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multiplier deus nombres x &t y mais
que vous ne disposez pas d'une
wabulatrioe performante. En
| revanche, vous disposez d'une fable
de logarithmes, C'eslun Laldeaw qui
waits donne ke logarithme de
n'importe quel nombre. On cherche
be produit xy. On commence par en
| prendre le legarithme,
logalayl=log,ixbe log,ly). Grice & la
tabile des Ingarithmes, on frowae
log,ix) et log, iyl quon additionne.
On prend ersuite Nexponentielle du
noanbee irowwe :
A = g Iug,.[.q'}—x,'
0 a troieeé le résultat de nodre
| multiplication en effectuant
uniquement dies additions. Nouws
sommes d'acoord gque dans ce cas
pricis, ure muliplication directe
apparait beascoup plis simple
réaliser. Dans des cas plus
| complexes cette relation entre
fonction exponentelle e logarithme
| peeut se résder indispensable.

La CONSTANTE DE MEPER,
UM CHOMX SIMPLIFICATEUR

Bien gue pouwr chagque nombre
postif a différent de 1, il existe une
fanction logarithmique différente,
bz, (), e Fondlions sont toutes
multiples bes unes des autres, En
| effet, avec la formule de
changement de base, on peut
exprimer e fonetion en fandion
| d'ume autre ;
| Powr a et b stricdement positifs et
différents de 1, lagy(x) =
bogg ) . bogy(x) quel que soit x
strictement positif,
En prenant la valeur particulitne x =
| & on abautit 8 logy{a) = 1/(leg, (b))
| Cette farmule nous permet
d'exprimer ume fandion en fondion
de FPaidre, Nows avons seulement
bespin d'en éuvabier une pour les
connaitre boutes. La question est
abars de savair quelle est [a fonction
loganthmigue ba plus smple 4
daluer ¥
Cesst i quiintendent la constante de

Neper ;e = 271828, En quui le choix
de cethe base irrationnellz & comme
| base particuliére est simplificatenr
| Examinans la darivee d'une tandion
lugarithmigue quedcongus :
(g, ()= Vix. log,ia))
Si on chesit a=¢, alors Jogxi'=
1%, Expressinn nettemeant plus
pratigue & manipuler, C'est pour 525
proprites face i lopératian de
diérvation que b baee e a dé chosie
préférentiellement. Le logarithme de
% dans [a hase e est appelé
logarithme naturel de x ou
loganithme népérien, généralement
nodé knix).
Un autre lagarithme couramment
utilisé est k2 logarithme dérimal ;
Logixh = Infx)/in i)

| De méme que Infx) a eté chaisi

préférentiellement comme fonclion
logarithmique pour sa simplicits, [2
fanctinn exponentizlle & posside
egalement des propriétés simples,
Dans le cas général, la dérmsée d'une
fanction pussance est :
(35)" = flog.(a} . e

Encare une fois, dans le cas
particulier oil a = g, cette pxpressian
se simplifie en (g9 = e*

La base logarithmique naturelle, e,
s'est donc imposiée comeme 13 plus
simple pour mener a bien des
calouls et manipuler des équations
diftérantielles (faisant infervenir des
dérnes).

! DEs CALCULS FACILITES GRACE
AU LOGARITHMES

fonctions kagarthmigues e leurs

equations fondicanelles enl

toujaurs beur impartance dans

la simplification des calouls,

tant algébriques qu'analytiques,
| ot pour moddiser des problemes

de la vie réelle. Retracons leur

histaire.,,,

Jakn Mapier, plus connu sous le
nam de Meper, it Iirventeur des

Vi \

e
logarithrmes, Mé en1550
Edimbaurg, & était théalagien,
physicien et astronome avant d e
mathématicien. C'est an cherchars a
senplifier les calculs
Iriganomidtriques pour 'asronamie
quil découyrit les legarithmes, Il
partzgs sa trouvaille aver 'eraemble
e |a communzuts scientifigue dans
une parution datant da 1614,

Lin @ aprés, Henry Brigzs,
professeus de glométrie & Londres,

Historiguernent, les fonctions
logarithmes étaient utisees pour
simplifiesr les calouls car elles
transfpement les opésations de
multiplication, de division et de mis2
a la puissance sur R+ en opérations
plus simples d“additian, de
spustraction el de mulliplication
dans K.

Les calcutatrices et les ordinateurs
ant remplacé les logarithmes en tant
quee moyen die mener des caleuls
numierigues compliees mais les

peend le ralais et perfectionne I'outil
| die Mapier. L'essentiel de son travail
s concentra sur les loparithmes
| deécimaus. On lui doit les premigres
tables legarithmiques madermes,
Rapier meurt n 1617 mais, en son
hommage, le lagarithme nature| pst
aujourd i appelé logarihme
néperien. Pourtant ce n'est pas
Napier qui découvril la base e des
logarithmes naturzls. Bizn qu'il
imtradusit les Ingarithmes comme
arlifioe pour smipliber les calculs de
cominus, de sinus, de mulliplication

Quelques

valenrs
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Linventeur des logarithmes



et de division, il ne précsa pas de hase
priviégiée pour ces fonctiors, Cest
Grégoire de Saint-vVincent qui nous met
sur |a paste du nombre e

Lt 1647, alors gu'il travaille sur la
quadrature de 'wperbole, 1| démentre
que |a Fanction abtenue végifie la méme
prapriété que calle des fondions
logarithmiques : transtormer un produt
e samme, [l fawdre cependant
atlendre 1661 et Hupgess pour faire le

legarithmigue
et aire sous
I'vyperhole. Le

Iegarithme de
Saint-Yincent
I deeent triss
vite e
i logarithme ke
M plus simple et
le plus naturel. La fonction In sera
dailleurs appelée pendant kngtemps
« legarithme hyperbolique =,
Farallelernent le noamibre e Eait 5a
premiére apparition dans la linérature a
I'vecasion d'une recherche qui parait
désconnectée des legarithmes © ke caloul
dintéret. Bermamll, en 1643, o5t
amend i
calouler La limite
de la suite
{1+1/n)" dans le
cardre de ses
Travasi,
Il tambe sur
le noemibre &
IMAls persone
e fiait e
rapprochement
B avec les

it " lagarithmes
naturels. Les premidres mendions du
nombre e sont dane Taites 4 cetle
dpaque mais cest Fuler qui i donnera
son nom de nombre exponentiel en
1761. Le nombre 2 est une des

-

comsanbes réelles les plus conmues des |

mathématigues. I vaut
approvimativement

2, TINZNERR45504523 53602074, Fuler
poursuivTa les recherches sur les
caponenticlles. Les étapes marquantes
de ses découverles sonl be
développement en série de g :
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o Esan développerment en lradion
| conkinue ;

premier ordre, Examinons es
applications conrétes.

LES APPLICATIONS

LES EQUATIONS DIFFERENTIELLES

Parmi les applications bes plus directes
nous avors les dgquabons
diffirentielles ; dgquations qui régissent
des phénomeénes tels que la
prapagation de la chaleur, la
désintégration radisacdive ou
I'éliminaton des produils dans

ke sang.

La fomtion exponentielle &5t umicus
fonction qui wérifie 'éguation
différentiglle {=F et #{0)=1.

| Plus généralernent, la famille de

loncors exponentelies [{x) = Ce=
représente 'ensembbe des sohutions de
P'éguation du premier ardre

T'=af nd a est une constante et f la
tonction inconnue recherchée,
Prenoas Pexemple de Ll désinlégratsan
radinactive. La redfaactinité o5t un

phéromene aw cours duguel un ryau
instable peut dégager de 'énergie -
sous forme de rayon alpha, béta ou
gamma auxguels nous ne nous
inléresserons pas i - pour alleindre
un etal plus stable. La loi qui régit celle
désintégration est donnée ci-aprés :
dMit)dt = -xN{0

ol Mit) représente le nombre de
nuyaux radioacifs, nombre gui diminue
au cours du lemps.

lgi Mt} est notre fonction v, celle dom

| on rechesche lexpression.
| La solution de I'équation est Nif) =

Mpe™, en notand N lavaleur de N 3
linstant t =0

Vexponentiell: modébse ke nombre de
nivyaux radinadifs quil reste & towt
instant dars une entité chimigue. Cetie
valewr est en déoroissance plus ou
mioins rapice selon bes epioes
chimiques.

La décroissance expanentielle, dudiée
ici dans le cas particulier de la
dismbégraton radicaclive, mas de
fagon plus génerale la décrossance
expanentielle, en physique, est

Exemple d'échelle logarithmigue :
représentation de la suite 2n dans un repére semi logarithmique
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carachéristique des phénoménes sans
vieillissement, c'est-a-dire qui ==
produisent avec une égale probabilité
quelhe qu'ail &é beur durée de vie.
Une quantité est dite supelle 4 une
décroissance eqponentielle s elle

! diminue & un faux prapodionnel &

| =a valeur.

| Mous avons i étudié un phénomitne
de décrossance mais il en va de méme
pour les phénoménes de oroissance,
0 pewt modéliser des prohlémes de
la wie réelle grice aux fonctions
expaneniicles.

CROISSANCE EXPONENTITLLE

Fr mathématique, en &conamie ef &n
béalogie on parle dun phénoméns &
oroissance exponenticliz (ou
prométrigue] borsgue ke Laux de
orgissance d'une population est
canstant, La population en question
peut étre une population humaine,
backériologrue ou numeénigque. Ams
dans e cas du caboul dimeréts, ba
papulation en croissance est [a somme
& remborser,

O exprime souvent cette croissance &n
pourcentage. Une croissanoe de b %
par an signdfie que la population et

| multiphiée par 1,05 chague année,

| Considérans la popudation francaiss en
1950. Suppasons qu'elle éait de

20 millions dhabitant et guelle
croissait de 5 % par an jon prendra o¢
tau de croEsance par spck de

Lhistaire récente et les avancées
saentifiques onf démondré PutElie de
celte découverte mathdmatique,
Aujeurd’hui on peut recenser plusieuers
activités qui requigrent Uutilisation des
expanentielles et des |logarithmes. Ces
tonctions interacnnent dans kes calouls
de crossance de population, dans les
phenomeénes de développement
baciérinlogique, de désintégration

- radicaciive, dans bes équations
o dlifférentiies, les fonclions
- trigonometriques, les lis de
. prabahilités ou les échelles de pH en

chimig. L'itendua des applications ast
immense. D'une volonkd simphficatrice
st i un oubil mathématigue de

Exemple de décroissance exponentielle :
la décroissance radioactive

Nembre de
noyaux radioactils
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| Fancticns expanentielles, Les foncions

| lngarithmaques quarit & elles sont

| surtout célébres pour Vadchelle gui porte
: lewr nom : échelle kgarthmigue.

| Wouss aver sans doute déja rencanie

| population acduele st de lardre de

altermative 4 ['achelle lindaire larsqu‘on
étudie des phénoménes uilisant une
gamme &tendue de valewrs. En efiet
léchelle kigarithmigue espace bes
wleurs laibles el rzpproche les valeurs
freles, e gui perrmel urse lechure plus
atiée et un graphigue plus compact ques
I'échelle lindaire traditionnelle.

Cette échelle se prisente comme suit ;
Laxe el pradus & mtervalle régulice
comime peur ung échelle lindaire mais
less walewirs carespandantes sont 0,1,

1, 10, 100, 1000, 10000 et ainsi de suite.

simplification mais il faut savoir que le
tauy dea croissance annuelle actuel ast
de (1,58 ta). D'aprés le modéle simplifig
que nous avons chois: il y avail en 1951
{20020*0,05) = 207 1,05=21 milliors
dhabitants en france, En 1952 il y en
aAvait 21%1,05 = 20%1,05%1,05 = 20°1,05°
=23,05 millions. Et en 1953

22,0571, 00=21%1,05" [05=201,00%1,05
1,05=20%1,05*=23.15 milliors.

En itérant ce raiscnnement on peut
facilement extrapoder qu'an ot de n
anné, la populatian francaise sera de
207 1,00 millions. Ainsi cn 2008, 58
anniées plus Lard la population serail de
207005 = 335 millions. Or la

Exemple d'échelle logarilhmigue
On & dega mentionné Fulilisation de
cette dchelle pour mesurer Pacidisg des
salutions avec be pH mais elle est awssi
utilisée larsqu'on travaille avec des
[réguences sonores. Loreille humaine
peul détecier des sans entre 20 ¢
20000 Hr, Cette différence est asser
imporiarte si an veut awvair teutes les
vitleurs sur une miéme échelle, Cest
| peurguol on utilisz communément
Iéchelle logashmigue alus commede
Cette dchelle pst encore iilisde pour
exprimer la magnitude d'un séfsme.

&0 millicns et les chiffres que nous
avans utilisés dans I'exemple sont
s,

Om peut généraliser ce riscnnement 4
nimpnete quelle population en
croissance 3 taux fiee. 5i on appelle Py
la population de déparl, P, l2
population 2 bout de n années L@ e
facteur multiplicatif (hypiquement |
1+aux de croissance en pourcent1on),
la papulation au bawt de n années sera
égale 3 PPt

S om ne prend des mesures gu'a
intervalle régulier, la croissance
expinentielle s'exprime sous fame
d'une suite géométrique. Mais
lorsgu'on essake de pridine le
coqmportement entre e mesures
comséoutives il nons faut faire appel &
une fonctinn exponentizlle -

F{t)=F,t*

Ains on parle dune croissance
exponentiele quand une popudation
grandit de plus en plus vite vers += &
tau fie.

Jusgqu'a présent nows awans surout
Gui bes applications lees aux

Dans it odlébre échelle de Richter une
valeur est allribuie 4 la foroe du
SERME | 3 pOuT des secousses
ressenties par quelques personnes, &
guand la plupart des gens paniquent ct
airei jusgu'a 9, Ce chiffre corresponed
au legarithme: de Iamplitude des andes
de volume & 100 kilomitres de
I'epicentre. Ainsi, 5i A représenta
I'amplitude maximale d=s ondes
relesie par e sismagraphe el A une
amplitude de référence, [a mesure de la
magniturde du séisme est donnés par
Log A - Log A,

Cetle formule peut se comprendre
simplement : ce syskeme de

LECHELLE LOGARITHMIQUE

cette échelle en chimie pour mesurer
les pH. 1l est denné par b refation a
dessous e [Ho00] est la concentration

e iong Hyl : dassification des sfismes signifie que
pH =- lngiH, (] logarithme en bass les andzs sismiques 4'un séisme de
) magnitude ¥ ont une amplitede dix fois

plus grande gue celies d'un seisme de
magnitucs G

D mazniére plus penirale echelle
legarithmicue est utilsée comme
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