Exponentielles et logarithmes

Les logarithmes ont été découverts par Neper (1550-1617) alors qu'il
cherchait a simplifier les caleuls trigonométriques nécessaires a I'astro-
nomie. Le lien avee les fonctions exponentielles a été ¢tabli plus tard.
aprés le travail de Leibniz (1646-1716) qui s’est disput¢ la paternité
du calenl intégral avee Newton {1642-1727).

Une fonction exponentielle cst définie par

exp, : R — x|, & +—a”

ol ¢ est un nombre strictement positif appelé base (on exclut @ € 0 car @ ne serait alors
pas définie pour de nombreuses valeurs de o). On connait déja les propriétés suivantes :

L

exposants entiers positifs : " =g-a --- @ pour n € N\ {0}
\-W_—J

n facteurs

a® =1 a*t¥ =g . a¥ a*~¥ = a*/a¥ a*¥ = (a*)¥

exposants rationnels :

a™™ = {a™ est le nombre positif dont la n-iéme puissance vant a

Lorsque r ¢ Q. on définit. exp, (@) = a* de la maniére snivante : on considére une suite

de nombres rationnels xy. ...y, .. qui s'approchent de plus en plus de r et on pose
a® = lim a™. Par exemple. le nombre 27 peut étre défini comme la limite de la suite
n—x

o3 93I/I0 3147100 H3IHI/1000  931415/10000

Ce procédé vend logiguement continues les fonctions exp,. dont voici certains graphes :

ks

Une fonetion exponentielle est croissante lorsque a > 1 et décroissante lorsque O < a < 1
Les araphes des fonctions exp, ot oxp,,,, sont svmétriques par rapport a axe des y
graj Py i liaw . | | P



Exercice 1 : a} Trouver saus calenlatrice les valeurs suivantoes :
exp;1{2) . exps(3) ., expps(-1), exp2(—2) ,  expg(0.5) . expg{—1/3)

b) Combicn de décimales de /2 faut-il considérer pour estimer 3V% avee wne erreur
inférieure a 0.00001 7

Exercice 2 : Mettre sous la forme a™™ les expressions suivantes :

Va2 . a3
A= (a*)"(a"?)%" B = (= : C = M
aa® «
D_az,w , . (@®)? \? F_E{“—u
@ Va T\ ab . a2 B

'2)3

La dérivée dune fonction exp, en un point x € R est par définition
+Ax T Ax
a’ —a a=*t -1
? . T : ’
exp,(v) = lim ————— = g® lim —— = exp, (&) -oxp (0
Pal) Ar—0 Ax _ Aar—0  Ax D) Pa(0)

Le nombre expl(0) ne dépend que de a : par exemple, on peut estimer expy(0) = 0.7 et
exp3(0) = 1.1. Par soucis de simplification, on veut trouver la valeur de a pour laquelle
expl{0) = 1. Ainsi. pour Az trés proche de zéro, on aimerait avoir

a™ -1
Tzl = ¥ =Az+1l < a=x(l+ Ax)/3
On est alors amené a considérer a = Alimo(l + Ax)3T = lim (1 + 1)° o il s'agit du
T e = =

nombre d*Euler (1707-1783).

e= lim (1+i) >~ 2718281828459 (¢ R\ Q) | (&) =¢*

2RO

La fonction exp{r) = e est la plus facile & dériver puisque exp’(r) = exp(a).

Exercice 3 : Calculer les limites suivantes :

' 1 r+3 - 1 3r ‘ 2 &
A= lim ('l + = B=lim{l+ - C=lm{l+ -~
. r—ac T Z—=2C €T L E— T

xr I r+1
D=lim(l~- 4.1:)”" E = lim ( * ) F = lim (-!-——4—)
r—0 L+ r—x \ar—1

I—2X

Exercice 4 : Déterminer 'ensemble de définition et la dérivée des fonctions suivantes :

fix) = hfr) = e Fs(e) = x%e” falr) = eninte!
J3x f,'.".r
fs(x) =e¥~ folr) = — f2(r) = e *cos(x) fuld) = ——=

x? Vi =1



La fonetion exp, est constante mais pour une base a # 1. I'expo- y .
nenticlle exp, : R —]0; o[ est bijective. Cela signific que pour tout T /

y > 0. il existe un unique nombre x € R tel que @ = . Ce nombre @ @*

est noté log, (y) ot est appelé lo logarithme de y en base a. Cest la 1 j %
puissance a laguelle il faut élever a pour obtenir y. — T loga(yT

Exercice 5 : Calculer mentalement {par convention. on note “log” au lieu de “log,;,")

logs(1) log(1000)  log(0.0001)  log,(8) log, (64)
1
log(1024)  logy (37)  log(729) logy(720)  logy(V2D)

Lorsque la base du logarithme est égale an nombre d’Euler. on éerit In(z) (au lieu de
log.(x)). et on parle de logarithme naturel ou néperien (de John Neper (1530-1617)).

Pour nn nombre a # 1 strictement positif. on peat ainsi définir une fonetion
log, : ]0.oc[ — R. &+ log,(z)

dont les propriétés déconlent de celles des exponentielles :

log, () est la puissance a laquelle il faut élever a pour obtenir z
@D = ¢ o logy(a¥) =y
exp,(0) = 1 log, (1) =
exPa (2 + y) = exp,(t) - exp,(y) | loge(r- y) = log,(z) + log,(y)
exp, (.r) L
NPyl — y) = —— : s {— ) =1
CXPg(T — y) () | log, (y) 0g,(7) — log,(y)
oxp, (- y) = expy (e} log, (+¥) = ylog, (x)
1
Formule de changement de base : log, (x) = log,(z)
log,(a)

Preuves
L. log,(r - y) = log,(a'&t) . ")) = Jog (a'oRal)*08.0)) = Jog (1} + log,(y)
. r ulng"[.ri | oy :
2. log, (g) log, (m) = log, (a"® "1~ W2.(0)) = Jog (x) — log,(y)

3. log,(x¥) = log, ((al"g"“"}-”) log, (a'=1%) = log, (a¥'%{*) = ylog,(x)

1. log,(r) = log,, ('98«t+)) £ log,, () log,(«). done log, (4 ].= log,(x)/ log,(a).



Exercice 6 : Donuer une approximation a trois décimales des nombres suivants.
A = logs(6) B = log,(20) C = log,(0,2) D =log_{10) E =log,-(1245)

Exercice 7 : Ecrire les expressions suivantes sous la forme e In(z) +bln(y) avec a. b € Q.

) - o, - 1 ~ Ty
A =In(z%y°) B = In(xy"Vy) C_ln(\/x_ayﬂ D=1n \f_az—ﬂ

Exercice 8 : Ecrire les expressions suivantes a 'aide d'un seul logarithme.

A =5In(z) - In(5z) — 3 In{z?) B =1n(®) + § In(2*y°) — Sin(y)
C =2In(y*/x) — 3In(y) + 3 u(x'y?) D = In(z*y?) - 2In(x/y) ~ 3iule/y)
E=2ln(x) ~41n(1/y) — 3n(ry) F' = log,(3) log,(4) log,(5)

Exercice 9 : Déterminer le nombre de chiffres et les quatre premiers chiffres de
A=72 B =13'¢ C =29739 _ 1 (nombre premier décowvert en 1999)
Exercice 10 : Résoudre les équations suivantes

) TER o7 ) S ogv? o) (05)7=2  d) log,(64) =3
e) log.(1)=0 f) log(x)=-3 g} In(z+ 1)+ In(r+5) = In{96)
h) log(8x —G) — log(z —4) =1 i) log(3z+1)=3 J) 273 = 100
k) log|3x — 4| = 2log(3) ) e +ef-6=0 m) 8*+e =0
n) Injz+4/+mIn@)=Inlx-2 o) {Inz)*-2In(z)=3

La fouction log, est la fonction réciproque de exp,. Son graphe est donc obtenu a partir
de celui de exp, par une symétrie d'axe y = x :

A = A ¥
Y y = log, () “=2
2 /’ 2
s
/. " — K
1 /, 1 =
I 4 ’
e iy .
-2 -1 ,"' 1 2 3 1 -
g | 1
£ - —
/ ==
rd 3
Vd
v’ -2 -1
’ . l
L’ y = ln(x) a=3
. 3

Une fonction logarithmique est croissante lorsque a > 1 et décroissante s1 0 < a < 1. Les
graphes des fonctions log, et log,,, sont svmétriques par rapport a l'axce des r.



En utilisant la régle de dérivation des fonctions composées. nous sommes en mesure de
trouver la dérivée de plusieurs types de fonctions :

logarithme naturel : en dérivant la relation ¢ = ¢. on trouve

M (n(z)) = 1, cest-a-dire s (In(x)) = 1 donc (Inz)) = B
x

logarithme de base a quelcongue (0 < « # 1) -

ln(.r))' _ (ln{)) _ 1
In{fe) /)  In{e) = Infa) 2z

(log, () = (

1

exponenticlle de base a quelcongue (a > ) :

(ar)f — (crlll(ul)f - t:"’m('”-(..'.'lu(u))’ _ r.rlutnl ']ll(!‘l) = ln(u)-a"'

puissance d’exposant r quelcongue (r € R) -

(r7) = (e = " n(a)) = erm. L= L. r’ =}
€ x
Résumons les nouvelles dérivées déconvertes dans ce chapitre :
1 1
e*) =¢€* a®*)’ = In(a) - a* m(r)) = - log,(z)) = ————
(e*) (@) =In@)-a* | ()= 7 | (logy(e))' = o

r

...sans oublier la régle (z") = ra™! qui était déja connue!

Exercice 11 : Déterminer 'ensemble de définition et la dérivee des fonetions suivantes :

fi{lz) = In(e - 1) | o)y =In(3+*) fle)=aln{r) -+ fiz) =In(V3 - z?)

1 22
@) =Infeosr|  folo) = ——  filr) = fg(;r)=ln( )

&£
In(.) +n(x) 1—=z

Exercice 12 : Traiter les problémes suivants qui nécessitent tous la dérivée.

a) Dérerminer la tangente A la courbe 4 = (3 = 3)? en son point d’abscisse nulle.

b} Déterminer les points de la conrhe y = ¢~ 8¢f 4+ 9r en lesquels la tangente st
paradléle a la droite d : 3or — y - 21 = 0.

¢) Discuter du nombre de points a tangente horizontale de f(r) = (#24a)e” en fonction
de la valeur de a.

d) Déterminer Fangle aign formsé par les conrbes g = 2¢ et y = xe® a lear intersection,
[dem pour les courbes y = log, (@) et g = log,(r).

¢) Montrer que, quels que soient fes nowbres réels @ of b les courbes y = Ja = 2 ot

-

y = " se coupent a angle droit.



Nous pouvons établir le tableau comparatif suivant :

Exponenticlles Logarithmes
Puissances base a > 1 base a > 1
exposant n 2 1 (si 0 < @ < 1. les limites ci-dessous sont inversées)

lim 2™ = lim a* = oc lim log,(z) = ¢

I =D 2" =00

lim " = +x lim a* =90 limlog,(z) = —oc

Lo = Ir— =2 z—0
Polvuomes : lim (@, 2"+ -+ a1+ ap) = lim (a,z")
=t r—toc

Eun cas de limite indéterminée faisant intervenir directement de telles fonctions. on peut
considérer les priorités suivantes : “exponentielles > polynémes > logarithmes™.

Exemples :

= . i : 3 : " :
1. Etant donné un entier n 2 1. on a lim { — ) = lim e* = ¢ car l'exponenticelle
z—oc \ T IT—0C

Iemiporte sur le polynome dont 1'effet pour + — oc est négligeable.

On peut le montrer directement en utilisant le fait que e* > 2
e® ex/(2n) n .r/(?n) 2n \/E 2n " '
—— > —— - —— b > DC
zH ( Vx ) ( VT ) ( 2n ) (2n)"  z—x

o 74?2 — 32 + 2 1|
2. On a lim ( : ok & ) = lim (—) = 0 car I'exponentielle (de base 2) 'em-

r—asc 2z r—x \ 2%

porte sur e polynome dans la limite initiale du tyvpe “oc/oc™.

3. Ona him

2 =\, —2r
(r*+2x—T)e T ) . X
( = lim e = 0 car l'exponenticlle I'emporte sur le
X—0C .

In(2r — 1) 7—c
polynome et le logarithme dans la limite indéterminée initiale.

f. On a lim 2% 32" + 7 &= 227 = li ) . ar e ¢ t t
4 Ona lim et or—1) = :—'ac 33, = Jlr_ﬂrgl‘; 1 Rl car le comportemen

d’un polvnome lorsque x — 2 est dicté par celui de son monéme dominant.

Exercice 13 : Déterminer les limites suivantes

2 4
1 — i 54 > R T . ) BT (3.1: ““31—’"*‘4)
A= J.]_"Px(" ) B= }»12:1) (xIne) T rlﬂlgc (223 4+ #? - 5)?

Lt 2¢* — | 45
lim '——!ﬂ E=lm=—2 F= him _,(3!_+ ) .
rex 2 r—x 3e* + 5 r——x (1?2 + Tr + 41)?

©
Il



Exercice 14 : LEtudier les fonctions suivantes .

fir)=2ce™  foz) =(x - 2%  fi(x) =2 In(1/x)  fi(x) =In(2? +4)

Exercice 15 : Le radium se désintégre selon la loy N(t) = Ny 27410 i on considére
e quantité Vp de radium pur. alors £ années plus tard il en restera une quantité N(¢).

I Combien restera-t-il de radium dans 100 ans s7il v en a 50 mg maintenant ?
2 Quand restera-t-il 20 ing de radium s'il v en a 50 mg an débuar ?
3

Quelle ¢st la demi-vie du radiwm (- temps durant lequel la moindé des atowes
initialement présents se désintegre) ?

Exercice 16 : Le carbone-14 se désintégre selon une loy V(1) = Ny 2 ot sa demi-vie est
d’environs 3700 ans. Des archéologues ont trouve un os qui contient 20% de la quantité
de carbone-14 contenue dans un os actuel. Quel est age de cet os?



Solutions des exercices

Exercice 1 : a) 11?2 = 121. 3 = 27, (0.5)~! =2, 2°2 = 0.25. 81" = 9.
100013 = 0.1 b) il suffit de prendre n =6 (ag = 1.414213)

Exercice2: A=a"", B=a C=a"’ D=aWB E=a""? [ ="
Exercice3: A=e. B=¢) C=¢. D=e¢* E=e¢l. F=¢}

Exercice 4 :

i) D=R, filz)=5e* 2) D=R. fifx)= Dpemi+
3) D=R. fi(x) =(r+20)e" 1) D=R. fi{r)=cos(r)e™*

) =2 2ps , 3 (3 - 2)
5) D=R\{0}. fi(x)=—¢ 6) D=R\{0}. fi(z)=——7—

) D=R, fiz)=—e(cosr +sinr) 8) D=llioc fila)= =3

VR

Exercice 5 : logg(1l) = 0. log(1000) = 3. log(1071) = —4. logz(S) = 3. log,(64) = G.
log,(1024) = 10, logy(37'7) = —17. log,(729) = 3. log,(729) = 6. log,(V3?) = 3/4

Exercice 6 : A=1.113 B=4.322 (C=-0.827 D=2011 E=2515

Exercice 7 : A = 2In(x) +3lu(y). B =Mh{c)+3In(y). C = -3in(x) - 2In(y).
D= ‘i—'i In(z) + l—} In(y)

Exercice 8 : A = In(2?/5) B =In{e) C =In(y') D= Wn{y'/e?) E = ln(y/x)
F = log,(5) .

Exercice 9 : On ntilise la relation a” = (10'8(@))b = 1(blesla)

71'.234 — 101234 log(7) — 101042 85008.. . _ 1010421 0.85093... 10042 . 7.00547 . = 7095.
1043 eintires
13114() 101:40]03(13] e 101944 94500 - 10]9441[](1 94509 _ 10!944 .8.81237. . =8R12.
972'563 y - 1945 chifires
EOT2593 _ 1 . 18972593 log(2) _ | — 1209959106405 _ y _ - »
2 1=10 1 =10 10 1 4370 1

_ - ) 2098960 chillves .
Dans ce dernier cas. le “ =17 ne va influencer ni le nombre de chiffres m les premiers

clnffres.

Exercice 10 :

a) PN =7 o 2r43=0 o ... o r=3o0ur=-1

b) 3" B =(32)*2 & V=3 o 5, 8=r+d © Jr=12 & 1=
¢) (2767 =2 @ 27 =2 o G+r=3  r=9

d) log,(64) =3 & 64=1" & r=V6i1=14



¢} log,(1) = 0 vrai pour n'importe quelle base de logarithme : 0 < x # 1

f) logy(x)=~3 & z=4"3=1/64

g) In((z+1)(z+5)) =1n(96) & (x+1}{r+5)=96 & - & z=T7ous=—13
mais le cas ¥ = —13 est a exclure {solution pmasm'} !

h) log ((Bx—6)/(z—4))=1 ¢ (82—6)/(r—1)=10 & 8xr—-6=102—-40 & r =17

i) log(3xr+1)=3 & 3z+1=1000 . r =333

J) 27(3%)F =100 > 18% =100  r = log,.(100) = l]‘:f’;(lloso)) = log(21 5 199

kY log|3x —4| =log(3?) & |3z ~4|=9 & 30 ~4=49 & r=13/3ou.r = -5/3

(¢

Les deux derniéres équations font appel a la formule de Viete avee e conmumne inconnue

D ()P +(eF)—6=0 & e=2vuef =-3 & & =In(2)

m) 8*F+e*=06 & B¥+1=6" & 8(¢") -6(e)+1 =0« " =05oue =
0.25 & r=1In(0.5) = —In(2) on r = In{0.25) = ~ In(4)

Exercice 11 :

1) D =]1: oc|. f{(r)=$—i—l 2) D =)0:x[. file =%

3) D =0: [, fi(x) = In(z) ) D=]-V3V3 [ filv) = 57—

5) voir ci-dessous 6) D =]0:0c[ \{1}. f5(x) = %
—(lnz+ 1) ' -l

7) D =]0:oc[ \{1}. f-?(ﬂ?):m 8) D =] — x: 1] \{0}. fi(x)= =

3) le domaine de définition de fsest D=R\{r:cosx =0} =R\ {§+kn:kelZ}
Pour dériver cette fonction. il faut se rappeler que ([2])" = sign(r) = |«)/x {pour » # 0) :

fi(z) = —— - (jcoszl) =

-sign{cos ) - (cos r)

| cos x| | cos .|
1 | cos x| _ - sin.r
" Jcosz| cost (=sinr) = cose ~ tan(r)

De maniére générale. on peut remarquer gue des fonctions n{ f(r)) et In|f(r)] (avee la
valeur absolue!) ont des dérivées identiques. mais pas foreément les mémes domaines de
definition.

Exercice 12 : «a) f'(z) =6e*(e** — 3)%. f'(U) = 24. tangente y = 24 — &

b} La droite adniet une pente m = 3 et on cherche les valeurs de » pour lesquelles
f'(x) = 2e*® — 8e™ + 9 vaut 3. On aboutit a I'squation (e*)? — 4{e*) +3 = 0 dont les
solutions sont e* = 3 et e = 1. On déduit ainsi * = [n(3) et » = In{1) = 0. Les points
d'intersection sont I;(0: =7) et Ih{In(3): 9n(3) — 15).

¢) La dérivée f'(x) = e*(a? + 2o + ) s"anmde selon le signe du diseriminant M 1: 2 a) =
4(1 —a) : on a un point a tangente horizontale st ¢ = 1 {il s'agit en locenrence d un palier
ascendant en o = ~1). deux "pth” st @ < 1 et avcun “pth” st a > L.



d) ~1,288°(enz=2) 7/ ~23,42° (ecnx = 1)

e) Pour toute valeur z vérifiant Va — 2x = e¢***, on a

z+b

-2 €
vVa-27) (e = —— e = ——n_ = 1.
( ) )', 2vVa — 2z va —2r

Exercice 13: A=0. B=0. C=27/4, D=0, E=2/3. F=-x

Exercice 14 :

fi:

fa:

f3:

: 7%

D =R. ,(0:0). L,(0:0). lim_fi(x) = —o0, lim fu(@) = 0. fI(x) = 201 = ¢)e~* nul

pour z = 1. maximum cn (1: 2/e)

D =R. I,(2:0). 1,(0:4). _El—ll folr) = 0. lilr;c fro(x) = <. fylr) = r(r = 2)e* nul
pour £ =0 ot r = 2. maximum cn (0:4). minimum en {2:0)

on peut remarquer que f3(x) = r*(In(1) — In(x)) = —2%In(x). D =)0.xc[. [,(1.0),
1, inexistant. li{I[I)f;](.E) = l_lzlglc falx) = —x. filr) = —c(2Inx + 1) nul pour

-0.5

z=0et z =¢e %, maximum en (e”%3 ~ 0.184)

D = R. I, inexistant, {,(0:1n4), fonction paire (f(—x) = f(r)) donc le graphe est
symeétrique par rapport a laxe vertical. lim  fy(z) = o. fi(r) = 2z/(+? + 4) nul
r—xzx

pour z = 0, minimum en (0:In4)

y = fo{r)

vy = fi(x)

!
i

Exercice 15 : 1. N(100) = 50 - 27'00/1600 > 47 88 mg 2. N(t) = 50 . 2~1/100 aut,
20 lorsque t = ~1600 log,(0.4) = 2’115 ans 3. N(t) = 0.570y lorsque £ = 1600

Exercice 16 : La condition N(5'700) = %N(, se réoerit 2579 = 2-1 Jone ¢ = —1/5700.
Ou en déduit que V(1) = Np27770 vant (.28, lorsque t = =5700 log,(0.2) = 13'235 ans.
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