Exponentielles et logarithmes

8.1. Les fonctions exponentielles

Soit a est un nombre strictement positif. Les fonetions exponentielles sont définies par :

exp, : R — [0,00[; £ +—a®

Voici les graphes de plusienrs fonctions exponentielles. dont exp, (en gras).

On wvoit que pour a = 0 et a = 1. la fonction exp, est bijective. Par conséquent, elle
admet une fonction réciproque. baptisée le logarithme en base a et notée log, . On obtient
ainsi une famille de fonctions poura > 0et a1 :
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8.2. Les logarithmes

D'un antre point de vue, le logarithme est juste une fagon d’appeler la solution (lorsqu’elle
existe) d'une équation en x de la forme suivante.

ar =}
Lorsque a > () et a 3 1, on voit sur le graphe de a* que cette équation ne possede qu’une
seule solution et ceci seulement si b > () (puisque les exponentielles sont strictement

positives), cette solution s’appelle le logarithme de b en base a et est notée log, (b). Ce
nombre est un nombre réel (il peut étre négatif, nul ou positif). Dans ce cas, on a

=g = g= lngu{ﬂ|

D'on le slogan du logarithme :

log, (b) est la puissance a laquelle on éléve la base a pour obtenir le nombre b

Le slogan livre les formules suivantes pour tout z € |0, oc| et pour tout y € E.

T T
a'%al®) — et log, (a¥) = u

Formules

Lorsque les expressions sont bien définies, on a les formules suivantes, Le lecteur remar-
quera la dualité de ces formules.

Pour les exponentielles Pour les logarithmes
Ecriture a* Ecriture exp, (x)
a™™ = a® - a¥ | exp,(z +y) = exp,(x) -exp,(y) || log,(z - y) = log,(z) + log,(y)
v = ‘n*—: exp,(r—y) = :ﬂ:‘*m = log, {%} = log, (u) — log,(v)
a™¥ = (a)* exp, (T - y) = (exp,(x)) log,(«) = ylog,(z)
ali=1 exp,(0) =1 log, (1) =10

Formules de changement de base

Soit a et b deux nombres positifs differents de 1. On peut changer les bases des expo-
nentielles et des logarithmes. Lorsque les expressions sont bien définies, on a les formules
suivantes.

_ ingh{rj ﬂl = biugbl:u}.r CAT @ = b!uglu_ll:u}

1 T = ——

La formule de changement de base pour le logarithme est essentielle pour pouvoir calenler,
par exemple, logy(2) 4 l'aide la calculatrice.
Pour résoudre les équations avec des exponentielles ou des logarithmes

Lorsqu'on a la meme base a = ) et a # 1, on peut utiliser la propriété suivante pour
résondre des équations.

a =a’

= r=y E=y 105.,{;:-'_]=10Eq{9}|

En effet, pour les deux encadrés “=" s'obtient en appliguant la fonction log a l'équation,
tandis que <" s'obtient a 'aide de la fonction exp,.
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Preuve des formules

Pour démontrer les formules on va utiliser la formule @' = ¢ et les formules pour les
exponentielles.
1. log (z - y) = log, (a'F®) . gor)) = Jog _(a'ruls+lenlidy = Jog (1) + log, (y)
¥l v [ L1 L LR

aleBalE)

= 1t}gﬂ{ﬁ}l = log, {m} = log, (a"8. @) —W8a(0)) = log_(z) — log, (y)
3. log (z¥) = log, {{n_lug..[r]]u} = log, {ﬂlug..u}-_u) = log, {ﬂu lug,,[J'"J} = ylog, ()

4. log,(7) = log, (a'8alx)) L log, () log,(a)

On a done les formules équivalentes suivantes.
_ log,(x)
 logyla)

log,(a)log, (z) =log,(x) et log,(x)

8.3. Les fonctions logarithmes

Soit a un nombre strictement positif différent de 1. Les fonctions logarithmes sont définies
par :
log, : 10, 00[ = R; x> log,(x)

Voiei les graphes de plusieurs fonetions logarithmes, dont log, (en gras).

H

La fonction log, est la fonction réciproque de exp,. Clest pour cette raison que les graphes
sont obtenus a partir de ceux des fonctions exponentielles par une symétrie d'axe r =y
(il s'agit de la droite passant par l'origine avec un angle de 45°).
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8.4. Application : calculs d’intéréts, actualisation et
capitalisation

Toute la difficulte de cette section consiste a bien comprendre comment on peut déplacer
un capital dans le temps. Lorsqu’'on déplace un capital en direction du futur. on le ea-
pitalise. 51 on deéplace un capital en direction du passé, on 'actualise. Lorsqu’aucune
contrainte spécifique n'est precisée, on s'imaginera toujours disposer d'un capital en
I'année zéro. Dans ce cas, on peut visualiser U'actualisation et la capitalisation.

. 1 ;
: — temps [année

actualisation capitalisation

8.4.1. Capitalisation

Notons (', le capital a l'année n et ¢ le tour d intérét (effectif ) annuel (supposé constant ).

Intérets simples

Lorsqu’on capitalise un capital initial Cy selon la méthode des intérets simples. on ajoute
a (' la proportion d'intéret correspondante,

Co=0Ch+Ch-t-n done Co = Co(l+ 1)

Cette formule est valable pour tout n = () (on peut parler de demi-année,...}.

Intéréts composés

On calcule les intérets année par année, en les ajoutant an capital. Ainsi. chague année,
le montant sur lequel les intéréts sont calculés change !

Cr=Cp+Cyt =Cy(l +1)

Co=Ci+Crot =Ci(l+1) =Co(l +1)°
Cy=Cp+Cy -t =Co(l+1) = Cy(1 +1)°
Oy = Ca+ 0Oyt =041 + )= Ch{l + t)*

Co=Co(1 4 1)"

On a done démontré gue cette formule est valable lorsgue n € . Mais, elle est valable
pour tout nombre n réel (meéme st on ne démontrera pas) !

Exemple

On place 1000 CHF & 5% pendant 4() ans.

1. Le capital final apres les 40 ans si on applique la méthode des intérets simples est
donné par

Cho = Co(1 + 1 - 40) = 1000(1 + 0.05 - 40) = 1000 - 3 = 3000 CHF
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2. Le capital final apres les 40 ans si on applique la méthode des intérets composés est
donné par

Cio = Co(1 + )" = 1000{1 + 0.05)" = 1000 - 7.030999 = 7'040.00 CHF
Cela fait environ 4'040 CHF de plus qu'avec la méthode des intéréts simples!

3. Si on dessine les capitaux obtenus tons les deux ans pour des intéréts simples et
composés (la période de placement reste 'année). On obtient le graphe suivant.
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{Un voit que pour les intérets simples, la courbe est une droite, tandis que pour les
interets composes, il s'agit d'une courbe exponentielle!

Taux périodique (ou proportionnel ou relatif)

On peut désirer composer des mtérets m fois dans année selon des périodes eégales
(de longuenr ﬁj. Pour cela. on introduit la notion d'un fewr dintérét périodigue {ou
proportionnel ou relatif ), noté £

Par exemple t, correspond a un taux semestriel, £, & un un taux trimestriel, #15 & un taux
mensuel et typ 4 un taux journalier.

On fixe ce taux de telle maniére a ce que la capitalisation revienne au meme que si cela
avait éte sur des périodes d'une anneée avec le taux d'intéret (effectif) annuel. En termes
mathématigues, en regardant comment on caleule le capital aprés une annee, on trouve
la condition suivante qui relie le taux (effectif) annuel avee le taux périodigue.

Ci=Cy(1+1)=GCo(l +ta)" done A+1)=(1+tn)"

= (14 8)% = (1 +t,,)

Exemple 5i le tanx d'intérét annuel est de 3% pour un placement mensuel, alors le
taux périodique est de ¢, = (0.247%.
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8.4.2. Actualisation

Il s'agit cette tois d'aller dans le passé. en se demandant, par exemple, quel investisse-
ment Cy on doit placer, a un taux d'intéret annuel {, pour obtenir aprés n année un
capital (. Les formules sont les memes que pour la capitalisation, si ce n'est que main-
tenant ce n'est pas C) qui est donné, mais C,, !

Exemple 5i on souhaite avoir 50°000 CHF dans 20 ans sur un compte en banque a un
taux de 2%, on doit placer
1

Co=Co i gm = 500000 - (1 + (1.02)=2° 22 50°000 - 0.67207 = 33'648.60 CHF

8.4.3. ]:]quivalence de capitaux et échéance moyenne
Définition

Deux capitaux sont dit équivalenfs 8'ils sont égaux au meéme instant.

Exemples

1. Si on suppose que le taux d'intérét est constant a 5%, alors 1’000 CHF le premier
janvier 2007 sont équivalents & 1050 CHF le premier janvier 2008,

En effet, une année apres les 1000 CHF sont devenus 1'000 - (1.05)" = 1’050 CHF.

2. Verser 5000 CHF aujourd'hui sur un compte bancaire d'intéréts constants a 2% est
équivalent A avoir versé 4'528.65 CHF il v a 5 ans.

En effet, on a 5000 - (1.02)~* = 4'528.65 CHF.

Définition

L'échéance moyenne est 'unique date a laquelle plusieurs capitaux échéants a différentes
dates sont réglés par un seul paiement équivalent a la somme de tous ces capitaux.

Exemple

Imaginons que l'on ait acheté 2 produits. Le premier a été achete le premier juin 2006, 1l
coutait alors 1500 CHF. Quant au deuxiéme, il a été commandé et il contera 2500 CHF
le jour de sa Livraison le premier juin 2007. Pour ces deux achats, on considére que le
tanx d'intérets est de 1%.

L'échéance movenne correspond a la date on la somme des achats, qui vaut 4000 CHF.
sera équivalente an deux paiements. Cette échéance correspond an 16 janvier 2007 (au-
trement dit 7 mois et 15 jours apres le premier juin 2006).

En effet, on commence par déplacer les deux valeurs au premier juin 2006 (on pourrait
les déplacer & n'importe quelle date), la valeur totale vaut ainsi :

500 + 2'500 « (1.01) ™" = 3975.25
Il faut trouver dans combien de temps ces 3975.25 CHF valent 1'5004 2500 = 4'000 CHF.

3075.25 - (1.01)" = 4000 <= (L01)" = 00 s p = Jog, ;, (7200 ) = .6238 ans

Ainsi n = (0.6238 - 360 =2 224.6 jours, ce qui fait environ 7 mois et 15 jours.
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8.5. Le nombre d’Euler

{(n examine ce que rapporte plusieurs placements de 1 CHF a des rendements différents.

1. Le premier placement est a 100% sur une période d'une année.
1000,
2

3. Le troisieme placement est & un taux périodique de 2% sur une période de 4 mois.
1

2. Le deuxieme placement est a un taux périodique de o sur une période de 6 mois.

a B ) W 100 L] I3 i
4. Le quatriéme placement est 4 un tanx périodique de == sur une période de 3 mois.

n. Le n-ibme placement est a un taux périodique de %['—u sur une période de r_la annee,

En se référant a la page précédente, on remarqgue que les taux annuels associés ne sont pas
tous de 100%. En fait, seul le premier placement est & un tel taux. Quant an deuxiéme,
il correspond & un taux annuel de 125%. Le troisibme placement correspond a un taux
d'environ 137% et ainsi de suite.

Notons ¢, (avec minuscule) le capital récupéré, pour le n-ieme placement, aprés une
année. En capitalisant en utilisant le taux périodigne. on trouve la formule suivante

2 1 T
n = {1 + %{f‘{-}n =14+ —
n
Voici un tablean présentant quelques valeurs de oy,

n 1 2 3 4 o 10) 25 |
e, || 2.000] 2.250 [ 2.370 [ 2.441 | 2.488 [ 2.594 | 2.666 |
n || 50 | 100 | 500 | 1000 | 2000 | 4000 | 8000 |
oy || 2.692]2.705 [ 2.716 [ 2717 | 2.718 [ 2.718 [ 2.718 |

On remarque que lorsque n devient grand, le nombre e, a tendance a se rapprocher
d’'un certain nombre. Le premier a avoir pressenti Uexistence de ce nombre mystérienx
est 'Ecossais John Napier (1550-1617). qui inventa les logarithmes (d'on le logarithme
népérien aprés que son nom soit francisé en Néper). Malgré cela, ce nombre est appelé
nombre d 'Euler, d’aprés un mathématicien suisse du 18e siecle : Leonhard Euler {1707-
1783). Le nombre d'Euler est défini par la limite

-l (]
e=lm [14+—=] = 2.?1328!

Te—+00 T |

Le nombre e est irrationnel. Cela signifie qu’il ne peut pas sécrire comme une fraction
ot qu'il 1’y a ancune période dans son éeriture décimale.

Les premieres décimales du nombre e sont 2.7182818284590452,

En novembre 1999, le mathématicien Xavier Gourdon a établi un record (pour U'époque)
en calculant ses 1"250°000°000 premieres decimales.
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