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Chapitre 10

Fonctions usuelles transcendantes

10.1 Les fonctions exponentielles

Soit a est un nombre strictement positif. Les fonctions exponentielles sont définies par :

exp, : R —]0,+o00[; z > a”

Voici les graphes de plusieurs fonctions exponentielles, dont exp, (en gras).

On voit que pour @ > 0 et a # 1, la fonction exp, est bijective. Par conséquent, elle
admet une fonction réciproque, baptisée le logarithme en base a et notée log,. On obtient
ainsi une famille de fonctions pour a > Oecta#1:

log, : 10, +o0[ = R; x> log,(x)
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10.2 Les logarithmes
D’un autre point de vue, le logarithme est juste une fagon d’appeler la solution (lorsqu’elle
existe) d’une équation en z de la forme suivante. :

=1}

Lorsque a > 0 et a # 1, on voit sur le graphe de a® que cette équation ne posséde qu'une
seule solution et ceci seulement si b > 0 (puisque les exponentielles sont strictement
positives), cette solution s’appelle le logarithme de b en base a et est notée log, (D).

a®*=b <= z=Ilog.(bh)

D’ou le slogan du logarithme :

log, (b) est la puissance a laquelle on ¢éléve la base a pour obtenir le nombre b

Le slogan livre les formules suivantes pour tout z € |0, +oo| et pour tout y € R.

et [log.(@) =y

Formules

Lorsque les expressions sont, bien définies, on a les formules duales suivantes.

Pour les exponentielles Pour les logarithmes

Ecriture a” Ecriture exp,(z)

a*t =a® - a¥ | exp,(z + y) = exp,(z) - exp,(y) || log,(z - y) = log,(z) + log,(y)

a* ¥ = z_z eXPa@: - U) = % 10ga (%) = ]Ogﬂ('ﬂ,) - lOga(U)
a®¥ = (a) exp,(z - y) = (exp,(z)) log, (z¥) = ylog,(x)
=1 exp,(0) =1 log,(1) =0

Formules de changement de base

Soit a et b deux nombres positifs différents de 1. On peut changer les bases des exponen-
ticlles et des logarithmes. Lorsque les expressions sont bien définies, on a les formules

1 4 : | e e "
log,(z) = o8(2) car g = bloB(@)

N log, (a) i

La formule de changement de base pour le logarithme est essentielle pour pouvoir caleuler,
par exemple, logy(2) & l'aide la calculatrice.

Pour résoudre les équations avec des exponentielles ou des logarithmes

Lorsqu’on a la méme base a > 0 et a # 1, on peut utiliser les propriétés suivantes pour
résoudre des équations.
g’ =qg¥ = 2=y

siz,y R |z=y <= log,(x) = log,(y)

siz,y>0 |z=y < log,(z)=log,(v)

Ces propriétés proviennent du fait que les fonctions exp, et log, sont bijectives sur leur
domaine de définition et du fait que le domaine de définition de log, est |0, 4+o00].
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Preuve des formules

Pour démontrer les formules pour les logarithmes, on va utiliser les formules "% = z,
log,(a¥) = y et les formules pour les exponenticlles.

1. log,(z - y) = log, (a5 . ¢'%®)) = log, (a'%(")18l)) = log,(z) + log,(y)
2. log,(2) = log, (eey) = l0g, ("8 = log, (z) — log,(y)

aloga{y)
3. log,(z¥) = log, ((a°s=®))¥) = log, (a!%=()?) = log, (a¥'6=()) = ylog,(z)

4. logy(z) = logy(a'*8(®)) 2 log, () log,(a)
On a donc les formules équivalentes suivantes.

log,(a)log,(z) = logy(z) et

log,,(x)
log,(z) = log,(a)

10.3 Les fonctions logarithmes

Soit a un nombre strictement positif, a # 1. Les fonctions logarithmes sont définies par

log,, : 10, +o00[ = R; z — log,(z)

Voici les graphes de plusieurs fonctions logarithmes, dont log, (en gras).

y

La fonction log, est la fonction réciproque de exp,. C'est pour cette raison que les graphes
sont obtenus a partir de ceux des fonctions exponentielles par une symétrie d'axe z = y
(il s’agit de la droite passant par l'origine avec un angle de 45°).



