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§A PREAMBULE

Pour ce chapitre, on estime conhues les notions vues &
dans l'espace a 2 dimensions, notamment la notion de &
point, de vecteur, de droite, d'indépendance linéaire, de &
base et de re'pére orthonormé ainsi que la notion de plan.

géométrie a 3 dimensions basées sur 3 vecteurs
orthogonaux que nous nommerons 91, 92 et e '

A l'aide d'un point fixe, noté O et nommé origine, nous
pouvons définir 3 axes, Ox, Oy et Oz.
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Repréesentation d'un repére orthonormé 3D & Représentation d'un repére orthonormé 3D 3

l'aide du logiciel Cabri 3D. Bien entendu, il l'aide du "papier-crayon". Bien entendu, il

s'agit d'une représentation en 2D. s'agit d'unereprésentation en 2D.
ATTENTION : Dans cette représentation, le
parallélisme est conservé, pas les angles

On appelle "Sol", I'ensemble des points P tels que OP = xé: + y§; ou X,yelO , les coordonnées
de P sont P(x;y;0).
On appelle "Mur”, 'ensemble des points P tels que OP =ye, + z§; ouvy,zel , les coordonnées

de P sont P(0;y;2).
On appelle “Parm" I'ensemble des points P tels que

OP =xe, +ze, ol x,ze , les coordonnées de P sont P(x;0:z).
Ces 3 ensembles sont appelés plans de référence.

L'espace, par ces 3 plans de référence est divisé en 8 octants




§B REPRESENTATION D'UN POINT

En observant les 2 points ci-dessous, on voit que pour A sur I'axe Oy et pour B, Iégérement en
dessus du sol, leur représentation sur la feuille de papier les placent apparemment au méme

endrit.

A est sur I'axe Oy e ‘ B est en-dessus du sol; Sa projection Bs aide a s'en
rendre compte

I n'est pas possible de représenter un point en 3D par un seul
point sur le papier (le papier est en 2D). On représente donc
un point en 3D a l'aide l'une de ses projections dans un des
3 plans de référence. La projection du point B dans le sol se
note Bs et est l'intersection de la droite paralléle & Oz passant
par B et le sol.

Chaque point a donc 3 projections notées a I'aide des indices
"M", "P" et "S", donc Am, Ap et As pour le point A

On peut créer un parallélépipede rectangle dit parallélépipéde de construction pour chaque
point, les 8 sommets étant l'origine, le point lui-méme, ses projections dans les plans de
référence et sur les axes (qui sont en fait les projections de ses projections). -




Par analogie avec la géométrie 2D, tout point P(x;y;z)
engendre un rayon- vecteur OP = xe, +ye, +2€, que
X
'on note OP =/ y
z

x,y,z sont les coordonnées du po:nt P et Ies
comgosantes du vecteur OP .

§C REPRESENTATION D'UNE DROITE

Pour que la représéntation d'une droite sur papier soit unii/oqué il faut que 2 de ses points
soient représentés sans ambiguité. L'utilisation des traces d'une dronte permet de représenter

avantageusement une droite.
(Définition : les traces d'une droite sont les intersections de la droite et des plans de référence,

on les note M, PetS) S)

‘Avec les chonxde M etS, le Iogtcuel dessine d Avec Ies choix de M et S comment placer P?
- et place P.

Comme on le voit sur la representatton "papier-crayon” c:-dessus la questlon de la position de

la 3°™ trace & partir des 2 premiéres nécessite une petite réflexion.

Il faut d'abord définir la notion de projection de

droite. | L -

La projection d'une droite d dans le sol, notée ds / dg";,,.—-" '

est la droite formée de la projection dans-le sol des > bt

points de la droite d, dans I'exemple ci-dessus, il . M,

n'est pas difficile de positionner Ms et S (Ss =S !!) i

et donc de dessiner la projection ds . .

NB : Toute partie de droite non située dansle -~ -~ P
premier octant est traitillée. -




L'intersection de ds avec Ox est P
- et celle avec Oy est M. Ps permet
de positionner P

NB Bien entendu, on peut aussi définir
la projection d'une droite dans le
mur et dans la projection d'une

~droite dans la paroi. Pa exemple -
pour d,, il faut positionner 2 points
parmi My, Sp et P

Il n'est- pas souhaitable de représenter sur un
~méme dessin une droite d avec ces 3 projections

Il n'en demeure pas moins qu'il faut se souvenir
que .

* Les projections des traces d'une droite sont sur

les axes. .
e Une droite coupe ses projections en ses traces

et étre capable d'appliquer ces 2 principes avec
n'importe lequel des 3 plans de référence.




Quelques cas patrticuliers d-e droites :

e Siune droite est paralléle a un des axes, la dro:te n'a alors qu'une trace (ci-dessus, cas
d'une droite verticale)

e Siune droite est paralléle a un des plans de référence (ci-dessus pas d' intersection entre la
droite et la paroi) , la droite n'a alors que deux traces. -

e Siune droite passe par I‘orlglne elle n'a qu'une seule trace (L'origine !!), cas non représenté
ci- dessus.

§D REPRESENTATION D'UN PLAN
Définition :

On appelle traces du plan dans les plans de référence les Intersectlons du plan avec les plans
de référence. Il s'agit de droites |
Par analogle les traces du plan sur les axes sont les intersections du plan avec les axes de
référence. 1l s'agit de points.

On représente un plan dans un repére par ses traces. S'il n'y a pas de parallélisme du plan
avec les axes et/ou les plans de réference, les 3 traces dans les plans de référence forment un
triangle dont les sommets sont les traces sur les axes

Découvrons quelques exemples ...



b Y
aralléle a Oy, pas de triangle - -
e b

."‘N Y 4

- - —

'Plan horizontal (paraliéle au sol), pas de triangle



La représentation partielle des "traces" peut induire
en erreur. Par exemple, ci-contre on peut penser
que les 3 droites sont les traces d'un plan ...

Ce qui n'est pas le cas !! |

Il est laissé au lecteur le soin d'en découvrir la
raison - -

§E EQUATIONS
1. Droite
Définition :

Soit A et B 2 points. d A

On appelle droite contenant A et B
'ensemble des points P tels que :

AP = ?LI-;( oui el .
NB: Ondit AP et v sont colinéaires ou paralléles ,
- On note généralement une droite a l'aide de la lettre d

- Par Chasles, AP =0P -0A etdonc:

Ped< 3A el tel que OP=0A+A-v| (équation paramétrique vectorielle de d)

Observons qu'avec un point Q n'appartenant pas & d on ne peut pas écrire OQ=0A+A-Vv.

X=8,+A"V,
On définit la droite d par 3 équations paramétriques scalaires ; [d:{y=a,+A:V,|

Z=238,+A-V,

hY

oli: -

o P(xy;z)est le point variable de d,

o A(ay; az; as) est un point donné de d,
V1

o Vv=|v, | estun vecteur donné paraliéle a d
VS



2. Plan

Définition :

Soit A; B et C, 3 points non alignés.
Soit v=AB et w=AC.

On appelle plan contenant A,B et C
I'ensemble des points P tels que :

—

AP = A-v+p-w otia,uel.

NB: Ondit: Les 3 vecteurs AP,v,w sont coplanaires
On note géneralement les plans a l'aide de la lettre 7t

Par Chasles, AP =0P~-0A et donc:

Pene Inpel telsque OP=0A+A-V+ M w (équation paramétrique vectorielle de T)

Observons qu'avec un point Q n'appartenant pas a won ne peut écrire AQ = A-v+pu:w.

. X=a;+A-Vi+u-W,
On définit le plan 7 par 3 équations paramétriques scalaires ; [m:{y=a,+A-v,+u-W,
| Z=a,+ A Vs + U W,

ol : :
* P(xy;z)estle point variable de T,
e A(ay; ag; az) est un point donné de k;
v, ; | |
e V= Vv, | est un vecteur donné paralléle a =  ("paralléle a un segment AB inclus dans T ")
| v, ) .
w, |
e w=|w, | est ‘un vecteur donné paralléle & 7 ("paralléle & un segment AC inclus dans Tt ")
W3

Remarque :

On constate quil y a une inconnue de plus que d'équations (4 contre 3) pour les équations
parametriques de la droite et deux inconnues de plus que d'équations (5 contre 3) pour les
équations parametriques du plan. On parle.de degré de liberté, il y a 1 degré de liberté pour la
droite : la droite est un ensemble & 1 dimension; alors qu'il y a 2 degrés de liberté pour le plan :
le plan est un ensemble & 2 dimensions. ' :




3. Déterminant d'ordre 3

& b Cy
Soit 3 vecteurs a=| a, |, b=|b, | et c=|c,
a, b, C,

On dit que a, betc sont Imeawement dépendants si et seulement si ¢ peut etre exprimé
comme combinaison linéaire de a et de b, Ces vecteurs sont alors coplanaires.

Si ¢ ne peut pas étre exprimé. comme combinaison linéaire de a et de b, on dit que a, b et ¢
sont linéairement indépendants . Ces 3 vecteurs forment alors une base de l'espace a 3
dimensions et ne sont pas coplanalres

La notion de dépendance linéaire (ou d'indépendance linéaire) est fondamentale en geometrle
elle détermine la dimension de I'espace dans lequel on travaille. Le fait qu'il est possible de
trouver au maximum 3 vecteurs linéairement mdependants dans l'espace définit que I'espace
est & 3 dimensions.

Pour determmer si 3 vecteurs a, b et ¢ sont linéairement dépendants ou indépendants il faut

trouver a et {3 el telsque c=a-a +B-b. Sicela est possible les 3 vecteurs sont linéairement
dépendants, sinon, ils sont Ilnealrement lndependants -

On peut montrer que le nombre a,-b, -c, +b,-c,-a, +c, -a, ‘b, ~a;-b,-c,-b,-c,-a,~c,-a,-b,
permet de répondre a la question "c =a.-a+B-b a-t-elle une solution ?".
Ce nombre est appelé déterminant de a, b et ¢ et est noté 0(5;5;5).

Pour ce souvenir de ce nombre, on utilise le schéma ci-dessous (régle de Sarrus) :

Y- @abzcs

¢ & ‘ ;
{’.r, '*bEC‘a‘] -—"‘33 'b2 '01 "'b3 'Cz ‘31 '-"03 'az 'b.'
- A Cadzby |

c) est une base

Se souvenir D(Q;E;E) #0 & ont linéairement indépendants

o O
OIOI'
- 1 O"} ‘\-._../

e sont pas coplanaires

NB: On peut montrer'lD(é;B;E)‘ est le volume du parallélépipéde engendré par a- b et 6.



4. Equation cartésienne d'un plan

Soit un plan wdonné (comme ci-dessus) par 3 de ses points (non alignés) A: B et C.
On construit les vecteurs v=AB et w=AC

On a P e n<> AP,v et w sont coplanaires donc : [P e n < D(Kﬁ Y “) =0|
Equation cartésienne du plan T

Exemple de recherche d'une équation cartésienne :
Soit le plan 1 contenant les points A(1;3;2), B(2;5;0) et C(2;-1;3)

1 1
e v=AB=| 2 | et w=AC=| -4
) 1
Ix-1 1 1 Ix-1 1
« D(APv;w)=y-8 2 -4ly-3 2 =2(x-1)-4(z-2)-2(y-3)-2(z-2)-8(x~1)-(y-3)
Ze ) el -

-2

————

=5 D( P;\'};W) = -—6(x.—';l)—6(z-2-)-3(y-3) =-6Xx -3y -62+27 =0

=> Equation cartésienne de |n:2x+y+2z+9 =0 | (fe lecteur peut vérifier que A,B et C e )

NB : Une equation cartésienne de plan est une equatlon a 3 inconnues, on retrouve les 2
degrés de liberté mentionnés ci-dessus
'Une équation de la forme "x - 5 = 0" ou de la forme “2x y + 1 = 0" représente, dans
I'espace & 3 dimensions, un plan caril y a bien 2 degrés de liberté !!
Corolaire : I n'y a pas d'équation cartésienne de droite en 3 dimensions

Il est fortement conseillé (dans la mesure du possible) de privilégier la forme cartésienne au
détriment de la forme paramétrique.



§F INTERSECTIONS

Nous considérons4 cas

e 1. Intersection de deux droites e 2. Intersection de deux plans
e 3. Intersection d'une droite et d'un plan e 4, Intersection de 3 plans

1. Intersection de deux droites

Remarque préliminaire :

2 droites distinctes peuvent étre :

o sécantes (ci-contre dy et da),

e paralléles (ci-contre d; et d3),

e gauches (ci-contre Oz et n'importe laquelle des
droites d4 a da). -

On parle de position relative de 2 droites

Par définition 2 droites sont dites gauches si elles ne
sont ni sécantes, ni paralléles, donc pas coplanaires.

Remarque :

Il n'est en général facile de déterminer si 2 droites données sont paralléles ou non paralléles;
par contre il est plus délicat de déterminer si 2 droites données sont gauches ou sécantes.

Exemple : Détermination de la position relative de 2 droites

X =1+2A X=5+pu

Soit d,:qy=" A etd,:{y=1+p, on voit de suite que ces 2 droites ne sont pas paralléles.
==1=A o |z=4-p

1% méthode : Recherche de I'éventuellé intersection :

1+2A=5+p [A=3
=
A=1+p =2
z,=—4 (pourd,)
z,=2 (pourd,)

En comparant les 2 premiéres équations de chacune des droites on a

En calculant le "z" de I'éventuel point d'intersection, on obtient ici <

Comme z, #z, il n'y a pas d'intersection et ces 2 droites sont gauches.

2°™® méthode : Par calcul d'un déterminant

Le déterminant D(A1A2;ﬂ;§;) permet de différencier les cas oU les droites sont coplanaires ou
N 2 1

non, donc si elles sont sécantes ou gauches. NB : A (10;1), v, =| 1 |, A,(5:14) et v, =| 1

1 | -1



3°M méthode : Graphiquement

On représente les droites dans un repére
(Attention, les droites montrées ici ne sont pas les mémes que dans l'exemple numériques c:-dessus)

Impossible de se prononcer sans autres sur la
posmon relatlve des 2 droites.

Il'y a bien un "point" sur la feuille de papier qui
pourrait étre l'intersection, mais ... 77

A l'aide de pro;ectlons (dans le sol par
exemple) on voit que ..

il y a 2 projections distinctes dans le sol pour
le "point” sur la feuille.

Pour que les droites soient sécantes il aurait
fallu que la projection du point d'intersection
corresponde a lintersection des projections
des droites.




Construction avec "papier-crayon"”

Impossible de se prononcer sans autres sur la
position relative des 2 droites.

It y a bien un "point" sur la feuille de papier
qui pourrait étre l'intersection, mais ... 7?7

A laide de projections (dans le sol par
exemple), on voit'que ...

.il'y a 2 projections distinctes dans le sol pour

le "point" sur la feuille.

Pour que les droites soient sécantes il aurait
fallu que la projection du point d'intersection
corresponde a lintérsection des projections |
des droites.



2. Intersection de 2 plans

"Lorsque l'on recherche I'éventuelle intersection de 2 plans, on peut se trouver dans I'un des 2
cas suivants : ‘

a) Les 2 plans sont paraliéles
b) Les 2 plans sont sécants selon une droite.

(Situation qui a une certaine analog:‘e avec les positions relatives de 2 droites en 2 dimensions)

Pour déterminer Ia position relatlve et donc I'(les) éventuelle(s) intersections, nous allons voir 2
méthodes :

1% méthode : Algébriquement

Nous partons du principe que les 2 plans sont donnés chacun par une équation cartésienne,
nous dasposons donc de 2 équations a 3 inconnues (Tiens, un.degré de liberté....)

Si on pense a la droite i d'intersection des 2 plans (celle que I'on doit trouver donc), on peut
supposer que i coupe le sol en S(xs;ys;0) et'donc on peut en remplagant z par O dans les 2
équations, calculer xs et ys et donc calculer le point S

De méme on peut imaginer que i coupe le mur en M(0; ym. zw) et de maniere analogue calculer

le point M.

Une fois que 2 points de i sont connus, la droite i elle-méme est connue.

Objection ? |
Bien sQr ... il n'est pas impossible qu'au cas o la droite i soit parallele a un axe ou/et a un plan -

de reference ou lorsqu'elle passe par l'origine, la recherche de 2 pomts puisse étre moins
idyllique que la démarche proposée ci-dessus, mais le principe reste le méme, il faut trouver 2

points et choisir une des coordonnéees pour chacun des points.
Une variante intéressante consiste a poser x = X, ce qui permet de trouver les equatlons de :
sans passer par les pomts (/ objectfon ci-dessus demeure toutefo:s aussi dans ce cas)

Siles 2 plans sont paralleles, le calcul n'aboutira pas ... mais dans ce cas une étude rapide des
équations données pour les plans permet de détecter le parallélisme.

Exemple ol 2 plans données sont paralléles :

Sim :2x-y+3z+6=0 et n, 14X~ 2y +6z-1=0, on peut se convaincre facilement que ses 2
plans sont paralléles caron a
o Pourm, :2x-y+3z=-6

e Pour n, :2xey+32=%;

‘et comme 2x-y+3z ne peut valoir simultanément "-6" et '-;— ilnaa 'pas de P(x;y;z) satisfaisant

les 2 solutions, donc les 2 plans sont paralléles.

. T, a,X+Db, +c1+d =0 a,
De maniére générale, avec ,ona jm/in, &—"Lt=—L=
M, ia,X+b, +C, +d, =0 a, b, ¢,




otme athode : Par construction

2 plans sont donnés par leurs traces Et voici l'intersection :
Y . Ao

[ |
|

!

i
i
!

On pairt du principe que chacun des plans est donné par ses traces. L'intersection des 2 traces
dans le sol dont le point S, l'intersection des 2 traces dans le mur donne le point M ... et le tour
est joué. '

Remarque : toute ligne qui est derriére un plan
doit &tre dessinée en traitillés, la solution donnée
ci-dessus peut donc étre améliorée comme ci-
contre.

Un léger hachurage des parties visibles (Octant | et
pas "caché" par un autre plan) permet d'améliorer
encore la visualisation.




3. Intersection d'une droite et d'un plan

Lorsque I'on recherche I'éventuelle intersection d'une droite d et d'un plan =, on peut se trouver,

dans l'un des 3 cas suivants :
a) La droite coupe le plan en un seul point (Exemple : Oz et le sol)
" b) La droite est incluse dans le plan : tous les points de la droite sont "intersection"”
c) La droite ne coupe pas le plan, elle est dite paralléle au plan.

Pour déterminer la position relative et I'éventuelle intersection, nous allons voir 2 méthodes :

1% méthode : Algébriquement

On se limitera a la situation ol la droite est donnée par 3 équations paramétriques et le plan par
une équation cartésienne. La recherche de l'intersection revient donc & résoudre un systéme de
‘4 équations ‘a 4 inconnues (x,y,z et A) . la substitution simultanée du x, du y et du z dans
I'equation cartésienne par les expressions issues des équations paramétriques permet de se
ramener facilement a une équation a une seule inconnue ().

Le probieme est donc élémentaire et est laissée au lecteur.

2°M® méthode : Par construction

1 plans et 1 droite sont donnés par leurs traces On construit un plan auxiliaire contenant d

|
i
I

A titre d'exercice, le lecteur est encouragé a "traitiller” les droites d et i, ainsi que les plans ...



4. Intersection de 3 plans

Soit n,, ©, et n, 3 plans distincts.

On distingue 5 positions ‘relatives possibles pour 3 plans donnés que l'on peut déterminer a
I'aide du schéma ci-dessous : .

Oui ' Non
—[' il ey ?

; j Non
Qui ___[ n1_{”“‘2 ? J :
—-[ Position relative de iz et ©t; ? }——
Iy & Ty iy /1 7, i, N7y ={l}
v v s \ 2 N  /
Position - Position Position Position Position

Cahier Tobleron Repére

Mille-fouilles

Aucune intersection i /11, gEE L Tat Mot A i, /i, /1, | {}=m, N7, N7,
avec iy =T, N7, avec i, = m, N7,
etl, =m, N, I, =T, M, -

etl, =m, N,

Convention :

La droite d'intersection (si elle existe) entre =, et =, se note i, et de maniere analogue on
note les éventuelles autres droites d'intersection de 2 plans.

Remarque -

Par souci de concision pour le diagramme ci-dessus, les 2 plans éventuellement paralléles ont
été désignés arbitrairement comme étant =, et =,. -



