Geomelrie dans l'espace

5.1 Un rappel de géométrie plane

La géométrie plane peut s'étendre & la troisitme dimension : I’espace. L'espace est "peuplé’, entre
autres, de points, de vecteurs, de droites et de plans. L’ensemble des vecteurs de I'espace se note V3 ct
est aussi appelé espace vectoriel de dimension 3. Commengons par un rappel de V3, I’ensemble
des vecteurs du plan.

5.1.1 Points et vecteurs

Le plan est muni d’un repére {0, €;, €3}, formé par 'origine et une paire de vecteurs non paralléles (on
dit aussi linéairement indépendants), qu'on appelle vecteurs de base. Un vecteur posséde deux
composantes et s'écrit "en colonne” : Par exemple, 7 = ( ;3) = —3€; + 4€3 (combinaison linéaire des
vecteurs de base avec €; = () et €2 = (9)

Les calculs avec les vecteurs s’opérent composante par composante. Nous savons tester si deux vecteurs
sont paralléles.

Un point du plan posséde deux coordonnées et s’écrit 'ligne" P(z;y) . En particulier, l'origine a les
coordonnées (0;0) .

5.1.2 Relation de Chasles

Les coordonnées de P(z;y) sont les composantes de (ﬁs = (y)- La relation de Chasles
AB = 0B - 04

est un outil trés utile. A l'aide de cette relation, nous avons pu déterminer le point milieu d’un
segment et le centre de gravité d’un triangle.
5.1.3 Equation d’une droite

Une droite, ensemble de points alignés, est définie par deux points ou un point et un vecteur direc-
teur, ou encore un point et un vecteur normal (perpendiculaire). Elle peut étre donnée sous forme
paramétrique ou sous forme cartésienne.

Nous savons aussi tester si un point appartient & une droite et déterminer la position relative
de deux droites.. ..

5.1.4 Géométrie métrique plane

Dans un second temps, nous avons étudié la géométrie métrique plane : norme (longueur) d’un
vecteur, produit scalaire entre deux vecteurs, distance entre deux points, distance entre un
point et une droite, angle entre deux vecteurs, ...

5.2 Points et vecteurs

5.2.1 Notations

Un point de l'espace est un triple de nombres réels : P(z,y;z). Les coordonnées du point sont :
z 1’abscisse, y I’ordonnée et z la cote. Un vecteur de I'espace se note en composantes :v' = (E) :

5.2.2 Indépendance linéaire

Deux vecteurs sont linéairement indépendants s’ils ne sont pas paralléles,
c'est-a-dire s’ils ne sont pas multiples I'un de l'autre. Trois vecteurs (non
nuls) sont linéairement indépendants si a, b et & ne sont pas paralléles et
¢ # ad + Bb (aucune combinaison linéaire de deux des vecteurs ne "donne’
le troisiéme).




» Exemple :

. = 2 = 3 = 8 5 g s 4 ?
Les trois vecteurs @ = (—11 ), b= (g) et C= ( _34) sont linéairement indépendants.

Preuve :

@ et b ne sont pas paralléles. En effet

() =Fk-(3)= | =14
| . k=3
Comme k) # ka # k3, les vecteurs ct ne sont pas paralléles.
Vérifions maintenant 1’équation suivante : ¢ = aa + ﬂg?
8=2a+38 (1)
(3)=0(22)+8(3)={ 3=—a+28 ()
—4=a+58 (3)
Résolution du systéme "(1)-(2)" par exemple. On a
8=2a + 343
3=—a+ 28 -2
8=2a + 33
6=—2a+48 |+
14=78 =2
8=2a+3-2 a=1

Test dans ’équation (3) :
a+58=1+4+5-2=11# -4

Et donc les vecteurs sont linéairement indépendants.

5.2.3 Dépendance linéaire

a# Oet g # Otelsquec—aa+ﬁb

~ Trois vecteurs sont linéairement dépendants s'il existe deux nombres

» Exemple :

- -2 'y
Les trois vecteurs d = ( 7 ),b= (
Preuve :
&= ad+ (b?

@

e ' ” 5 14=—2a+38 (1)
(-15155) =a('{) +B(§) ={ -115=7a+28 (2)
' -125=a+58 (3)

Résolution du systéme "(1)-(2)" par exemple. On a

-3 *

14=-2a + 383
-11.5=7a + 28 -2
98=—14a+218
-23=14a + 48 +
75=258 =3
14=-2a+3:3 | a=-25

Test dans I'équation (3) :
a+58=-25+5-3=125=125
Et donc les vecteurs sont linéairement dépendants.

b 14 o g .
) et ¢= (—112 155) sont linéairement dépendants.



5.2.4 Base de ’espace

On appelle base de |’espace tout triple de vecteurs linéairement indépendants.
On la note par exemple {a@, b, c}.

Décomposer le vecteur d dans la base {d, b, c} signifie 'exprimer comme une combinaison linéaire de
@bet ¢. 1l s'agit donc de trouver les uniques a, 3 et v € R tels que d = ad + Bb + 4.

5.2.5 Repéere de ’espace

Un repére de I’espace est défini par une base ainsi qu’un point O de l'espace
choisi arbitrairement. Un repére se note {0, uj, 42, u3}.

Un repére nous permet de localiser tout point de I’espace a partir de l'origine O. Nous travaillerons
souvent avec le repére orthonormé{0, €1, €3, €3}. Dans ce repére, les vecteurs de base sont unitaires

. - -l — 0 — 0 ”
et orthogonaux deux & deux. On a alors €] = (g) , €3 = ((1) ) et €3 = ((l)) Dorénavant, sans le rappeler
a chaque occasion, nous travaillons dans un repére de 'espace.

5.2.6 Relation entre les points et les vecteurs

Soit le point P(xz;y;z). Alors le vecteur (.ﬁ est cﬁ = (g) =zx-€i+y-€+z-€3
La relation de Chasles reste valable : :

. ; f iy
A(al,az,a;;) et B(bl,bz,ba) = E O_B) 6—3 (b;_:; )
-a3
5.3 Représentations géométriques
5.3.1 Dessin du repeére "
U3z z
Le repére se dessine -
Ly Uz 1 : 1 y
et s'oriente souvent ot ou plus simplement
ainsi : . . e
[ — \
5.3.2 Plans de référence o :
o . Mur:z=0
o’ €3 :
L’ensemble des points ... 1 :
. Paroi : 0 0 € Y
a. d’abscisse nulle décrit un plan appelé "mur" : ‘Y G o
b. d’ordonnée nulle décrit un plan appelé "paroi"
c. de cote nulle décrit un plan appelé "sol" Sol:z=0 2
5.3.3 Dessin d’un point 5.::

Pour visualiser un point P(z;y;2) de l'espace, nous des-
sinons ses projections sur les plans de référence :

a. Sur le sol : Py, (z;y;0) ou P (z;y;0)

b. Sur le mur : Py, (0;y;2) ou P2 (0;y;2)

c. Sur la paroi : Pparei (7;0;2) ou P3(x;0;2)

Il s’agit en fait des projections orthogonales, "ombres’
du point P sur les plans de référence.




» Exemple :

Représenter le point P(2; —1;1.5).
En complétant avec des paralléles, nous obtenons un pa-
rallélépipéde en perspective. Les traits de construction

placés derriére le mur, derriére la paroi ou sous le sol se-
ront toujours en traitillé.

5.4 La droite

5.4.1 Représentation graphique de la droite

Pour dessiner (et bien visualiser) une droite dans I'espace, il faut également dessiner des projections.
En effet, le probléme est que nous devons la représenter sur un objet de dimension 2, notre feuille de

papier.
Nous allons donc devoir utiliser certains "artifices” afin de
rendre la visualisation plus aisée. Pour commencer nous ne
dessinerons que la partie visible de la droite et pour cela
nous aurons besoins des projections de la droite ainsi
que ses traces.
Appelons d la droite passant par les points A etB. Ses
projections sont en général des droites. Ce sont en
quelques sortes les ombres de la droite sur les plans de
référence. La projection de la droite dans le sol se note d,
celle dans le mur dy et celle dans la paroi d3 . On utilise
parfois la notation d',d" et d".
Pour dessiner ces projections, on utilise les projections
des points A etB. Comme seule la partie visible de la
droite doit étre tracée en trait plein (les parties sous le
sol, derriére le mur et & gauche de la paroi sont en trai-
tillé), nous devons connaitre les points d’intersections de
la droite avec les plans de référence, qu’on appelle traces.
La trace de la droite dans le sol est T}, celle dans le mur
est T et celle dans la paroi est T3 . Comme pour les pro-
jections, on utilise parfois TV, 7" et T".
» Marche & suivre pour dessiner une droite passant

par A et B.

a. Dessiner les projections des points A et B sur les
plans de références, c’est-a-dire ‘A;,A; et Az ainsi
que B,,B; et Bj.

b. La projection de d dans le sol, d;, passe par A; et

Az , idem pour ds et dj3 .
Construire les traces. Ces derniéres se trouvent a
I'intersection de d et de ses projections.

d. Dessiner la partie visible de la droite d.

» Exemple :
Dessiner la droite passant par les points A(3;3;1) et
B(-1;2;5) .
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5.4.2 Equations paramétriques d’une droite

Comme en géométrie plane, une droite d de 'es- ] Pzl 0]

pace peut étre donnée soit par deux points A et i ﬂ- badaloits ﬁ ]
B soit par un point A et un vecteur d, qui a la | ; 'E\ il

direction de la droite. On l'appelle vecteur di- ; B : *

recteur. Comme d = AB est aussi un vecteur BEEERE KN ;
directeur de la droite, les deux données sont simi- BEE N XN N
laires. ; é—""‘"’ :\A Ly
Soit P un point quelconque de la droite d. Alors i i U_H\b yi

ﬁ et d sont paralleles. Vectoriellement, cela si-
gnifie qu’il existe un parameétre A € R tel que 3 i I i

5 d
Si P(z;y;2) € d, A(aj;az;a3) € det d = (g;) un vecteur directeur de la
3
droite d, alors on obtient :

- (3)- () o> (4)

3

La droite d est alors définie par des équations paramétriques :

r=a+Ad
d:¢ y=az+ Ads
z=ua3+ Ad3

Attention, dans l'espace, les droites ne peuvent pas étre données sous
; forme cartésienne!

5.4.3 Utilisations des équations paramétriques d’une droite
La droite d est donnée par les points A(3;4;1) et B(—1;2;5)

a. Ecrire les équations paramétriques de d

T=3+2\
fﬁ=('§l)_(§)=(:4%)//(_%2)=J.Ainsi,d: y=4+2X
: z=1-2X

b. Générer un point de d en choisissant une valeur pour A.
Si A = —2, on obtient le point P(—1;2;5) € d

c. Les points C(7;6; —3) et D(—4,1;7) sont-il sur d?

T=3+22 =A=2 —4=3+4+2) =A=-35
C €d car 6=4+ A =2A=2 et De&dcar 1=4+ A =A=-3
-3=1-2\ =A=2 7=1-22 =A=-3

d. Trouver les coordonnées inconnues de E(4,5;yg; 2g) et F(zp; —2.8;2r) , 2 points de d.

45=3+2x =A=0.75 —28=4+X  =A=-68
Eed={ yg=4+0.75 =yg=4.75 Fed={ zp=3+2(-68)=zp=—10.6
zg=1—2(0.75)=>2p = —0.5 2p=1-2(—6.8)=>zF = 14.6

Finalement, on a le point E(4.5;4.75; —0.5). Finalement, on a le point F(—10.6; —2.8; 14.6).



5.4.4 Calculs des projections et des traces d’une droite

Comme les traces sont les points d'intersection entre la droite et le sol, le mur et la paroi, on a que
P p

Ti(z,y;0), T2(0,y: 2) et T3(z,0: 2)

T =a+ Ad;
Pour les projections de la droite d : { y = az + Ady , on aura :
z=ag+ )td.;
T =a)+ Ad; z =D T =a] + Ad;
dy:{ y=az+ Ads dy : { y=ap+ Ads d:{ y=0
z=0 z = ag + Adj z = a3+ Ads
p=3 42X
» Exemple : Soit la droite d: { y =4+ A , on a alors les projections suivantes :
z=1-2)
T=3+2)\ g =10 T=3+2A
d:{ y=4+2) d":{ y=4+A d":4 g=0
z=10 z=1-2) z=1-2\

Pour les traces, on effectue les calculs suivants :

Ty(z,y;0), dans le sol T5(0,y; z), dans le mur T3(x,0;z), dans la paroi
2=1-=-22=0=A2=0.5 z=3+22=0=A=-1.5 y=4+A=0 =)A= -4
=3+ 2(0.5) =4 y=4 + (-1.5)=2.5 =3+ 2(-4) =-5
y=4+05 =45 2=1-2(-1.5)=>4 y=1-2(—-4) =9

donc trace T}(4;4.5;0). donc trace T5(0;2.5;4). donc trace T3(—5;0;9).

5.4.5 Droites particuliéres

Droite frontale : abscisse Droite de profil : ordonnée Droite horizontale : cote
constante (paralléle au mur) constante (paralléle a la paroi) constante (paralléle au sol)
z zi ; 2
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Droite vertical : L au sol Droite de bout : Taumur  Droite perpendiculaire a la
(z et y constants) (y et z constants) paroi : (z et z constants)
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5.4.6 Position relative de deux droites

Dans l'espace, deux droites d; et d; données chacune par un point et un vecteur directeur (d; : passe
par A parallelement a d) et d, passe par B parallilement a dy ) peuvent étre :

a. confondues b. paralleles c. sécantes d. gauches

Pour déterminer la position de d; et da , suivons 'organigramme suivant :

non d; /] d-; oui

non - oul

dy Nd; Bed?

existe 7

| gauches | (sécantesxarallélea confondues

» Exemple :

Trouver la position relative des droites d; passant par A(2,2;4) et paralléle au vecteur dy = ( _11’ ) et

ds passant par B(1,6;1) et paralléle au vecteur dy = (-is)
On peut ré-
pondre a cette
question par des- 3
sin. Par dessin, la N
position relative
est déterminée
en comparant \
les droites et A
en comparant
leurs projections )
dans le sol. Si les B 23 2 2 1\
projections dans A
le sol sont sé-
cantes, les droites
sont sécantes ou B N N\
gauches. Si e o o T R \A.
les droites se \iody
coupent a la "\ ~
verticale de l'in- . ~
tersection de -~
leurs projections

z P

|

.
4
\

\

dans le sol, alors elles sont sécantes. Sur I’exemple, les droites sont non paralléles, ni confondues. Au-
dessus de l'intersection des projections dans le sol, il y a d’abord ds puis d;. Donc dj est en dessous de
d; . Les droites sont gauches.

4 ; = 1 * T, 1
On peut aussi résoudre cette question par calcul. Comme d; = ( _22) n’est pas parallele a dy = (—13),
les droites sont sécantes ou gauches.
Recherchons l'intersection en posant di = d»



z=2+X =l+p (1)
y=2+22=6-3u (2)
z=4 - =1+p (3)

En résolvant le systéme formé des équations (1) et (2), on obtient :

24+ A=1+4+pu -(2)
2+ 2X=6-3u (—1)
4+ 20=2+ 21

=2 =2)==6+3u +
=445z | p=12
22=24+ A A=02

En remplacant A et p dans d; ou dp, on trouve z = 2.2 et y = 2.4. L’intersection des projections des
droites dans le sol est donc le point Is,(2.2;2.4;0).

11 suffit maintenant de calculer la coordonnée z. Pour la droite dy, on a z =4 — 2. (0.2) = 3.6. Pour la
droite dy, on a z = 1 + +(1.2) = 2.2. Comme 2.2 # 3.6, les droites sont gauches.

5.5 Le plan dans I’espace

5.5.1 Représentations paramétriques

Un plan est une surface plane et infinie de 'espace. Pour rendre les dessins compréhensibles, on repré-
sente souvent des bords imaginaires.

On a vu qu’une droite pouvait étre donnée par
. deux points ou par un point et un vecteur direc-
teur. Qu’en est-il pour un plan de I'espace? Un
plan peut étre déterminé par :

a. trois points non alignés

<Y
g %L

b. un point et deux vecteurs indépendants

¢. deux points et un vecteur non paralléle au
vecteur liant les deux points T

d. deux droites sécantes (différentes)
e.

Comme pour la droite en dimension 2, nous allons établir les équations paramétriques du plan. Sup-
posons que le plan 7 soit déterminé par un point A et deux vecteurs linéairement indépendants ¢
et w. Les points P du plan satisfont alors I'égalité :

. ﬁ=)\-ﬂ'+u-u‘;‘
OP-OA=)-i+pu -9
OP=0A+\-0+p-@

Cette derniére équation n’est rien d’autre que I’équation paramétrique vectorielle du plan .
P

- Si P(p]_,pg,p;;) et A(ay;az;a3) € m, ¥ = (:’é) et W = (::;) des vecteurs non nuls
et linéairement indépendants qui peuvent étre contenus dans 7, alors Iéquatlon
parametnque du plan 7 est donnée par

T = a1+z\v1+uw1
w4 Y= ag+ Avg + pawr avec)\,,uelk
a3+,\t:3+pw3




5.5.2 Equation cartésienne du plan

Contrairement a la droite, le plan posséde une équation cartésienne dans l'espace. Voyons sur un
exemple une maniére de la déterminer.

» Exemple :
On considére le plan m passant par les points A(3; —1;3), B(2;2;—-4) et C(6;—2;0). Pour trouver
des équations paramétriques de ce plan, on a besoin de deux vecteurs linéairement indépendants, par

exemple 1_4_1-3') = (-3;) et E = (—3:13) . On en déduit les équations paramétriques de 7.
z=3-A+3u (1)
w:¢ y==1+3A-pn (2)
2=3-TA=-3up (3)

On élimine p avec les équations On élimine p avec les équations On additionne les équations
(1) et (2) (1) et (3) (4) et (5)
z=3 - A+3u r=3-A+4+3u T + Jy=8A
y=—14+3A—-pu -3 2=3-TA—-3u | + T+ z=6 — 8\ +
=3 — A+ 3u T + z=6 — 8\ | (5) 2z + 3y + z=6 |
y=—3+9A-3u | +
T + 3y=8A (4)

Le plan peut donc aussi étre décrit par I’ équation cartésienne suivante : 7: 2z +3y+2-6=0

5.5.3 Trace du plan et intersections du plan avec les axes

Les (points d’) intersections du plan 7 avec les axes se calculent facilement, deux des coordonnées
étant nulles. Reprenons le plan 7 : 2z + 3y + z — 6 = 0, on a alors

a. Pour l'intersection de 7 avec ’abscisse, y = 0 et 2 = 0 donc 2z — 6 = 0 et donc z = 3. On obtient

Wz(3§ 0; 0)

b. Pour 'intersection de w avec 'ordonnée, z = 0 et z = 0 donc 3y —6 = 0 et donc y = 2. On obtient
my(0;2;0)

c. Pour l'intersection de m avec la cote, z =0 et y = 0 donc z — 6 = 0 et donc z = 6. On obtient
72(0; 0; 6)

Les traces du plan 7 sont ses intersections avec les plans de référence : sol, mur, paroi. Dans la
majorité des cas, ce sont des droites nommeées m;, mp et m3. Ces droites se construisent a l'aide des
intersections du plan 7 et des axes.

Trace dans le sol : ~ Trace dans le mur : Trace dans la paroi :
d,=mmy=(7) oy = Ty =
0
z=3-3A z=0
m : y=2A T2 - y=
z=0 z=3A\

5.5.4 Représentation d’un plan

On représente un plan en dessinant ses traces. On
commence par placer les intersections avec les axes,
puis on les relie pour construire les traces. Atten-
tion aux parties visibles et invisibles du plan!

» Exemple :

Représenter le plan 7 : 2z + 3y + 2z — 6 = 0. Le
calcul des intersections avec les axes et des traces
a été effectué dans ce qui précede.




5.5.5 Dessin d’un plan passant par trois points A, B et C

Voici les étapes a suivre pour dessiner les traces du plan contenant les points A, B et C, sans le moindre
calcul.
a. Placer A, B et C ainsi que leurs projections
b. Considérer la droite d' : passe par A et B
a) Dessiner d'
b) Dessiner sa projection dans le sol d} : passe par A; et B)
¢) Eventuellement dessiner sa projection dans le mur d; : passe par Ap et By
d) Eventuellement dessiner sa projection dans la paroi dy : passe par A3 et B3
e) Placer ses traces dans le sol §’, mur M’, et paroi P’

c. Considérer la droite d” : passe par A et C (ou B et C) et refaire I’étape précédente. On dispose
ainsi des traces de d” dans le sol S”, le mur M" et la paroi P".

d. La trace du plan dans le sol est la droite 7’ : passe par S’ et S”

e. A lintersection de 7' et de 'axe z se trouve le point m,. A l'intersection de 7’ et de l'axe y se
trouve le point

f. La trace du plan dans le mur est la droite n” : passe par M’ et M"

A Dintersection de 7" et de I’axe z se trouve le point
"

7@

La trace du plan dans la paroi est la droite 7 : passe par P’ et P”. Vérification : 7" doit passer
par m et m;

i. En conclusion du dessin, bien distinguer partie visible et invisible.

5.5.6 Intersection de deux plans

Deux plans 7 et ¢ sécants se coupent selon une droite. Comment la dessiner ?
Cette droite d’intersection i a pour trace dans le sol § = 7' N ¢’, dans le mur M = 7" N o” et dans la
paroi P = 7" Nna".

5.5.7 Position relative de deux plans

Dans l’espace, deux plans peuvent &tre sécants, paralléles ou confondus. On reconnait facilement deux
plans confondus car leurs équations cartésiennes sont multiples I'une de I'autre. Deux plans paralléles
ont des équations cartésiennes dont les coefficients sont proportionnels sauf le terme constant. Dans les
autres cas, les deux plans sont sécants, ils se coupent selon une droite. Pour trouver une représentation
paramétrique de cette derniére, il faut connaitre deux de ses points. On détermine ses traces grace aux
traces des plans. ;

Représentons cela grice 4 un organigramme. Soient deux plans m : a1z + by +ciz+dy = 0, et
T : a9 + boy + c22 + da = 0. On considére en plus les vecteurs 7] = (Eil ) et 7ip = (Eg ) On trouve un

point A de 7.

ou_i 'n?l / /n_.2 non

i non
oui ([ gemy? G
sécants

T etms

T etmo
paralléles

confondus

La droite i d’intersection passe par l'intersection des traces des deux plans dans le sol, le mur et la
paroi. Pour déterminer ces points, on résout des systémes 2z2 satisfaisant les conditions d’appartenance
au sol, au mur et a la paroi :



w1 N 7y dans le sol
z=0

a1z +bhy+cz+ di=0

ast + by +cpz+dy=0| z2=0

a1z +bhy+cz+d=0
ax + boy + coz + da=0

w1 N 72 dans le mur
z=10

2=10

Tri N my dans la paroi
y=0

a1z +bhy+cz+d=0
asx +boy +coz+do=0 | y=0

a1z + by + dy=0
asx + bzy + dp=0

by +c1z+d;=0
bay + 2z + da=0

aqx+c1z+ d1:0
asx + ¢z + do=0

En résolvant ces 3 systémes, on détermine Iy, Linur €t Iparoi- On obtient une représentation paramé-

trique de la droite ¢ en prenant le point Iy et le vecteur Il par exemple.

» Exemple :

On donne 2 plans par des équations cartésiennes :a:2x+3y+z—6=0et 8: 2z + 12y + 4z -12=0.
Déterminer leur position relative par dessin puis calculer I'éventuelle droite 7 d’intersection.

Les intersections avec les axes sont :

§ 03(3; 0; 0)
ay(0;2;0)
az(0;0;6)

Pour a :

ﬁ:l’.' (6; 0; 0)
By(0;1;0)
B:(0;0;3)

Pour £ :

Par calcul, déterminons des
équations paramétriques de la
droite ¢ d’intersection des deux
plans. Pour cela, on cherche les
intersections des traces des plans
dans le sol, le mur et la paroi.
Cela nous meéne aux systémes
2x2 suivants :

a N S dans le sol
z2=0

2z + 3y + z — 6=0

i

NN ’
. \ ]
Ipar AL -1
- A \ \_.' b g
JIi\t | a\.-i\3.-- y
X2
'I-"‘ ‘u |‘ :‘
T . l.' ¥

a N S dars le mur
=0

2z + 3y + 2z —6=0

a N B dans la paroi
y=0

2x+3y+z-6=0

20+ 12y +42z-12=0 ( z2=0 2x+12y+4z-12=0|z=0 2x+12y +4z+12=0[y=0

26 +3y—6=0 |z =2 3y+2z—6=0 | y =imp! 2x+-6=0 Xx=2

2+ 12y —12=0 | y = 2 12y + 42 — 12=0 | z =imp!  2x+4z-12=0 z=2
Ioot(2; .:.;0) Imyr n’existe pas

- . . . » . —} 0 .
La droite d’intersection i passe par le point Ip.r0i(2;0;2) et est paralléle au vecteur Isoifparoi = ( -2 )

Comme Lot lparoi// ( -Zl)pn a,

traces paralléles au mur

E=2
i:{ y=-A
z=2+4+3)

Ipam-(Z; 0; 2)

2



5.5.8 Position relative d’une droite et d’un plan

Comme pour la position relative de deux droites ou deux plans, on va suivre 'organigramme ci-dessous
pour déterminer la position relative d’une droite et d'un plan. On considére un plan 7 donné par un
point A et deux vecteurs linéairement indépendants 7 et § ainsi qu’une droite d donnée par un point
B et un vecteur directeur d.

oui rsetd non
lin. dépendants

oui 0 non ( detw )
Bext sécants

dCnw det 7
(inclue) paralléles

5.5.9 Point d’intersection entre une droite et un plan

a. Par dessin
Pour déterminer
le point d’inter- o
section entre un
plan 7 et une .
droite d, on doit b
construire le plan ‘ 7 - -
vertical 7' conte- i
nant la droite |77 FTC - & i
d. On dessine T ~— P4 » -
ensuite la droite <l P
i  d’intersection o = >
entre les deux T i e
plans. Le point ,—di/‘f": i i
d’intersection - 5 A
I est le point 2
d’intersection des I
deux droites.

b. Par calcul
e Le plan est donné par une équation cartésienne, la droite par des équations paramétriques.
Dans cette situation, on substitue le z, y et z de la droite dans I’équation cartésienne du
plan. On obtient alors une équation a une inconnue : le paramétre A. On substitue la valeur
obtenue de A dans les équations paramétriques de la droite pour obtenir les coordonnées du
point d’intersection.

Py

» Exemple :

Déterminer le point d’intersection entre le plan 7 : 2z + y + 2z — 6 = 0 et la droite

T=2+4A
d:{ y=4+3\ .
z=-A

On substitue z, y et z de d dans ’équation de = :

22+ A) +(4+30) +2(-A) —6=0 = ,\z_g



On remplace la valeur de A dans d :

r=2+(-%)=3%

d:{ y=4+3(-%) =2 =>I(E;2;g)
_ o (_2y 22 3 3
z=—(-3)=3

Le plan et la droite sont donnés par des points et des vecteurs directeurs ou par une représen-
tation paramétrique. Dans cette situation, on utilise 'organigramme du chapitre 5.5.8 avant
de se lancer dans de longs calculs.

» Exemple :

Déterminer, s'il existe, le point d’intersection entre le plan donné par 7 passant par A(3;0;0)
1 ~1
et paralléle aux vecteurs r = (—02) et §= ( 0 ) et la droite d passant par B(2;4;0) et paralléle

- 1
au vecteur d = ( 3 )

On commence par vérifier si les vecteurs 7, § et d sont linéairement dépendants ou non.

I=A— 1£-3+1
(3)=2(2)+u(7)e 3——21 3,\=_§+
=1l=pn

Comme la premiére équation n’est pas satisfaite par la valeur de A et u, les vecteurs 7, § et
d sont linéairement indépendants. L’organigramme nous dit qu’il y a un point d’intersection.
Pour déterminer ses coordonnées, on cherche tout d’abord 1’équation cartésienne du plan 7 et
des équations paramétriques de la droite d. Ensuite on utilise la méme méthode que dans le
1°" cas

z=3+A—p T=2+A
T:{ y=-=2\ = T:2r+y+2z2-6=0etd:{ y=4+3A
zZ=p z2==A

On substitue z, y et z de d dans I’équation de 7 :

22+ A) + (4+3X) +2(=\) — 6 = o=>,\—-§

On remplace la valeur de A dans d :
z=2+(— )——

d:{ y= 4+3(—)-2 =>I( ;g)
z=—-(-%)=1%

5.6 Distance entre 2 points, norme d’un vecteur

Comme I’espace vectoriel de dimension 2 (le plan), ’espace peut étre muni d’'une mesure de distance
entre des points. Nous travaillons dans un repére standard {O, 1,3, Eg’}
Soient deux points A(aj;as;as) et B(by;be; b3). Alors

| chst(A B) = ||E|| - “("‘_23)

b3z —a3

= (b1 — 1) + (b2 — a2)? + (b3 — a5)?

\

» Exemple :
A(=3;5;1) et B(2;—4;8). Alors 7 = AB = (-9) et dist(A, B) _||A_B’|| = /T (-0 F+ 12,45




5.7 Produit scalaire

5.7.1 Définition

Comme en géométrie plane, Le produit scalaire
entre deux vecteurs est défini de la maniére sui-
vante :

Geb= ||f.-:||-HB"|| ‘s

avec &' la projection orthogonale de bsurdet s le
1 si a aigu

—1'si o obtus

Pour les calculs, on adapte la forme vue en dimension 2 et on obtient le résultat suivant : le produit

signe qui vaut s =

s - ay - by
scalaire entre deux vecteurs @ = (23) et b= gz est
2

Geb=ayb; +azbs + asbs

» Propriétés : Elles sont identiques que dans le plan. Pour rappel, la plus importante est la suivante :
deb=0 & alb
» Exemple :

- 2 = (0
Soient @ = ( _15) et b= (:{) 2 vecteurs. On peut alors calculer

Geb=0-3+5=2 |[all=/22+(-1)2+52 = V30 "?” =12~ 365

5.7.2 Angle entre 2 vecteurs

Soient @ et b deux vecteurs de I’espace. Alors I'angle entre les deux vecteurs est obtenu & 'aide du
produit scalaire, comme vu dans le plan :

o= cole) - ] = s = uaiflil;"’]l v (naifl?‘?ll)

» Exemple :

Soit @ = (—:1) et b= (g) alors on a

Geb=2 ||| =30 ||E’||=\/1_0 cosga=ﬁ%’0,l2 © = 83,37°

5.7.3 Vecteur normal a un plan

Soit un plan ® déterminé par un point A(a;;az;as), et
par 1 = (Eé ) un vecteur normal, c’est-a-dire perpendicu-
laire, au plan. Pour qu’un point P(z;y;z2) € m, il faut que
ﬁ enni=0

Ainsi (::3;) » (2;) =0=>mzr+ny+nz+k = 0 avec
z—a3 n3

k= —ain; —agng —agng = —-0Aeni



Les composantes d’un vecteur normal a un plan 7 se retrouve comme coeffi-
cients de I'équation cartésienne du plan.

» Exemple :

Pour trouver ’équation cartésienne du plan 7 passant par A(7;2; —5) et perpendiculaire & 77 = (—1 ),
on peut
L -7 3
e soit calculer (y g) ( 1) —0=>1r'33:+2y—z—30=0
z+ =
e soit injecter les composantes de 7i comme coefficients de I’équation -cartésienne de m, c’est-a-dire

7:3t+2y—z+k=0et remplacer Aec 7:3-74+2-2—-(-5)+k=0= k= —-30 et donc
m:3r+2y—2z-30=0

5.7.4 Angle entre deux droites

Si les droites sont sécantes alors I’angle aigu entre
les deux droites est donné par soit I’angle a entre
deux vecteurs directeurs choisis, ou son supplé-
mentaire 5 = 180° — a.

Pour obtenir directement ’angle aigu, utiliser

Jaea]

el -]

cosla) =

5.7.5 Angle entre deux plans

L’angle entre deux plans sécants ) et w2 est iden-
tique & I’angle entre leurs vecteurs normaux 7 et
1. A nouveau il y en a denx I’anglé et son sup-
plémentaire. ~ ~ -
Pour obtenir directement I’angle aigu, utiliser

|1 o 3|

- 8@ = R

5.7.6 Angle entre une droite et un plan

L’angle « entre un plan 7 et une droite d sécante
au plan s’obtient & l'aide de 'angle § entre un
vecteur normal au plan et un vecteur directeur
de la droite.

L’angle a est le complémentaire de I’angle aigu
entre la droite et le vecteur normal au plan. On a
alors a = 90° — .

o . ®° _( [Red )
“-;, IR E




5.7.7 Distance entre un point et un plan

On cherche la distance entre un point P et le 213,“
7. Cette distance est la norme du vecteur AP,
soit la norme de la projection de AP sur 7.

|1ﬁofil

|= TE]

dist(P, ) = ||ﬁ

Soit m : nyz + noy + n3z + k =0 et P (zp; Yp; 2p)-

On a alors
r—a n
ﬁoﬁ: (y—a;) L (ﬂi) =M + noy + n3z + k.
z—as n3
Ainsi on a :
T
k
dist(P,7) = Inyzp + ngyt +ngz, + ki
lI7]
» Exemple :

Soient 7 : z + 8y — 32 + 5 = 0 et P(2, —1; 3). Calculer la distance entre P et 7.

1.2+8-(—1)—3- 1
dist(P, x) = 12+ 8 (\/;—_31 3 3+5|:—-\/—$_Zzl.16

5.8 Produit vectoriel ou produit cross
5.8.1 Définition et propriétés

Considérons le plan m donnée par un point A(a;,az,a3) et deux vecteurs générateurs ¥ = (Eé) et

—

w = (gé ) nous allons déterminer I’équation cartésienne générale de 7 & partir des équations para-
métriques de w. On peut écrire 7

T = a1 + avy + fw,
T:{ y=az+avy+ Pw
z = a3 + avs + Pws

On élimine o de deux maniéres différentes :

rz=a; + av; + Pun Vg z=a; + av; + Buy U3
y=az + avy + Py —(v1) z=a3 + avz + Pws -—(v1)
V9T=v2a] + au vz + fw; v v3T=v3a1 + av3zve + PBwyvs
—ny=-v1a2 - av vz — Briwe =+ —v12=—v1a3 — aV1v3 — BUiws +
V9T — v1Y=V201 —V182+Bwv2—Priw V3T — v z=v3a1 —v1a3+Puw vz —fvws
ﬁ=vzx — Ny — v2a) + V142 ) Bzvga: — V12 — v3a; + v1a3 (**)
w1 vz — Vw2 wyvz — w3

En posant (*) = (*#), on obtient :

V& — V1Y — V201 + V102 V3T — V12 — U3a) + vias

Dév.
wv2 — VW2 w1v3 — N1 W3
. (v2z — vy — vaa1 + V1a2) - (W1v3 — Viws)=(v3T—v12—v3a1+V103)-(W1v2—V1w2) Fac.
V1WaU3T — VW3V — vz Y + viqwsy + wvev 2 — v¥w22='01d 1
WoU3T — W3V — W1V3Y + VW3y + WUz — Vywez=d Fac.

z(wovs — wave) + y(—wyv3 + viws) + z(wyv2 — viws) — d=0

- wau3—w3v2 - v - wy -
n = | wsvi—wivs J.v=(v2 et w=(wa)=>n=v/\
wiv2—v w2 v3 w3

g



* Dans un repére orthonormé {0, &1, &3, €3 }, on appelle produit vectoriel des
vecteurs ¥ et u, que 'on note ¥ X W ou ¥ A ¥ et que l'on lit ¥ "cross" w le
vecteur 71 défini par

(+vz wa| \
Uz w3

- — - — vy wy U, w f vaw3z—vaw2
n=vl\w=n=(vz)f\(w2)= e B 9 = | wi-viws
v3 v W vjwz—vw)

U1 W
\+v9_ ‘ng

Par construction, le vecteur 7 est perpendiculaire aux vecteurs v et .

» Propriétés :

e AW = —(w A7) (anticommutativité) e TAT=0
o (al) AW =a-UAW, a € R (linéarité) o “AW =0« 7//w (détecteur de parallélisme)
o UA(T+ W) =UAT+TAD (distributivité) o (TAW) Liet (TAW) Lw

Preuve :

nw—vnw2

A(8) = _(m::zzﬁz) — (@A)

w) auaw3—avaws v2w3 —v3w?2 i -
wg) = | aywi—avyws | =a: | vawi-niws | =a-TAW, « € R
w3 av)wz—avaw] viwy —vw

> 2o - u2(vs+ws)—ua(v2+wz) U2U3—U3 V2 ugw3—uzws) - - - -
o A (U+ W) = | us(vitwr)-w(vatws) | = | uvsvi—wmivs | + | wgwi—wmws | =AW +TA w2

ug (ve+wa)—uz(vi+wy) uvz—ugv) ujw2—uzwy

A v2v3—v3V2 0 -
e TAU=| vavi—viv3 | = (0) =0
v1v2—vat 0

o (&) k-TAT=k-(TAT)=k-0=0
s . az2bz—aaby 0 azbs = agb; n= %‘% e
(=) fi/\b=0=>(aab1-ulba)=(g)=> azh) = a1b3 = a2=%§-bg
W - arby = azb, ag =g - bg
Il existe donc k = § tel que @ =k - b et donc @/ /b
e Evident, par construction du produit vectoriel.
» Remarque : Petit truc utile pour se souvenir de la formule :
azbg — asbs . i
=| agby—a1bz | =aAb vy el s s
a1bg — agb; e L

» Exemples :

a. Déterminer le plan = : par le point A(0;11;-8), // ( -iﬁ) et (};) :

Un vecteur normal : (—gﬁ) A (71;) = (_f) donc 7 : =2z + y + 22 + k = 0. Avec A on trouve

m:—-2x+y+2z4+5=0



b. Sur les vecteurs de base :
’ En résumé :

v
Ml | eala

— - 1 1 = 5 b 0 0 =
1N\e =(0)/\(0)=0 62/\822(1)/\(1)=0
i 0 ¢ 0 = s | =2 | =2
"i/\'é=(g)f\(6)=e'é e'éAe?;:(é)/\((l)):e'i €1 0 | e3 | -e3
1 0 - - - 0 0 =
"/\e"=(0)/\ 0)=~e €z Ne =(0)A(0)=0 i -
: 0/7\1 2 BB 1 e |l-e| 0| @&
e || e |-e | 0

5.8.2 Interprétation géométrique, aire d’un parallélogramme et d’un triangle

Soit le plan 7w contenant les vecteurs @
et b. Appelons a 'angle minimal entre
@ et b. Nous savons que i est perpendi-
culaire & w. Nous voudrions maintenant
connaitre son sens. La rotation du vec-
teur @ au vecteur b suivant I'angle o fait
monter ou descendre un tire-bouchon vir-

: > tuel. 7 suit le sens du tire-bouchon vir-
tuel. Dans notre exemple, il monte et
@Ab = 7 est dirigé contre le haut. De
la méme maniére , le sens du vecteur 7
peut étre donné par la main droite. Il
suffit de placer le pouce sur le vecteur @
et P'index sur le vecteur b. Alors le sens
de 7 est indiqué par le majeur.

~—

De plus,
la norme du vecteur i = GAb représente ’aire du parallélogramme construit
sur les vecteurs @ et b. Cette aire vaut "a A 5" = ||a]| - "5" sin(a)
Preuve
Ona:i=anb= (3§b1—3‘?m) et donc
a1bz—azby

||ﬁ||2=(t1253 — a3bg)? + (—(a1bs — aghy))? + (a1bz2 — azby)?
—a2 2 + a3b? — 2azasbabs + a?b? + a3b? — 2a1a3b,1b3 + aib3 + a3b} — 2a1a2b1b;
-—alb 1b§ + a%b% + a%b% + a%b'f -+ a?,b% — 2a1a2b1by — 2a1a3b1b3 — 2a2a3b2b3

Si maintenant on calcule ’aire du parallélogramme construit sur a et bona:

PO - Y T [ O 1 GO

/ I ",,"
i b ez — @O _ (1A~ (@)
Ainsi h = (/||@]| T T

/1l |[B]|* (@)’ ’ ~
I i e
Finalement| A% = ]/ |[8[ - (a5)"

Donc



A2=||a@| Hb” = (aob)
=(a? + a3 +a3) - (b? + b3 + b3) — (a1by + agbe + agbs)?
—a1b2 + a%b2 + a%b2 + a2b2 + a%bi’ -+ a2b2 -+ a§b2 + a%b% + agbg -
( b2 + a%b% + a§b3 + 2&1025152 + 2a1a3b1b3 + 2&263!)253)
=aj b b% 4 a%b'f - a%b% +a§b§ + a%b% —2ayab1by — 2a1a3b1 b3 — 2aza3b2b3

Ainsi aire du parallélogramme construit sur @ et b vaut ”Ei A l_;“
De plus,

et - () = s - ot
=(1ali? - 8] - (1 - cos?(a )) Il - 5] - sin%(a)

» Exemple :
Soient les points A(4;—1;5), B(12;—5;6) et D(5;0;1). Déterminer l'aire du triangle ABD, ainsi que
les coordonnées du point C tel que ABCD soit un parallélogramme.

G=AB=(2)etb=4aD=(1)=i=anb=(§)

AireAgpzéu(:}%)”=%\/152+332+122§19,1
OC = 0D+ AB = ( 1) = C(13,-4;2)

5.8.3 Distance entre un point et une droite

On considére la droite d 45 donnée par les points
A et B et on aimerait connaitre la distance ¢ entre
un point P et d4p.

On a

Aparauétogramfm! = HE“ .' g = "A_é A Jﬁ“

et donc
|42 2 47}
"‘**dlSi‘.(P dAB) = " “
» Exemple :
T=2+A
Quelle est la distance entre P(5; —4;7) et la droited:{ y=-3—-5A 7
z=2\

Y, Bo(2) [A]-vies- v
)=(3%), |AP xd|= v3F+1+18 = yI286

-14
V1286
dist(P,d) = —— 6,55
ist(Fyd) = ——= :

A2-30), d=(
1
-5
2

Z?AJ:(%)A(



5.8.4 Droite d’intersection entre deux plans

Soit les plans 7 : a1z + b1y + c12 + di = 0 et 72 : a2z + boy + c2z + dp = 0. Si elle existe, la droite 7
a) a
d’intersection entre les plans m; et m; admet comme vecteur directeur le vecteur 71 = (21 ) A (g:) Si
. 1 2
7i = 0 , les plans sont paralléles ou confondues.
» Exemple :

Soient les plans m :2x+3y+g—6=t§] et mp:2x + 12y +4z - 12 =0. ,
2 2 b e S X
On a alors (:Is) A (142) = (Ig) // (—31) et donc la droite d’intersection i est paralléle au vecteur

0 # - L4 - ’ - - - - - .
n= (—31 ) Pour déterminer ’équation paramétrique de la droite 1, il suffit de trouver un point qui est
contenu dans les deux plans, par exemple P(2;0;2) et donc

r=12
i:d y=-A
z2=24+3X\

5.8.5 Distance entre deux droites non paralléles

Nous cherchons la distance la plus courte d entre
deux droite gauches d; et dz. Choisissons P tel
que PA; o7 >0 et PAjy eii > 0. Ce choix existe

toujours.

Alors

dist(d, d;)=| 414} = | |[PAL] - [Pl |
}CniszﬁP__}moﬁ= T’E—I_’z)m

On obtient

: : ——t — = =
S i iy ApAgeni f Ay Aze{diNnd;
6 =i o) = gl - J—n:ﬂ%n‘n

. . & : 3 - _—
En fait, certains volgnt ;l%ut-etre directement que cette distance est la norme de la projection de A; A
sur le vecteur 7 = d; A dsy!

La perpendiculaire commune est de direction 7i et elle contient les points :

A

_} : intersection de d; avec le plan contenant dp et //7

Aj : intersection de dy avec le plan contenant dy et //7

Deux droites (non-paralléles) sont donc sécantes si

e ZT~:4_1§Z-(E:AE; e |
6=_d5t(d1,d2)_f' lllén.n: "-d-;/\a_;”)=0 =>_ .Alﬁzo(a(\a;)=0.




5.8.6 Distance entre deux droites paralléles

5.9 La sphere

5.9.1 Equation d’une spheére

La sphére est la généralisation du cercle plan
a l’espace. C’est le lieu géométrique des points
de ’espace équidistants d’un point fixe, le
centre.

Soit C(c1;¢2;¢3) un point et r une mesure posi-
tive. Alors la sphére de centre C et de rayon r
admet ’équation cartésienne suivante :

Si les vecteurs directeurs cfl et d_g) des deux droites

sont paralléles, le vecteur dy A dy = 0.

La distance ne peut pas étre calculée avec la for-
le ds dq.d _ﬁ-ﬁ_M‘zxz

mule dist(d;,d,) = S = T

Dans ce cas le calcul de la distance entre deux

droites revient a calculer la distance entre une

droite et un point.

En effet :

Al

0 = dist(d;, do) = dist(d;, A2) = dist(dz, A1)

P(:v;.'y;é.) €osi ”CT};HZ =2 > (,'1:-c1)2+(y—c2)2+(é —c3)2 =72

5.9.2 Equation générale

En développant I’équation cartésienne de la sphére, on obtient une expression du type az? + by? +
cz® + dz + ey + fz + g = 0 appelée équation générale. Pour passer de I'équation générale a la forme
cartésienne (et donc obtenir les coordonnées du centre et la mesure du rayon), il faut “compléter les

carrés”.

» Exemple :

Est-ce-que z2 + 32 + 22 — 2z + 14y — 10z + 39 = 0 est 1'équation d’une sphére?

2 -2 +1y* + 14y + 22 — 102439 =0
N, e’ —_—— L ——

(z-1)2-1

(y+7)2-49

(z—5)2-25

(-12-1+@y+7)+(2-5°-36=0

Sphére de centre C(1; —7;5) et de rayon r = 6.



5.9.3 Position relative entre un point et une sphére

Pour savoir si un point A appartient, est intérieur ou est extérieur a la sphére de centre C et de rayon
T, on compare”A " et le rayon r. Il est également possible de remplacer les coordonnées du point C
dans ’équation de la sphere. Si le résultat est positif, le point est extérieur, s’il est négatif le point est
intérieur et enfin si le résultat est zéro, le point est sur la sphére.

5.9.4 Position relative entre une droite et une spheére

Le critére qui permet de connaitre la position relative entre une droite d et une sphere de centre C et
de rayon r est la comparaison du rayon de la sphére et de la distance entre le centre de la sphére et la
droite.

e Sidist(C,d) < r la droite et la sphére sont sécantes.
e Si dist(C,d) = r la droite et la sphére sont tangentes.
e Si dist(C,d) >r la droite et la sphére sont disjointes.

O se trouve le point de la droite le plus proche du centre de la sphére?

Sécantes :point milieu des deux points d’intersection

Tangentes :point de tangence

Disjointes :intersection de la droite et du plan perpendiculaire & la
droite et passant par le centre de la spheére

5.9.5 Intersection entre une droite et une sphére

r=a;+d;-A
Soient d:{ y=az+dy-A eto:(z—w)?+(y—wa)®+(z—ws)?=p’
z=a3+d3z-A

Alors l'intersection se calcule par substitution :(a; —dj A — w1)? + (ag —da A —wy)? + (a3 — d3 A —w3)? = p?

Cette équation quadratique en A se résout avec la formule du 2°™¢ degré.

e Si le discriminant de cette équation est négatif, la droite et la sphére sont disjointes.

e Si le discriminant de cette équation est nul, la droite et la sphére ont un point de tangence dont les
coordonnées sont obtenues en substituant la valeur de A dans les équations de la droite.

e Si le discriminant de cette équation est positif, la droite et la sphére se coupent en 2 points. Les
coordonnées sont obtenues en substituant la valeur de A dans les équations de la droite.

» Exemple :
z=1-4\
Soient d: ¢ y=A eto:(z—-3)2+@y—-2%2+(2+1)2=25
z =2\
Alors ’
(1 —4) - 3)2 + (/\ — 2)2 + (2A + 1)2=25 Ay o = —16+4/162-4-21-(-16) _ _16+40
(—4A = 2)2 + (A —2)2 + (27 +1)2=25 W . B T a2
1602 + 16X +4+ A2 —4A + 4+ 4X% +4X + 1=25 = { ;\1 =7, = 2intersections
2122 + 16X — 16=0 2 =3
Intersections :
=7 = L(1-4-%:42-9)=(45)
N=—f = B(1-4-332-)=(8F)

5.9.6 Plan tangent 4 une sphére

Soit o, une sphére de centre C, derayon r et P € 0. Le plan 7 tangent a la sphére au point P est
défini par un vecteur normal 77 = CP et le point de contact P.



.b Exemple :
Déterminer les plans tangents a o : 22 — 1+ (y — 1)2 + (z + 4)% — 14 = 0 aux points 7(3;0;?).

21=—2

TEa:32-1-(0-—1)2+(z+4)2=14=>z+4z:h2=>{ -
g =

Ty(3,0; —2) cﬁ{:(-ﬁ:)  m3z-y+2:-5=0
T3(3,0; —6) (_')'_1#2=(:3§) ipg:3x—y—22—-21=0

5.9.7 Position relative entre un plan et une sphére

Le critére qui permet de connaitre la position relative entre un plan 7 et une sphére de centre C et de
rayon r est la comparaison du rayon de la sphére et de la distance entre le centre de la sphére et le
plan.

e Si dist(C,m) < r le plan et la sphere sont sécants.
e Si dist(C,7) = r le plan et la sphére sont tangents.
e Si dist(C, ) >r la plan et la sphére sont disjoints.

5.9.8 Intersection entre un plan et une sphére
' ‘ L’intersection d’un plan et une sphére sécants est
ﬂ‘“‘ un cercle. Comment en déterminer le rayon 7’ et
Mﬁ" le centre C’ de ce cercle?
' Le centre C’ est l'intersection de 7 et de la droite
perpendiculaire & m passant par le centre C de la

spheére.

Le rayon 7’ du cercle se calcule par Pythagore :

—
v = y/r? — dist(m, C)? ou dist(r, C)? = “CC""

» Exemple :

Montrer que 7 : 3z —y+4z—5=0et o : C(7;2; —6) r = 8 sont sécants, puis déterminer le centre et
le rayon du cercle d’intersection.

3-7-1-244-(=6)—5] _ 10

dist(mw, ) = = 1,96 < 8 = sécants
(v, ) V3T +12 + 42 V26

| z=T+3\

Droite normale n est parallele a 7 et passepar C = n:{ y=2- A

: z=—6+4A\

Intersection entre w et n :

3(7T+3)) —(2—A) +4(—6+4)) — 5=0 t=7+3-5=19%

21 +9A — 2+ X — 24 + 16\ — 5=0 C':{ y=2-35=%
26X — 10=0 z=—6+4-35=-3

A= %=T5- Centre-du cercle C’(%; %; —?—8)

Rayon du cercle d’intersection :

10 \?2 \/ 100 782
4 — 2 _ [ — — _—_— = —_ =
T ‘/8 (m) 64 50 = ~775




Détermination de C’ vectoriellement :

Le point C’ se trouve a distance dist(m,{2) de C en direction du vecteur 7.

Ainsi OC' = OC + dist(w, C) - TI%IT Reste a déterminer si c’est " + " ou " - "!! Si la distance signée

entre le plan et le centre de la sphére distSignée(r,C) = ﬂlﬂﬂ?ﬁﬁ'—"ﬂﬂ"”—" est positive, cela signifie
—

. que le vecteur 7i pointe en direction de C, donc qu’il est opposé a CC". 1l faut alors choisir* - *. Si

distSignée(w, C) est négative, il faut choisir * +".

En conclusion :

58‘;:0_6"— nicy + nacs + nacy + k 7
|72l

» Exemple :

Reprenons I’exemple précédent.

Onaii= (—jl) et ||fi]| = v/26.

30 212
o0 - (1) -SR03y (5)- (5] - ( )

26

106
13
—_ 21
- 13
_58
13

» Remarque : On ne peut pas écrire ’équation cartésienne d'un cercle de ’espace. On indique son
centre, son rayon et le plan dans lequel il se trouve.

5.9.9 Autres questions relatives a la sphére

On pourrait par exemple encore s’intéresser a la position relative de deux sphéres, leur intersection. . .
P p P

5.10 Déterminants et produit mixte

5.10.1 Déterminant d’ordre 2

On appelle déterminant d’ordre 2, le nombre z1y2 — z2y;1 que 'on note zl ';2 ;
1 Y2
Soient @ = (%) et b = (22) deux vecteurs du plan. Alors le déterminant :

det (&,B) se note ;: ;22 = Iy — T2y et représente l'aire du parallélo-

gramme engendré par lés vecteurs @ et b.

Preuve :
. - z) ~ %2
Ecrivons les deux vecteurs comme des vecteurs de ’espace : @ = (361 ) et b= (162 )

R Y & T2\ 0 e s _ _ “
Alorsi=adAb= (%1) A (!62) = (zwzgzzyx) et donc Aire=||7i|| = |T1y2 — zoy1| = Idet (a,g)| ‘
La norme de 7 vallant 1'aire du parallélogramme, nous obtenons :

* Le signe de det(@, b) dépend du type de ’angle entre @ et b (cf. régle du tire-bouchon) 0
» Propriétés :

a. det(d@,b) = — det(b,d)

b. det(d, b) = 0 signifie que les vecteurs sont paralléles (aire nulle)
c. det(@, z-b) =z - det(ad,b)



5.10.2 Déterminant d’ordre 3

On appelle déterminant d’ordre 3 le nombre z1y223 + xoy321 + T3y122 — T1Y322 — TaY123 — T3Y22)

Ty T2 I3
que 'on note |1 y2 3|
21 22 23

Des nombres placés dans un tableau forment une matrice. Ici elle est de taille 3x3. On calcule donc le
déterminant d’une matrice.

ry T2 I3
1 - z x -
Soient @ = (gi ), b= (gs) et = (gg) trois vecteurs, alors det(a@,b,¢) = |y1 y2  y3l.
. : 21 23 23

On peut mémoriser ce calcul a I'aide des déterminants mineurs. Un déterminant d’ordre 3 peut étre
calculé a 'aide de 3 déterminants d’ordre 2 en le développant par rapport & une ligne ou une colonne
(comportant de préférence beaucoup de coefficients nuls).

E S =9 Y2 Y Ty T To T

2 Y3 2 I3 2 I3

n v B=an-, "W e + 21 - I
21 22 23

. . i o . + -+
Le signe attribué a chaque terme est donné par la regle suivante : (; + ;)

On peut également utiliser la régle de Sarrus pour calculer un déterminant d’ordre 3.

o1 m2 E3| T T2

N1 Y2 W ;yr"yz
2r _32' 23 Zq. ?—2.

A A A

"A T K
+ + +
et donc
1T T2 I3 ;
i Y2 s 237131223 + Zaysz + Zay12z — T1Y322 — xzylzs-zayzzl _
T 23 23 ' . : g ’

5.10.3 Produit mixte

~ On appelle prodult mixte de trois vecteurs a, b et c, pris da.ns cet ordre, le nombre
réel noté [a,b E] défini par [a, 61 =3ade (bA c)

(|2 v
22 23

T2 I3

o - I . —
Soient @ = (y}), b= (m) et &= (yg) trois vecteurs, alors bAC= | -
2 z3 2 z3

T2 I3




[ vz us|)
22 23
—a-'—o - T — J: :E

et [a,b,c]=0,0(b><c)=(§£)o _Zs 23 =T
3

Y2 Y3
22 Z3

Top I3
22 23

Iy I3 - 3
. = det
by | = det(@bd)

+21

Iy T3

+
\ Y2 Y3 }
Ainsi le produit mixte n’est rien d’autre que le déterminant !

Interprétation géométrique

Pour rappel, on sait que |@ e 7| = ||@|| - ||7|
Posons i = b A &, alors |a. (5/\6)! = |dedi| =

d

l@'ll - I, avec
@ sur 7.
Comme ||7i|| vaut l'aire du parallélogramme de

la projection orthogonale de

base et "a ” est la mesure de la hauteur, on a ;
que
[é‘, 5,c1 représente le volume du parallélépipéde /
construit sur les 3 vecteurs. '

En omettant la valeur absolue, le signe du déter-

minant indique si le sens de @ et le méme que

celui de bA €.

» Propriétés :
a. :5,5,aj=[5',5,a]= [a,a,i; =—[a,a,5]:—[B’,a,a]=-[a,5,a]
b. :a-&',ﬁ-g,'y-éf=aﬁ'y-[&',5,tj o,B,v€R

Aire de base

c. |a, 5,61 = 0 signifie que les vecteurs sont coplanaires (volume nul)

d. en particulier : .Ei, a, l_;] =0!

Notons que le produit mixte a déja été rencontré dans le calcul de la distance entre deux droites gauches.
Le volume d’un tedraédre OABC se calcule par -(1; . Hm, 53, O_C"”

» Exemple :

Le volume du parallélépipéde engendré par les vecteurs @ = (g), b= (

5.11 La réglé de Cramer

5.11.1 La dimension 2

Cet outil permet de résoudre les systémes linéaires 2x2. Il permet donc également, étant donnés trois
- vecteurs du plan, de déterminer zety telsquez-a+y-b==_
a1+ by =¢

Soit le systéme linéaire :
Y asT + b2y = C2

, appelons @ = (&), b= (g;) et &= (8).

as - (alx + bly) = agcCy

—ay (@22 + bay) = —a1c;
aC; —@1C2 _ @1C2 —aCy det (@, ¢)
agby —aiby  aiby —azby  det (5,5)

bz - (a1 + by) = bacy
-b (azl' + bzy) = —bica

La solution d’un tel systénie s'obtient par la méthode d’addition : {

En additionnant, (asb; — a1b2) y = aze; — aj¢2 et done y =

Pour obtenir la valeur de :1:, on obtient d’abord le systéme suivant : {



bocy —bica  c1by —e2by det (E’ b)
bgal — f)lag a1b2 - a2b1 det (a,g)

En additionnant, (bea; — bjas) = bacy — bycg et donc x =

On appelle D = det(a, E) le déterminant principal du systéme

az+biy=q
asx + by = ¢

s SiD= det(&', b) # 0 : le systéme admet 'unique solution

-

_ det(c,d) _ det(@,c)
55D ol

T

- @ Si D =det(d,b)=0:
— Sidet(c,b) =0 ou det(@,c) =0, le systéme a une infinité de solutions
— Si det(E,b) # 0ou det(a,c) # 0, le systéme n’a pas de solution

Preuve :

Il s’agit d’une preuve géométrique de la régle de
Cramer en dimension 2.

Soient 3 vecteurs @b et ¢ du plan, Quelle combi-
naison linéaire de @ et b donne &?Autrement dit :
Quels z et y sont tels que:z:-fi+y-5= c?

Les aires du parallélogramme formé des vecteurs b et & et du parallélogramme formé des vecteurs b et
T - @ sont identiques.

-,

Aire=det(¢, b) Aire=det(z - @, b)

det(c‘,ﬂ)
_ det(a,b)
z-d@+y-b=cC. On peut faire un raisonnement identique pour y.

Comme Aire=det(¢,b) = det(z - @ b) = z - det(@,b), on a ¢ = comme solution de 1'équation

Si I'aire du parallélogramme formé des vecteurs @ et b et nul, c’est-a-dire det(@,b) = 0, on a @/ /b. Deux
cas sont alors possible.

1¢" cas : &//@ et b, c'est-a-dire

det(d, &) = det(b,&) = 0

On a une infinité de solutions



28Me cas : & n'est pas paralléle au vecteur @ et au
vecteur b, c’est-a-dire

= O
det(a,c) # 0 et det(b,¢) #0
I1 y a aucune solution
5.11.2 La dimension 3
Cet outil permet de résoudre les systémes linéaires 3x3.
: P b
Il permet donc également, étant donnés quatre vecteurs de l'espace, disons @ = (Eé), b= (g;),
i c1 i d . : ~ I - _ 7 ’
g = (2?,) et d = (52), de déterminer z, yet z telsquez-a+y-b+z2-¢=d.
g 3
Soit le systéme linéaire :
et +bhy+cz=d;
asx + by + c2z = da
azx + b3y + c3z = ds
Pour obtenir z, il faut multiplier (produit sca-  Pour obtenir y, il faut multiplier (produit sca-
laire) z-ad + y - b+ z- c= d par un vecteur per- laire) z-@+y-b+ z- &= d par un vecteur per-

pendiculaire & bet A &: b x &: pendiqulaire adgetac: CcAa:
(a:-&'+y-g+z-é’) eiNb=dedAb

bl _ det{dab) _ det(dbd)

b T det(Za@b)  det(a,b,e)
Pour obtenir z, il faut multiplier (produit

e I S L - = scalaire) z - @ + y - b+z-"=dparun
T [a, el +y [b’ L ik [c’b’c - [d’b’cj vecteur perpendiculaire & detab : @ A b :
a:-[c'i, ,61=[d, E’] (:n-&‘+y-5+z-é‘)-a/\5=&'.&'/\5
p— ‘f;gnt_:':_ - det(db,d) —_— d,a,b _ det(d,d, :) det(&'.lz.(i)

@b,é det(d,b,d) : [eab det(8,ab)  det(ab,d)

On appelle D = det(d, b, ¢) le déterminant principal du systéme
aizt+hy+caz=d
sz + boy + ez = da
a3z + bay + c3z = ds

e Si D = det(a, E,c‘) # 0 : le systéme admet 'unique solution

8 det(d, b, &) | det(@, d, ) 1,¢) . det(a, b, d) |
D 4 e FD

. Sl D= det( a,b é) 0 :
— Si det( d b ¢) = Opar exemple, le systéme a une infinité de solutions
— Si det(d, b, &) # 0, le systéme n’a pas de solution

Géométriquement ces calculs reviennent a effectuer des rapports de volumes de parallélépipédes. Si
D=0 les vecteurs a, b ¢ sont coplanaires. Dans ce cas si d n’est pas dans le méme plan, il n'y a pas de
solution.
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