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Chapitre 17

Intégrales et primitives

17.1 Deéfinition intuitive

Y
Lintégrale de la fonction f entre les bornes
a et b est aire signée entre la fonction, I'axe 1
des x et les axes verticaux x =aet z =5b. - \\

172 Déﬁhition formelle

Commencons par supposer que a < b.
Pour calculer cette aire, on découpe Pintervalle [a, b] en n intervalles.

Y n=4

10
1 e 1

o - = o0 o s =+ w0 =] @ =1}

i i i i ] o N e N

o = (5] 2] - o = « o = o = L o
B "] 2] 2] B B =] B ] ] 2] =] 2] B

Ainsi, lorsque n — 400, alors la somme des aires des rectangles tend vers Vintégrale A.
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Formellement, on procéde ainsi :
1. On commence par subdiviser l'intervalle [a,b] en n intervalles [z;_;,z;] avec
i € {1,...,n}. Cela permet d’approcher I'aire cherchée en calculant 1aire des n
rectangles dont le coin droit touche le graphe de la fonction, donc la hauteur du
i-iéme rectangle est f(x;).

L’aire du i-iéme rectangle est donnée par la célébre formule “hauteur fois base”,

ainsi
b—a

Aire du i-iéme rectangle = f(z;) -

De ce fait, 'aire de tous les rectangles vaut :

Aire du i-iéme rectangle

’( /()

b—a #
e —— Hﬂ,_,) \

b3

hauteur
i base
du i-éme =
du i-éme f

rectangle
rectangle ay

2. On fait ensuite tendre n vers U'infini (et par conséquent la longueur des intervalles
de la subdivision vers 0), 'aire totale de tous les rectangles va tendre vers Paire A
cherchée.

On peut donc écrire :

=1

. = i b—a
A=T0 Z(-fw' )

Comme la longueur de chaque intervalle de la subdivision tend vers 0 lorsque n tend vers
I'infini, on peut la remplacer par Az (le lecteur se rappellera le chapitre de la dérivée ol
Ax symbolisait un nombre étant sensé étre trés petit). Autrement dit, la formule devient

b—a

T

A= lim Z J(z;) - Az | sion note Az =
i=1

n-+-4+oa

Notation

De nos jours, on note 1'aire sous le graphe de la fonction f entre les points a et b de la
fagon suivante.
et
a, b bornes d'intégration
[ 1@ ds :

z  variable d'intégration
@

|
"

11 s’agit de Iintégrale (définie) de la fonction f de a @ b.

C’est une transformation visuclle de 1'écriture ci-dessus, on remplace Az par dz ct la
limite de la somme par un S déformé en [. On bascule aussi les bornes a et b en dessous
et en dessus de ce symbole afin de ne pas les oublier.
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17.3 Pourquoi l'intégrale est unc aire signée
Premiére possibilité d’avoir un signe négatif

La méme technique de calcul que celle vue ci-dessus pour la fonction dessinée ci-dessous,
ne donne pas unc aire positive.

Y

5
=6
=7
mg =8
10

myp =08

En effet, si on regarde 'expression

1= 1, (55 (re-257)

On voit que f(z;) est négatif et qu’ainsi chaque terme de la somme est négatif. L’aire
sera donc calculée au signe prés.

Deuxiéme possibilité d’avoir un signe négatif

Une autre possibilité d’avoir une intégrale négative est d’inverser les bornes d’intégration.

1 F | 3 4 5 8- T8-—S-1--11

S . B I R - =
] ] ] | | | | i 1
[-} - o - - wy o = w
R L] W K K L] L] L] L]

En effet, si on regarde I'expression

A, (Z (103 ))

im=]

On voit que b'T“ est négatif et qu’ainsi chaque terme de la somme est négatif. L’aire sera
done calculée au signe prés.
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Ces deux cas peuvent se produire en méme temps

Si la fonction est négative et que les bornes d’intégration sont inversées, la régle des signes
s’applique et I'intégrale est positive.

Y

mg==0
g =5
my=9
=10

En cffet, si on regarde 'expression

; = b—a
e B, (Z GOR= ))
On voit que f(x;) et que 9-;7‘—‘

sont négatifs et qu’ainsi chaque terme de la somme est
positif (régle des signes). Le résultat sera vraiment égal a 1aire.
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En résumé

Lorsque la fonction change de signe, 'intégrale ne donne pas Iaire entre le graphe et 'axe
horizontal. En effet, d’aprés ce qui précede, l'aire sur chaque morceau sera comptée avec
un signe. On a un deuxiéme changement de signe lorsque a > b (au licu de a < b).

Y
sens defparcours i
xr
Y
sens delparcours TTF
r

17.3.1 Pour étre sir d’avoir aire

Si on désire vraiment calculer la surface entre le graphe et 1'axe, on utilise la valeur
absolue pour passer tout le graphe au dessus de ’axe horizontal.

Y

On peut réaliser cela grace & la valeur absolue . 11 faut done calculer

jlf(:-':}l dz

et s'assurer que a est bien plus petit que b.

1. On peutl aussi intégrer sur chague moreean et tenir compte des signes ‘a la main’.
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17.4 Exemples

Aire sous une parabole
Calculons Paire sous la parabole f(z) = z? entre 0 ¢t b > 0.

On commence par subdiviser U'intervalle [0, b] en n morceaux (ci-
contre, U'intervalle [0, 3] est subdivisé en 3, puis en 6 morceaux).
Les x; sont ici donnés par z; = % -ipour ¢ € {1,...,n}. Ainsi,
le i-iéme rectangle est de hauteur f(z;) et de base 2. On calcule
I’aire de tous les rectangles, notée A,,, comme suit :

Anxzﬂ:(f(wi)-i—:) =Zn:(“"2%)

i=1 f=1]

=

En substituant z;, on obtient :

(@) - 08

3
= (E) (P+224+3+---+n?)

T

On peut faire progresser le calcul en utilisant la formule (qui
peut se démontrer par récurrence) suivante :

_ n-(n+1)-(2n+1)

P42 4+8% ... 40 6

Ainsi, on a :

B e b\° n-(n+1)-(2n+1)
" \n 6
¥ n-(n+1)-(2n41)
6 n-n-n

3 &
S Ee )6
6 n )

Lorsqu’on fait tendre le nombre de tranches n vers l'infini, on obtient Paire suivante
i 1 1 b
A= lim A,= Iim —|14=]([24=-]=—
ik -0 n—b+oo § n n 3
— —— —

Ainsi, on a montré que :
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Aire sous une exponentielle
Calculons laire sous Pexponentielle f(x) = e® entre 0 et b > 0.

On commence par subdiviser I'intervalle [0, b] en n morceaux (ci-
contre, I'intervalle [0, 3] est subdivisé en 3, puis en 6 morceaux).

Les z; sont aussi donnés par z; = % -ipour i € {1,...,n}. Ainsi,
le i-iéme rectangle est de hauteur f(z;) et de base 2. On calcule
I’aire de tous les rectangles, notée A,, comme suit :

Ay = é (f(sr:z-) - E) = ; (em ' %)

En substituant z;, on obtient :

Ly
An = Z(C“E) = a

=1 i

> e’

i
=1

= et D (L ey () e (D))

Il s’agit d’une progression géométrique dont la formule est

M1 1 _ pm
l4r+r? 4+t =l (-—- T)

r—1 T—p

Ainsi, on a : sy
b (en) —

A; = e%—-( b)

. en-—1

p B =1

= En — - 5
n oen —1

Pour obtenir l’aire sous la courbe, on utilise le théoréme de I’Hospital pour calculer la
limite de I'aire A, lorsque le nombre de tranches n tend vers U'infini (ici, n est la variable).

ol e¥—=1

A = lim A, = lim en —. — = lim (" —1)en -

koo n—+00 T Bn — 1 = =030

b
g E ; 5 Hospital
= (—1): lim e~. lim —® =" (e-1)-
n—100 n—++00 en — 1
|
¥l

Ainsi, on a montré que : b
/ eCdr=e"—1
0

ka3
b

en — ]

:N"I o

h

bl ao b
Ay
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17.5 Propriétés de l'intégrale
En considérant l'intégrale comme une aire signée, on voit que l'intégrale satisfait les
propriétés suivantes.

1. Propriétés de linéarité

b b

@ / f(&)da + [ st@)da = / (£(2) + 9(2)) da

a a
b b

(b) ’[A-f(:r:)d:cz)\-/.f(x)dm

@

2. Sens de parcours
b. a
/ f(z)dx = — ] J(z) dz
o b

3. Contiguité

/ f(x)da + / f() dz = [ f(2) da

4. Préservation d’inégalité

b b
Si f(x) < g(z) pour tout z € [a, b], alors /f(:r) dr < /g(ﬂ:) dzx.

43
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17.6 La valeur moyenne d’une fonction

L’intégrale permet de définir la moyenne d’une fonction [ sur un intervalle [a; b).

On peut définir la moyenne d'une fonction f entre a et b de la fagon suivante.

b
moyenne( f; a,b) = _E;i_a, /f(L) da

Cette formule est analogue au cas non continu du calcul de la moyenne des notes d’un
éleve. '

1
moyenne = . E notes
nombre de notes

Illustration

¥

Sur ce dessin, la moyenne est évidemment 2 puisque la fonction est symétrique par rapport
au point (3;2).
Théoréme

Soit f une fonction continue définie sur V'intervalle [a; b].

Alors, il existe (au moins) un nombre ¢ € [a; b tel que f(c) = moyenne(f;a,b).

Preuve

En effet, il est évident que la moyenne satisfait
m < moyenne( [;a,b) < M

ol m est la valeur minimale atteinte par [ sur 'intervalle [a; b], tandis que M est la valeur
maximale atteinte par f sur ce méme intervalle.

Comme f est continue, clle va atteindre toutes les valeurs entre m et M, dont la moyenne.
Remarque

Ce théoréme n’est valable que pour une fonction continue. Dans I’exemple des notes d’un
éléve, la moyenne de ses notes n’est pas forcément égale 4 'une des notes.
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17.7 Primitives

17.7.1 Le théoréme fondamental du calcul intégral
Ingrédient 1

Soit f une fonction continue définie sur l'intervalle [a; b].

Posons

Fy(z) = ff(t) dt

Alors, F, est une fonction définie sur [a; b] qui satisfait I)(z) = f(z) pour tout = € [a;b].

Remarque

T T
Dans I’énoncé ci-dessus, on est obligé d’écrire [ f(¢) dt au licu de [ f(z) dz.
13 i@
En effet, ceci est di au fait que la variable de F, est x et que x est une des deux bornes

de Vintégrale. Ainsi, le nom de la variable d’intégration ne peut pas étre .

Preuve

Dérivons la fonction F,(x). Par définition de Yy
la dérivée, on a
F, Azx) — F,
Fo(z) = lim i et) = Bip)
Az 0 AL

On remarque que F,(z + Az) — F,(z) cor-
respond a ’aire en gris foncé. On peut ainsi
écrire '

z+Az

Pua+a) - Fu@)= [ f@)ds

Dongc, par définition de la moyenne, on a
F,(z + Az) — Fy(z)
Ax

On voit que lorsque Az tend vers 0, alors la moyenne ci-dessus va se rapprocher de f(z).
On a ainsi démontré que F!(x) = f(z). [

= moyenne(f; z,x + Azx)

Définition

Si f et IV sont des fonctions réelles telle que F' = f.
Alors, on dit que F est une primitive de f.
Ingrédient 2

Soit Fy et F, deux primitives d'une méme [onction f définie sur un intervalle.
Alors, il existe un nombre C' € R, appelé constante, tel que

Fi(z) = Fa(z)+ C
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Preuve _
Comme F) et Fy sont des primitives de f, on a F{(z) = f(z) et Fy(z) = f(z). Par
conséquent, on a _

(F1 — B)'(z) = (F] — F)(z) = Fi(z) — F3(2) = f(z) — f(z) =0
Cela signifie que la fonction (F; — F3) est une fonction constante (puisque sa dérivée est
nulle et que l'on travaille sur un intervalle?).

Ainsi, il existe C € R tel que C = (F; — F3)(z) = Fi(z) — Fa(z). [

Théoréme fondamental du calcul intégral

Soit f une fonction réelle continue définie sur U'intervalle [a, b].
Alors on a

b
/ f(z) dz = F(x) i on F(x) " pgne F(b) — F(a)

et oii F' est une primitive quelconque de [ (c’est-a-dire une fonction telle que F' = f).
Preuve
T

Soit F' une primitive quelconque de f. Par Vingrédient 1 : F,(x) = [ f(f) dt est aussi une
primitive de f. Donc, par I'ingrédient 2, on a %

L= Fla) 48 / f()di = Fg)+C

(43
1. En prenant £ = a, on trouve la valeur de C.

/f(.",)(ﬂ.",:F(u)-i-C < 0=F(a)+C < C=-F(a)

Donc, on a

/ﬂw&=H@—F@

2. En prenant x = b, on conclut la preuve.
b

/ﬂﬂﬁ=F@—F@
g 0

Remarque

A la derniére ligne de la preuve, on a éerit [ f(t)dt. C'est une aire signée, donc un
nombre. Ainsi le nom de la variable d'intégration n'a aucune importance (sauf si une
borne contient une variable, comme dans I’énoncé de I'ingrédient 1, mais pas ici).

l[jf(t)dtz./jf(x)dm

2. 5ila fonction f était définie sur deux intervalles disjoints, alors la fonction (Fy — F3) pourrait étre
constante sur chaque infervalle sans pour autant élre constante sur son domaine de définition.
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Notation

Lorsque f est une fonction continue, on utilise la notation de Iintégrale indéfinie pour
noter une primitive de f.

/I (z)d (z) 4+ C ou C' est une constante

Remarques

1. Cette notation est compatible avec les ingrédients et le théoréme fondamental.

2. Cette notation implique que

(/f(:r) d.:r:); = f) et /f (z)d :r,) +C

17.8 Trois fagcons de résoudre une intégrale

17.8.1 Intégration par devinette

On devine une primitive de la fonction. Pour cela, on peut se référer a une table de
dérivation (qui se trouve & la page 198) ou faire appel & sa mémoire. 11 s’agit d'une
application directe du théoréme fondamental du calcul intégral.

Exemples

1. Pour calculer, I'intégrale définie

w

/ sin(z) dx

0

on se souvient que la fonction cos(z) & pour dérivée la fonction —sin(z), ainsi
— cos(x) est une primitive de sin(z). Par le théoréme fondamental du calcul intégral,
on a

/ sin(z) dr = — r:os(:;?)|: = (—cos(7)) — (—cos(0)) =1+1=2

2. Pour calculer, I'intégrale indéfinie

on se souvient q_uv la fonction /z & pour dérivée la fonction *;ﬁ ainsi 2,/ est une

primitive de \/— Ainsi, on a
l l g I il
T dz = 24/x + C ou C est une constante
T

On peut méme vérifier le résultat en dérivant la réponse, 21/x + C, pour retrouver
= wion & Vinbér s Pinte A
I'expression a P'intérieur de I'intégrale, 7
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17.8.2 Intégration par parties : intégrale définie
Théoréme

Soit f une fonction continue sur U'intervalle [a,b] et g une fonction dont la dérivée est
continue sur Uintervalle [a,b]. Notons F' une primitive de f. Alors

b b
[ 1@ ds= F@@| - [ F@)d @

On note avec «T» la fonction dont on prend une primitive et avec «}» celle qu’on dérive.

Preuve

Commengons par préciser que I existe et est définie sur [a, b] car [ est continue sur [a, b].
La régle du produit dit que

(F)9(x)) = f(@)g(z) + F(z)g ()
Ainsi (en notant TFCI pour le théoréme fondamental du calcul intégral), on a
b propriété de b b

[ (Pe@) d [ et et [F@g @) i

(iA

F(z)g()

On peut donc isoler l'intégrale de f(z)g(z).

[ t@@)ds = F@yg(a)| - [ Py @) e

Exemples

1. Pour cette intégration par parties, le bon choix est de prendre une primitive de 2x
et de dériver In(z).

e e -

+ 1 . e e
f2:f:-1n(3:)d:z: = mz-ln(m)‘l — ]rzld'r = :{rz-ln(x)‘ — /xd:;
I 1

1 1 1

P

= _-r"}]n{;;:‘}‘: — %12‘1 = (t"l‘!lll(ﬁ}—llll{l}) - (%r?z—%) = 1e?+ 3

2. Pour cette intégration par parties, le bon choix est de dériver x et de prendre une
primitive de e*.

1 1
v 1 1 30" 1 3z 130"
r-e’dr = x-3€ l — [1-3e®de = z-3*| —

0 0

. laadw
= 33538
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17.8.3 Intégration par parties : intégrale indéfinie
Théoréme

Soit f une fonction continue et ¢ une fonction dont la dérivée est continue. Notons F' une
primitive de f. Alors, si (' est une constante, on a

f } (2)§(z) dz = F(z)g(x) - / F(z)d(z)dz + C

On note avec «T» la fonction dont on prend une primitive et avec «|» celle qu’on dérive.

Preuve

Commengcons par préciser que F existe car [ est continue. La régle du produit dit que

(F@)9(@) = f(@)9(@) + F(z)g'(2)
Ainsi, 4 laide de la notation de I'intégrale indéfinie, on a

propriété des
primitives

Ple)g(e) +C "2 [ (F@s@) e ™ [ gt dat [ Pa)g@)do

On peut donc isoler I'intégrale de f(z)g(x).

[ 1@ dz = Fa)g(@) - [ F@)g(@)do+C -

Exemples

1. Pour cette intégration par parties, le bon choix est de prendre une primitive de 2z
et de dériver In(x).

e 3k . P | .
/ 22 -In(zx)dz = 2*-In(z) — / - - dr+C = z*-In(z) — /:r;d:f; +C
= a?In(z) — 32 + D ou D est une constante

On peut vérifier le calcul en dérivant.

!
(:.':2 In(z) — 2%+ D) = 2z In(z) + :}:21 —z = 2zIn(z)
&

2. Pour cette intégration par parties, le bon choix est de dériver = et de prendre une
primitive de %%,

. T
/i‘-e-h dr = z-1e* — /l-%eh dz+C = z-3e™ — ;-fc-."*”d:r+(?
= 1ze¥ — 1 + D ou D est une constante

On peut vérifier le calcul en dérivant.

!
(%mej‘" - %e‘m + D) = %03‘” + 23T — %egm = ze*®
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17.8.4 Intégration par substitution : & partir de la définition

On considére la fonction f(z) = (3z+1)? | On considere la fonction g(t) = t* et les
et les bornes d’intégration a = 0 et b = 4. | bornes d’intégration ¢ =1 et d = 3.

b d
| On considére aussi 'intégrale [ f(z)dz | On consideére aussi 'intégrale [ g(t)dt
Y ¢ Y c

10 10

. \.- i o = o =] =1 o k=
ny=10

~ {a] ™ = woan O t
I || SEd B ) — =0l
[T [N |
8 Te{ilgi A oo
R R W 4

Par définition de Uintégrale, en utilisant | Par définition de l'intégrale, en utilisant
la. subdivision en n tranches [z; i, z;] de | la subdivision en n tranches [t;_q,{;] de
Pintervalle [a, b], on a Pintervalle [¢,d], on a

/:j(;r;) dr = T?]1>Ilnm Zf i) Az /dg(t = HETWZ gt

On passe de droite a gauche en posant |t = t(z) | = jz+1.

Sur le graphe ci-contre de la fonction ((z) = -%:;;—i—l, on voit
comment la subdivision de 'intervalle [a, b] se transforme ‘“i
en la subdivision de 'intervalle [c, d]. arl

Sur notre exemple, a =0et ¢ = 1 = {(a). De méme, b =4
et d = 3 = {(b). On voit sur les graphes que la hauteur |2t _
des tranches est la méme : f(x;) = g(1;). -

Am Az Az Az

Par contre la largeur des tranches change : Al = 1Az

Ce changement se justifie ainsi : lorsque n — 400, avec la notation de l'intégrale, on a

: It i = .-.||
£= lim ET lim ﬂ lim 'f{f | f:”]' )

di:f ,r{ ::I ici 1
dr natee AT a4t Ax Az Ar

On a donc |dt = t'(x)dz | et la relation entre les deux intégrales est :
y L= i(z) | g(t(@) = f(@) |

. ®) dt = '(z)dz | ° t(x) =3 | g
[oyar= [s@a——="—[4a) t@ts ——=——} [ f@)as
'(: a,) (i 3

y 1C1
t(

a
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17.8.5 Intégration par substitution : intégrale définie
Théoréme

Soit t une fonction dont la dérivée est continue sur [a,b]. Soit f une fonction dont la
dérivée est continue sur [t(a), t(b)]. Alors

i i = rﬂ(.’f_:)

b dt =t'(z) dx o)
/ )} £ ) s a f £(0) dt

t(a)

Preuve

Soit F' une primitive de [ (F existe car f est continue sur [a, b]). La régle de la dérivation
en cascade nous dit que

(F(t(2))) = F(1(z)) - '(2)
Ainsi, par le théoréme fondamental du calcul intégral, on a
b

b
[ f06@) - (@) do = Ple(a)| = F(t) - F(t(a)

Mais on a aussi

#(

£(h)
Fjdt= F(t)u:) = F(t(b)) — F(t(a))
a)

Les deux termes de droites étant les mémes, on a démontré le théoréme. []

Exemples

1. Pour le calcul suivant, on lit la formule du théoréme de droite a gauche.

(T t = sin(z) %
: 1 e 1 dt = cos(x)dx | 7 1
dt = dt = /— -cos(z) dx
U/\/l—iz ‘_4) V1—1? ) V1 —sin?(z) (@)
3 4 cos(z) > 0 3
' tre 0 ot Z
— / —— . cos(z) dx R fl dx = E
J cos?(x) ) 2

On aurait aussi pu utiliser directement le théoréme fondamental en regardant la
table de dérivation (qui se trouve & la page 198).

2. Pour le calcul suivant, on lit la formule du théoréme de gauche A droite.

t=1+22
2 op g 1 dt =2zxdz | 'f 1 10
2 -~ 5
2 ) —— () :

t(z)
La réponse est ainsi In(10) — In(5) = In(2).
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17.8.6 Intégration par substitution : intégrale indéfinie
Théoréme

Soit f et t deux fonctions dont la dérivée est continue. Alors on a un lien entre deux
«mondesy (ci-dessous C est une constante).

«monde des fonctions en x» «monde des fonctions en t»

TR N . i - t= (‘T) _ 5
[ 1@y -t@yda = Fe@y+o| e [y = Foy+o

=

-

Preuve

Les formules des deux «mondesy proviennent de la notation de I'intégrale définic et de
la régle de la dérivation en cascade. []

Exemples

1. Pour le calcul suivant, on part du «monde des fonctions en t», on passe dans le
«monde des fonctions en x» on avance le calcul et on termine en revenant dans le
«monde de départ».

définie seculement
pour ¢ € |—1, 1] t = sin(x)

dt = cos(z) dz

- cos(x) dx

f l_ &
I8

' 1
/ v/ cos?(xz)
== sin(las)
(t)

- cos(z) dz & / ldx

T =sin"
=z+C = sin~'(¢) + C ot C est une constante

On peut vérifier en regardant la table de dérivation (qui se trouve 4 la page 198).

Concernant (%), on sait que si ¢ = sin(z), alors z = sin~*(¢), ainsi z € [-%,Z].
Sur cet intervalle, cos(z) > 0 et ainsi la simplification (%) peut avoir lieu.

2. Pour le calcul suivant, on part du «monde des fonctions en z», on passe dans le
«monde des fonctions en t» on avance le calcul et on termine en revenant dans le
«monde de départ».

L
D 1 dl = 2z dx | |
dr = ——— 2 dg ——=—"" -
_/-1+:Jr'2 : fl+.r:J ““‘3:"' . Idt

On peut vérifier le calcul en dérivant.

4 1
In(l +2%) +C) = = 2 =
(11( o)+ 1422 T 1422



