Les intégrales

UNE NOTION RECENTE

If{x)et, la plupart des étudiants de
terminale Tond sdrement des
cauchemars & I'approche de
Pépreuve de mathématique du
baccalauréat en pensant & cetle

| nolaticn mysléneuse sous la feome

| dun s allangé, 0 pourtant, si
Vintégrale est enseignée aujourd Tus
&touss les lycéens, cet objet
mathématigue n"a qu'un peu plus de
300 ans. Cest en cffed & b fm du sae
| sitche que e mathématicen
dllemand Gattfried Willehn
Ledbiiz, & qui 'on dait cette
notation
paarticuliere
du signe
intégrale, et
que le
soientifigue
anglais lsaac
Rewilbon onk
initié indépen-
damment le
caloul
mfnitisamal, avec d'une part le
caboul intisgral et d'autre part le
caboul différentiel. 1l ont tous les

d’une fonction mathématigue sur un
mbervalle donmé en subsdivisant
cedui-ai en wne infinité de petites
portions, pour ensiite absenver e
compaortement bacal de la fanction
sur chacune de ces partions ; l'idée
@tant gue sur un mbervalle mfniment
petil (infindesimal), les variations de
la fanction seraient moins complexes
et il serait Alors beavcoup plus facile
de réaliser une appraximation 2
Taide de fonctions cannues. Dans le
e du caloul de surface, par
exemple, 'aire comprise entre une
conarhe et Paxe des abscisses (e
harizontal) peut étre coupée en une
infinité de petites surfaces qu'il est

dearx formalisé I'éude des variations |
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plus aisé de calouler. Cest
Pmberprétation dirscle de Fopération
qu'ellectue une intégrale sur une
fonction & une seulz variable, Par
enxtension, l'intégrale pewt dre
épalement wtilisée pour cakauler La
fonguewr dune courbe au un
wolume. Maks ce n'est 1 guune
facette de lintégrale car derrigre cet
autil se cache une foule de notions
qui défnissent bes fondements de
Fanalyse mathematique modene :
la fanction mathématigue, la neticn
de cantinuité d'une fanctian, la
notian de limite et danc d'infini et
épalemant la notion de dérivée.
Uttt de lintégrale est ez
qu'on b retrouve aujousd his dans
tous les champs de la connaissance
ail les mathématiques jouent un réle
assentiel ; par exemnple dans de
nombrewe domaines de la physigue
Teds quee la miscanicue, I'électridte o
I'pptique mas aussi en traitement de

| Vimage &t du son, ow enoore &n

| écanpmas.

grandes civilisations se sont
nldressées & cette question,
notaemiment les gy ptiens. Aimsi,
dans le papyrus Rhind, une des
principales spurces des
wonngissances mathémalicues
égyptiennes, le scribe Ahmes a
ronsigné vers 1650 avant natre ére
une série de §7 probéemes avec leur
soluticn. Parmi les sujets abords,
an trauve des calouls die surfaos of
devolumes, appliqués & des cas
[onerets ; par exemple, ks Fgypliens
déserminaient la surface des champs
[carrés, rectlangles, triangles et
disgques), le walume des greniers 3
grair iparafilépipedes) ou celui
dess pyrandides, qu'elles soient

LES PRECURSEURS

Le calcul infinitésimal s'est
| développs au oaF puts au se sieck:
| pour Leater de répondre  deu
| prablémes mathématiques majeurs :
| tot d'abard la déterminatinn des
| aires et des voluemes, qui nous
concerne dircdement puisqu'il s5agit
| 1a du déseloppement du concept
| dintéarale, et puis auss b caleul des
tangentes & une courke et la
recherche de ses maxima et minima,
il sagit i du concepd de dérivee. EL
comme nows e verrons par la suite,
ces deun nofions sent éraitement
lites, mais intéressons-nais plus
particuliérement a la question du
caloul des surtaces ef des volumes.
D Ifmbiquits, les premigres

| entitres o bien tronquses. i les
| résuiltats fnpnoés sont exacts
| larsquils sont traduits dans e
: langage mathérratique moderne, ils
nee sond en revanche pas démantres,
| Ce sant les Gres qui vont faire des
| mathématiques ure discipline 4 part
| entiére et qui vont développer 'art
de la démorstration. Ainsi, pour
dederminer des aires ou des
wvalumes, Eudose de Cnide (v, 408 -
w355 aw L-C.) et Antiphon (v 430
. |-C} dlaborent la méthode
d'exhaustion. Cdle-ci s'avirera
parliculiérement elficace puisqu'elle
Traverserd e temps jusqu'a Newson
et Lzibniz, elle sera danc utilisés
durant 2000 ans. La méthode
d'exhaustion consste 3 a vider » une
surface quelcongue a laide de
pabygones dom 'aire est caloulable,

ZENON [V. 396 AV, 1.-C.)

Le philosnphe grec Zénon a
développe plsicurs paradoses
aulous du concepl dinfini, poar
mantrer que |'interprétatan
greciqie du mande Etait
incomplite. Un de ces paradozes
consiste a prendre 'exemple d'wn
individu soubaitant #leindre un
i sifue @ 7 metres de D I doit
d'abard 52 rendee & ka moitié de
cette distance, soit 1 métre. Pour
parcaurir le metre restant, if se
rend & la muitié de cethe distance,
soil 50 o, puis 4 la moitié des 50
om restants done 25 om, ef ainsi de
suite. En réitérant cefte npération
plusieurs Fois, Zénon en déduit que

Fimdividu n'atleml jamais le mur el
que done le mouvernent st
impassible. O, Pexpérience nous
mantre gue o n'=st videmment
pas le s, En fait, dans 'exemple
precident, il faul calouler

la sormme de la série

11/ 2+14+1/8%..,... +1/27 borsaque
n tend vers Finfini. On sait
aujaurd'hui qu'd s'agit d'une série
peométrique {c'est-3-dire que
chaque terme est be résultat de [a
multipBostion du lerme précédent
pas un berme constant, ici 1/2) et
que pour un nombre infini de
termes, la somme est égale a 2, o
qui résout le parsdoxe de Zénon,

ol son appelation qui provient du
mak [atin exfaustia, signifiant
Taction d"épuiser, vider. Lidée
centrale de cette méthode est qud
et pussible d'augmenter
progressement [e nombre de cités
du polygone insrit dans [a surface
que F'on souhaite cabouler, de telle
manigre que la différence entre cefle
surface el celle du polygone
desienne néglizeable, Prencns
l'ewemple d'un cercle - on peut
inscrire un triangle dans e cerde
puis augmenter le nombne de cibis
du podygene pour que b surface de
e dernier devienne de plus en plus
prache de celle du cerde. Cete
npération est répétée un nombre fini
de tais, jusqu'a e que F'on considéne
que la dilférere entre b surface du
disque et celle du polygone est
dewvenue asser pedite pour étre
igroréa. Dans son ceuvre Les
Fiéments, qui racapitule fros siedes
de théorémes en arthmilique ¢ en
glametrie, Euclide (365-300 a
L-C.) va utiliser la méthode

on augmenta la nombre de triangles
de fagon 4 réduire |a surface entre
la parabole et les triangles.

Méthode d'exhaustion

on augmente la nombre de cotés du
palygone jusgu'a ce que la différence entre
sd surface et celle du cercle devienne
négligeahle.

. d'exhaustion pour cabouler des

| surfaces et des valumes de formes
de plus en plus compliquées {cones,
spheres, ), mats il va surtout

| démontrer que « les surfaces des

| cerdes sent comme bes camés de

| leurs diamétres v (Livre xn des

| Efements d*Eudide, prapasition 2),

| C'est Archiméde (287 - 217 av. J-C)
qui va généraliser cette méthode, il

va I'étendre au calcul des surfaces
delimitées par des courbes,
notamment par des paraboles.

Dans e cas de la parabale I par
exemple, il trace une droite (BC)
paralléle 3 la fangente & la parabole
en A. Pour calcuber |‘aire délimitée
par la parabole el e segment [BC, i

va consinine les riangles (ABC) puis
(AEC) et (ADE). Grace aux propriétés
pénmeétriques de ces triangles,

Archiméde trouve gue la surface
cherchie vaut 43 de ['sre du
Irianghe (ABC), Pour démantrer ¢
résultat, il wtilise la méthode
i'exhaustion en construisant de plus

| e plus de triangles, de facon 3

« vider » la surface restante entre les
| tnangles et la parabale. 1| conclut par
| une démonstration par Isbsurde en
| montrant que la somme de o
I surfaces triangulaires ne peut pas
| Btre différente du résultat pressenti
| phus haut ; on dil sujourd b que la
| sirme cormverge. Mais la méthode
| eshaustion, si elle préfigure
| réallement ce qui deviendra le caloul
| infinstésimal, soufire d'une lacune de
| tzlle pour Ere parfaitzment
| rigoureuse = la notion dinfini, En
| effet, & quel moment considérer que
la difiérence entre 'aire
efiectivernent recherchée et la
surface corstituée des polygones esi
suffsamanent néghgrable pour e
eualute comme nulle 7 Car le
nambre de polypones construits
progressivement est fini et par
corseguent la guanbdé restante peul
devenir cerles s petite, mais
jamais rigourecsement égale & pérn.
Et une approche rignureuse du
caloul infanitésimal ne pourra jamais
avoar liew sans avoir au préstable
franchi cel abstade majeur de la
pengte, mis notamment en svant
par Zénon ; Iinfini.

DES INDIVISIBLES

Do e 3 o spbde, la civilisation
arabe va assimiler puis faire fructifeer
les mathématiques grecques,
essentieflement dans les domaines
de I'algébee, de larithmétique et de
la trigonamétrie. Mais Cest en
Eurcge accidentale que Ianalyse,
plus particuliérement le probeme de
I'éyaluation de la surface comprise
sous une courbe, va connalire une
véritabla renaissance au w® puis au
o shieche, Apris s'@re alfranchies de
l'eengrise de [ religion, les
mathématiques vant de nouveau
apparter des idées nowvelles,
notamment en mabiére de caloul de
surfaces. Cest ainsi que [ialien

a intégrer
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Bonaventura Francesco Cavalieri {1598
1647, 5'appuyant sur les fravaus des
astranoemes Galilée (1564-1642) el

. Kepler (1571-1630), va développer la

théarie des indivisibles. Lidée centrale
de cetie théorie est qu'une courbe peut
Ghre consklérée comame une somme de
paints que Cavalieri nomme les
indivisihles. De méme, [ surface
campriss saus une courbe peut &re
assimilée a la somme d'une multitude
de lignes, indivisibles elles aussi.
Derrigre cette idée dindivisble hémtée
die Kepler, Cavalieri généralise la
méthode d'sahaustion utiisée par lp
Grec Archiméde. En effet, si la surface
LOMmprise sous une courke n'est rien
J'zutre que la somere de reclanghes
infinirment minces des indhisibskes), 2

a suffit » d'addrionner toubes res
portions pour abtenir aire recherchée ;
cesl done calculer une surtace
incennue en la divisant en surfaces

| connwes puis en fes additionnant.

Pour comprendre la méthode de
Cawalieri, prenocns de nauveau

. lexemple de la parabale d'équation

=4, Cavalien conskdére d'abord que
Iz surfzce sous 13 parabole peul &lre
découpée en une série de reclangles de
largeur idantique, id 4gale 4 1. Chaqus
rectanghe centré sur 'abscisse 1, a une
hauleur égale a x* par définaion de la

. parabele, Le premier rectangle s'#end
C e 0S5 & 1.5 et esteentréd sur 1, il & done
. une hauteur da 17, le second s'étend de

1,5 & 2,5 et est lui centré sur 2, donc
v haubeur de 27 o wins de suite
jusquiay reclangle i qui a pour
hauteur me. Grace a des expériences
sirnilaires sur d'awtres surfaces,
Cavalieri cfectue le rapport de la
somime des gires des reclangles
precédents, sur Faire du rectangle gui
cordient tous les autres, Pour ce
dernier, la base vaut m+1 puisque e
premmier rectangle de surface nulle
commmence - 12 el que le o
rectangle finil & m+142, sa hauleur est
égale a o ; la surface du grand
rectangle est donc mm+1). Le rapport
deéfini par Cavalieri est le suivant ;
{Surface des m rectangles),{Surface du

grand rectangle) =
(13435, =il (el +1)), Apres
avair tessé difierentes valeurs de m,

! Cawalien simpldie ce rapport et il

obdient la forme réduite de 175 +1/{Em).
Il remarque lars que pour des valeurs
de m asser grandes, e terme 3B}
devient négligeable devant 1/3, ce qui
préfigure la notion de limite, Pour

ces valeurs de m, Cavalieri en déduit

; donc que :
| (hurface des o reclangles) =

13 5urface du arand reciangle) ou en
d'autres termes, [Surface spus la
parabale} = 173 {Surface du grand
rectanghe), Or, sil'on considére
surface de la parabole, depuss Foriging
(4=10] jusqu'a une abscisse ¥
quelconaue, on a done @

Surface sous la courbe de

K= 15 = 15)4% Ce résultat obteny
per Cavalieri esl fondamental puisqu'il

introduit la notion de primitive,
comme nous ke verrans par la suite.
Par ailleurs, celte méthacke des
indivisibles, quoique pew rigouneuse,
permis & Cavalieni de caloder des
surfaces sous d'autres courbes amsi
gui dies volumes.

THEOREME FONDAMEMNTAL
DE UANALYSE

[Fautres matheémaliciens tels gue Jahn
Wallis ou Pierre de Fermat uliliserom
des méthades simaaires paur calculer
des surfaces sous des courbes de plus
| on plus compliguées (par exemple les
lonctiors polynomises y=ke, avec k
un nombre réel quelcongue et n un
nombre entier), mas sans jamais
réuseir & généraliser une thénee de
Fintégration valable pour toutes les
wourbes. Ce sont [saac Mewion et
Gottlried Willelm von Lesbniz gui vond,
indépendamment un de aulre el avec
des notations différentes, unifier tomes
less thidaries éparses relatives au caloul
dee surfaces souws des courbes. Cest en
travaillant, d'ure part sur le caoul
imtégral {ealeul des surfaces ou des
volumes), e d'autre part s le caloul
| différentied (caloul des tangentes 3 une
courbe, posibon des maxima et des
minimal, gu'ils wonl faire be lien entre
les et et ahowtir su thboréme
fandamental de I'analyse.

variation Ax trés petite. Il obtient que
AA=lim (y.ax) car il 5°agit en fait da
I'aire d'un reclangle de largeur
infinament petie Ax el de hauteur
| ¥= ). Mais & la différence de ses
prédécesseurs, Leibniz peut formuler
cette égalité sans approxmation car
grice su concepl de limite, elle est
rigoureuse d'un point de vue
mathématique. Fton tire de cetle
égalité que lim {AA )= En d'autres
| termes et d'aprés la définition de la
| dérivée posée par Leibmiz, la variation
| ou la dérmvée de aire sous la courbe de
b Tonction ) est ba fonction fix) elle
méme. Poar calcuder la surface entre
dewus pairts o et b, @ suffit done de
suemamier boutes les surfaces
infmibisimabes A4 enfre oos dew
positions. Comme il s'agil dune
| somme, | ehni note cefte opération
aver e s majuscule de I'époaque |, & 13
différentielle de x est notée . Nouws
avons donc dd = pde =#xLdy et par
me.wl:nl]dlrL suus la courbe de #x)
el A= i, soit | intégrale de o a b
de F{le Mais coemment calouler celle
| intégrale ?
Mous avoms vu précédemment que la
dérivite de Faire sous la courbe en un
point ¥ quelcongue elail dpale i la
fanction fx). Cela signifie quinbégrer
Tk} puis la dériver ne change rien ; la
dérivation et 'intégration sont danc en
quelque sorte deux opérations inverses
l'wie de Iaulre : c'est le théoreme

LES DERIVEES

Le probléme posé par e caboul d'une
tangente 3 ume courtss remarte lui
aussi aux Grecs et & Archiméde en
particulier. Et @ Finstar du caloul dies
surfaces, bes mathématicens se sont
intéressée 3 des comportements
locau, oo qui impligue La
manipulation de guantités infiniment
petites et donc de trés |égéres
vartations, il s'agit du calowl
différentiel. Roberval, Wallis ou
Fermat développent des technigues
astucieuses mais encore une fois, ils
sant incapabdes de les généraliser. Ce
sera ['oewre de Leibna qui, en
intresduisant le concept de limite,
penéralise le caloul différentiel tel
qu'on ke connait augourd'hui et définit
mathématiquement [a dérivée
dyfde=lim AxfAy. Cotte égalité
signifie que la variation kocale dune
fomction y=x} en un point x
quelconque est le rapport d'une
petite variation de la fonction associés
a une pelite variation de ¥, sur cette
petite variation de x. Le concept de
Bemiite est il indispensabde puisque L
wariation de x est infnitésimale,

Cette définition va ainsi permetire
de calculer ngoureusement les
dériviées de nimporte quelle
fonction et de formaliser des rigles
de caleul, Leibnig note Fix)
{prononcer f prime de x), la dérivée
de |a foncton fix). Connaitre Fx),
c'esl connaitre les variations de fix) en
n'importe quel point. B par exemple,
| la dérivée d'une fonction constante est
nulle, la dérivée da f{x) =x est Fix)=1
ou encore la dérivée de fix)=x" est
Mix)= cex=t,

fondamental de anabyse. [ puisque
Afx)=adAdy=fik}, pour calculer
Vintégrada de fx), il faut trouver une
foncton Fix) que I'on nomme primitive
de fix), telbe gue Fic)=1{x). Laire sous
| La courbe de ffi) entre o el i est danc

A= [ristr=(Fin ] = Fib)- Fi)

o0 @ ef b sont les bormes d'ntagration,
el x est la varisble d'nbégration.

; LEXEMPLE DE LA PARABOLE

Exarmanons le cas de la parabale qui a
mabiisé Pattention de précurseurs ek
qu'Archiméde au Cavalieri. A cat sfiat,
calculans par exemple |'aire sous la
parabole entre x=-1 et x=4. Salon la
mation usuelle mitkée par Leibniz,
nows recherchons dane :

! -j':" v
Pour cela, i nous fau tout d"abord
délerminer une primithee 5x) de
fixh=x el que Fixl =, D'apris les
régles de dérivation déja éunqubes,
(¥ =gex™", an en déduit qu'ici
Fii) = 13 x* caar en considérant que
=3, i3 =3 (135 el
Yol en appliquant |3 régle de
Fineégration :

I -I;J_d; -[—;x' E.' -IT[..‘ ~(-1"]=

1 65
5[6{ ={~-1]]= T = 2] ...

| 1l est également iméressant de noter au
passage qu'avec 53 méthode des
mdivisibles, Cavaliert a trouvé |2
primitive de la parabole

i LEXISTENCE D'UNE INTEGRALE

< A | formalisation du caboul

En utilisant 52 propre défnition du
cabrul différentiel, Leibniz va dtudier
une variation infinitésmale de Faire A.A
suus b courbe de y= fx} ot pour une

| infiriitisima, Mewlon of Leibniz ant
véritablement inauguré Pare de
I"'analyse mathématigue. De nombrewe
| mathématiciens vont kewr embaiter le

Méthode de Cavalieri

40+
m+1
20— /'/
e ;
] m
r,f/
T . T T T é T T

i existe 7 En effet, Ia fonctian

| existe, fx} dait &tra continue sur

a5 et benter de résaudre les nombrews
prablémes mashématiques que pose e |
calcul intégral.
Pour n'en citer
quie deus, le
Frangas
Augustin-
Lowis Covclry
{178Y-1457) et
by 1'Allemand

¥ Bernbiard

L Riesnann
{1E€JB-IE&E:| s'efforcent de travailler sur
['existence méme d'une intégrale, o2
qui les améne  définir plus
précisement les nodions de contmuile el
de limite. Par exemple, esi-0e que

fix)=1/#" n'est pas définie

en 0 car 30 n‘esl pas défini
mathématkquement, donc des
hypathéses sont néressaires avant de
calculer une intégrale. Pour que * fixidy

l'intervallz [o.b] : physiguement, cela
signifie que l'on doil powsoir tracer la
caurbe représentative de fy) ded a b
sans avnir 4 soulever |e stylo de |2
feuille

Le problime de le définition dunz
intégrale se pase également lersgue
I'intenvalle dintégration est infini. Ainsi,
quelle st aire présents sous la caurbs
de fx) de 1 & 'infini (que V'an note avec
ke symbale =) ? Intuitvement, on
camprend bien que 5 la fanchion fend
wers une valeur infinie lorsque x tend
wers ['infini, Iaire préssnie sous la
courbe tend elle aussi vers I'nfini, et
par onséquent, lintégrale n'est pas

| difinie, Par exernple, Trc nest pas

dédinie, Mais réciprequement, oo n'est

| pas parce quune fanclion Kx) l-eud wErs

0 quand % tend vers linfini, que” fxdy
st torcément définie. La foaction
fiach = 1% dllustre parfaitement oo cas de
figure, En effel, la primitive de 10 est
définie carme &tant le lagarithme
népénen noé Infe) avec [ Injx)=e.
Done, 'dx {x=[In(x]], or I|rn 1‘: o,
dunc l'.LU.i: derniire h'ﬂ:lmhese n'est pas
suffisante. Pour saver 4 une fenclion
est intégrable sur un inbervalle, cesta
dire que lintégrale ne prend pas une
valear infinig, il faut avoir recoars aux
comparaisons. 5i quelque soit =

| compris dans un mlervalle g, 5], et g

Etart dew fonclions continues sur cel
intervale, | fin | < | qin |, 2lars

5

-r. Fix) :n‘.rs_h gix) e .

[

Fr d'avtres termes, 5ilz valeur absalue
de Fast inférieurs 3 la valeur absaliss
de g, alors leurs intégrales respectives
sont ordonnées de mariére identique.
Do si le Toncbion g es! inlégrable
(o que son intéarale a une valeur
finie), &lars la fenction §Flest dgalement

| et inversament, si £ n'ast pas intégrable
| fson mbégrale prend une valeur infinie),

alers g ne l'est pas non plus. Ainsi, a
I'aide de quelques fandions de
référence, il est possible de savoir
rapidement si une intégrale est d&finie
ou pas. Par exemple, pour lintervalle
[1,4=], la Tonction Fxi= 1x™ est une
fendtion de référence car elle 251
intégrable si et seulerent si o est
strictement supérieur & 1.

Etude de la variat

ion infinitésimale

de I'aire AA sous la courbe de y= fix)

Ay
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