Sciences & techniques

Le&malri_(:és

LHISTOIRE DES
. MATRICES

Si Fan remonte trés kin dans le
1ernps, on retrouve les carrés
. magiques des chilisations arabes at
. chinaises qui sont une approche des
matrices, Cependant, les premiers
Iravaus traitant de ce sujet sont ceux
du mathématicien allemand
Lefbwriz, datant de la fin du o
sibde, alors
gu'il Iravaille
sur la
résalution de
L
d'@guations.
Ses travaux
sergnl ensusle
exploités par
. £ Cramer,
toujours dans Foptique de réspudre
des systemes d'équations, oo demier
rreltand @ point wn oy de
déterminer Pexistence ou non de
salitions i un

Lagrange,

Gauss &l

Caudhy, le

premier a

introduire les

fableaux en

. : 1815,

s'intéresserant au prablEme & leur

toar, chacun Firvestiguant d'in

. point de vue dittérent

. La notion de matrice & proprement
parler date de 1858 : le concept a élé
mis au pesnt par les mathématiciens
anglais Sybvester et Cayley, ot le

. terme introduit par Sybeestar en 1850

- pour désigner un tableau
rectangulaire de nombres. Les
rmarices corstitusnt un outl
mathématique perfoamant pour
aider 4 la résalution d'équations.
Hlies sont wdilisées dans des
domaines aussi varkes que la
résolution de systemes d'equations
bier sir, en physique pear des
equatians mais également en
recherche opérationnelle qui

.~ consiste en l'optimisation d'une
solution ; par sxemple e cas du

- yoyagenr qui doit passer une fois et

- une seule par i villes réparties dars
I'espace et oz dans le femps le plus

. court, ou en empruntzat le trajet le

- plus court, Les matrices se

] retrouvent

i épalement dans
| notrevie

quotidienne : les

données sont

Cryplées

numériquement

grice i des

matrices, ce qui

| oblige les félépirones porfables ol

| les ordinatears & élre traffés de

calculs matriciels, Les graphismes

des jeu widéa ou des films sont

: egabement calculés 4 partr de
| matrices, Sans le savoir, nous bes
| ciboyons chague jour.

d Mathématiques, Physique & Chimie

représentant bes valeurs sans
donndes mconnwes. On msril ains
les données dans un taldeau, en

RESOLUTION DE
SYSTEMES D'EQUATIONS

U systéme d'équatians est un
ensemble de plusieurs équations qui
dépendent les unes des autres. 4
l'origine, o résohvait bes systimes
d'équations 4 la main, mais
liwention des matrices a
grandement simplfié bes caleuls par
la capacité d ‘shstraction quellss
apportent. Alin de maeux mesurer
cerlains de oo avantages,
corsiclirons un exemple o nous
appliquerons en paralléle la
méthode dassique &t la méthods
matricielle. Connaissant bes
miontants de tros faclures établies
sur les achals, en quanltés
différentes, de frais produits
distincts, an cherche & retrocver les
priz par article de chacun de ces
produits. On sait que :

= 5 packs d'eau, 2 paquels de
ceretales el 19 -shirts ont €1¢ achetés
o un montant de 100 ewas.,

= packs deaw, 31 paquets de
cérdales et 4 t-shirts ont ébé acheteés
pour un monant de 72 ewnos,

= la maitié d'un pack d'eau, &
paquets de céréales et 7 t-shirts ant
&té achetés paur un montant de

5 eunos.

On commence tout d'aberd par
meltre e problame en équation,
'esl-d-dire |e raduire en termes
mathématigues. De maniée
générale, an écrit les systémes de la
facon survante pour clanfier les
catbeuls - on aligne sur une méme
colonne chaque valewr inconnue ¥, y
o 7, 8 gauche du signe d'égalits ; &
droite du signe d'égaliteé se trouvent
les coefficents qui ne concernent
pas les données indéterminées.
Pour ¢ qui mous conceme, cela
revient a appeler ¥ le prix d'un pack
d'eau, y cefui d'un paguet de
céréales et 7 celui d'un tshirt. Les
coefficents qui ne concernent pas
less données indétermmndes sont i be
prix total payé pour chacune des
troés faciurnes.

I+ 2w+ 00z =00

dx4+3lp+ dz=TH

T+ Gy+ Tz=50

2
Pour passer 3 la notation matricielle,
il suffit de recopier les donndes que

| NS avens mi@'musemem

| organistes en colonnes et qui

| Enemant presque un ableau que

| nous allans matérialiser. La premiére
| cobonne est celle des coefficents de

| %, la seconde celle des coefficents de
| ¥, la troisigme celle des coefficents

i de 2. Enfin, la derniére est celle

respectant le méme ardre que dans
le systéme &t en supprimant
simplement aprés chaque coetficient
la wabeur a lagquelle il se rapporte.
Towles les opérations que P'on fera
ensuite (additions, multiplications)
aurpnt liew sur les lignes en entier ;
on agira donc en paralliéle sur les
lignes du sysbisme, o sur bes kgnes
die la mealrice - ce qui correspond &
e s mlanger bes x, lesy, bes 1 el
les coefficients sans données
inconnues {¢'est-a-dire 3 ne pas
confondre les packs d'eau, les
paquets de cérdales et bes tshirl), ce
aqui st prochuirail si jamais on
procédait & des mandpulatians s
les colomnes. L'exemple est détaillé

| dams I'encadné c-contre. Dans la

| colonne de gauche se trouve la
mithode dhassique alors que la
méthode matricelle s2 rouve dans
la colonne de droite.

Lavantage des matrices est
d'ettectuer les mémes calculs que
dians e systime meais dans un
tableau, avec les données aligndes
bes unes 5o les autres selon leur
nature, De plus, ony retrouve misux
la présence des zéros qui
correspond i la disparition de
cerlaines donndes moonnues,
Cependant, I'utilisation de matrices
repanse sur des comentions : ke chioix

gque sur des lignes loules enlires,
Clest pourtant grace 4 de tels
avantages qu'on utilisa au départ les
matrices, avant de décowrir bien
d'autres propriétés prabiques tant
pour la résolution des systimes que
o remdre compte de situations

| compiexes comme on pent en

| trouver en physique e en

| mizcansque plus particuliérement.

1

|
| DEFINITION ET NOTATIONS

Unie matrice est un tableau
d'éléments, qui sont généralement
des nombres, On parle de matrice &
n lignes &2 p colonnes et on &or

" 5 ¢
ol chaque éément m; est en fai
une case du tableau, Plus
pricisément, my reprisents
F'élément situé A l'intersection de la
ligne i et de la colonne j du tableaw.
On note &, ; I'ensemnble des
matrices 4 n lignes el p colonnes
Exemmiple :

(12 17 &Y
-[3 3 4 15
|4 5 & 7]

de ce gue représentent les colonnes, |
et be fait de n'effectuer bes opérations |

Exemple d'application

[J.--— 2r+i9r =100 3 114 I"l'i
draldiye dom 431 4 |
1

X+ fiys Tz=36 Logig in!

O muliplie par 2 tous les coclicients de la deeniére ligne, pour faine
apparditre un eoctficient 1 s e, esldedive un coeflicient 1 dans & premiine
case de la derniére ligne de la matrice.

Dy 10 = 10K

|:.._ ]
Ax+ 3+ dz= TR 14 31

00y
T8

[ a#12psidemliz
La derniére ligne devient dorénavant la premiére ligne, celle quiva nous
permetire de contirer la résalution, et de trouver enfin la valeur de x une fois
toas les calculs menés a bien.

[ xel2pwldzmlll
{35+ 2yaliz =il - [l et ! ]

dx+3ily+ Az =78

Cette fiois, nous allons fare dsparakre es ¢ des deux dernidres lignes du
systéme, pour ne plus seir gue deus équatians i deaincoroues qui serom v
el 1 sur besdiles hyres. Pour o2 laiee, on efleclue [6s apéralions suivantes :
dewxiéme ligne - (3 x premigee ligne)
troisiéme ligne - (1 x premiére ligne).
On procéde de méme dans la matrice, o2 qui fera apparaitre deus zéros sur les
dews dernigres lignes de s premiére oolonne,

Tyeids =112

Li2 %
2 0 =34 =31 . 206

fx+

~17p =51z =344
Paur contrmer les calouls, nn rverse [ ceumitme & 13 roisiéme g cela lail
passer bout en bas la ligne ave: le plus grand cosffiden: en v, et permet des
alouls moins compliqués.

faeiZysldz =112 T 2y
=17y =Flrm 244 | it B R T
=¥y -23z = =20 10 34 Z33 306

O fait & présent disparaitre y de la demiére ligne, pour quiil 'y reste plus que
2. 0 ne revient pas fout de suie 3 un coclficient 1 pour y wr B deosiéme ligne
parce g b= cosfficients en y el deudbme = de la reseme lgae sonl
multiples Pun de Fautre, On effectue donc cette fois Poperation suivante :
troisiéme ligne - (2 x deusiéme ligne}.

Comme pour &, on fail apparaitre un zéro dans la matrice dars la deuxicme
cawe de ka demiine ligre

fr+iZy+ldz =112 Vit | SO RS o e
R T R i 53 146
Blz = 456 la o 8L 4%

Hoars obienoms mamtenans faclement la waleur de 7, oz qui revertt en réalité a
faire apparaiine un coeffickent | devant 2 sar L3 dernigre Ggre, cest-2-dire un 1
dans |3 traiieme calonne sur la derniére ligne de [a matrice.

LIz3
44

I2yaldzm]]2 e B e
T | 53
..__.'--1r~ foi !
| I 17 12
! - la o & |

Fooge

M ne reste plus qu'a finir @ résolution du systieme, en remplacant z par sa
waleur, nous oitenans la valeur de y dars un premier temgs, pus celle de s
anssibdl apris,

x+i2y+ ldz =112
M-S 34

4 pm ==
17 17

Péres des
malrices

Laploce
{1748 -1627)

S Franeas,
énanre ko ie
EETE S e
cislermiraanis dis
spildnes
il
e

Gauss
(1777 - 1555)

Muthammbioan
aliermnd, i et
Fautenr de i
miéthaele ol phed
cansilan 4
Irievigiaer e
anednics,

Cauchy
(1780 - 1557)

Mathdmutician
fravgais, i
[propase en 1al3
wE modation oy
farme de tableau

Efsenstein
(1525 - 18
fathémuticion
ol ¥
nfrodut im
mation ainvorse
e mirice.

Sylvester

{1614 - 1897}

-

n L5, I

Introcluf fe

terme de matrice
an MG

Leiniz
(1646 - 1716)

Les travas bes plus andens

i oborde fe
suyel des
maliices dans
SES ravauy sur

la résniution
d'dquotians.




A eslure matrice dn =3 lignes el p=4
colonnes, Cest-é-dire que A M
De plus, 35, =4; a;,=5.

O peut Bien str déhnir plisiears
npérations sur les matrices, 4
cammencer par les opératons
dansgques : addition 1 multiphoation.

ADpiman

Il faut pour additioriner les matrices
quelles aient le méme nombre de
lignies et de mloanes. Ersuile on les
additicane case par case, Dans be cas
de deux matrices A et B e M (An
ligne et p calonnes), on procéde de la
facon suivante -

1 u‘.ll (&, .. b,
A+8= : r E T :
a, a_ | &, B
| L v
(a. b, a_+h )
, +ib, 1.+
.
-

Le résultat est une matrice

C=(A+B) = i:'l:.i:. nlsjsp de M,
égalemend, dont les caefficients o sont
definis par ¢;= agHh;.

MurriPLication
On powrrail penser 4 urse muliplication
e 3 terme Sgalement, mas ce n'est
pas de la sarte que se définit la
multiplication de deus matrices.
Cancernant les dimensions, on ne peut
pis muliplier nimporte quelle matrice.
Il faut que le nombre de lignes de la
premire sit égal au nombre de
colennes de la sacande, |
Dans le cas de deux matrices A S My, |
el B = M, an pose le caloul el on
obtient une matrice
C = (0 i, 1™ Mo
dont les coefficients c; sont définis par
I

€, = Za"be_.

c'est-a-dire que chague terme ¢ de la
matrice résultants est égal & la somme
des produits terme a terme des
chments gy de la ligne i de ka matrice A
ave bes élements by de la colonne j de
la matrice B. Un exemple de
multiplication de matrices est danng
dans ['ancadré g-dessaus.

Dans be cas de dew matrices D el £
telles que n=p, les produits DF et FD
ne sont pas égaus de maniére générale
{an dit que |e produit n'est pas
commutati). Une telle matrice, ayant
autant de lignes que de colonnes, est
dite carrée. On note = M

Fremiple ;

DETERMINART

Opération qui n'exisbe gue pour les
malrices carrées, ayant aulant de
colonnes que de Bgnes & savair n=p,
Iz déterminant d'une matrice est un
nombre. Son expression sur des
matrices ayant plus de frois colonnes
st complexe, mais il s'exprime bien
pour des dimensions inférieures : les
applications en physiquees (fenseurs en
mécanique par exemple) s attachent &
des matrices de dimensiors n= 2 ou 3.
n=l:

ratrice réduite 3 un seul dément,
deti) = det{a, ) =a,

le déterminant est égal & cet &lément.
n=2:

f
dn[.l]-dml“= J']-r.. Wy, = iy, Wil
| Ty By

Le déferminant est gal aux produit des
Lermes duagonaux (lenmes de dagonake
descendante) moins ke produit des
termes mon diagonas (fermes de
diagonale rantambe)

m=3:

gy My By
det(A)=det|a, ay

Gy Oy o
Paur calouler le détermina d'une
makrice de My 5 on recopie d'abord bes
dew premigres lignes sous la matrice
puis on effectse des produits sur les
diagonales descendantes et montantes

Samme sur les diagonales
descendantes :

T

| A) = a2, Ry,
g T
Somme sur les diagonales montantes :
iy ¥ My
dm| A= Ha, xa,xa,
B
Finalernent on trouve
deb(A) = o [A) - dime (A)
celie méthode est appebie la rigle de
Sarrus.
Fxemples ;

Calicul pour une matrice 3 2 lignes et 2
colonnes :

I 8
dl.'lI:D:l-dt:[“ I)'\-le—1l—l:'r9-—4

Calcwl pour une matrice 3 3 lignes et 3
calonmes

i =15
det({F)=det| ¢ -3 4

& 7 1

- R [
0 =3 4
& 7 1
2 -1 ¥
g =3 4

aa(Fh = 20(-3)%1 + Q785 + G-

=-30
dne(F) = 0{-1)%1 + 247w + x(-3)u5
=- M
det(F) = dalfF) - clen(F)
=-30- (-44)
=14

Trace

On peeut Urer d'aufres nombres
inkéressants o'une matnce, en
considérant cefte fois uniguement ses
coefficients diagonauy : ka trace ne
sapplique de nowveaw guaux matrices
garries et permel de calouler la somme

Exemple de multiplication de matrices

En pratique, on pose be calcul comme swit @

1 1 17 8
oiad ol LE
4 5 & -7

O E=l+ 202 +3x17+0- 1)

1420 Hp B4 +i-

Et on obtient -
1z

(47,5
= l LI -

3T =)

o,

1M 2xd+2x 5= 3G+ -Nxi-T

N E A+ 12+ IixlT+ %8
Ly Al ixi=T e —Nuxd4ixL s
Ixd+1x5+ whi+ 3 ~-T)

e lous les termes diagonaus.
Pour tout élément A de 44, , on définit
la trace par :

IJ'[A}:.'r

Exemple : caloul pour une mabnioz 4 2
lignes et 7 colonnes

L -9
#{D}-er(ﬂ 4]-J+(—1J-—3

! Caloul pour une matrice & 3 lignes et 3
| colonnes

2 -1 %
tr{Flatr|0 -3 4|=2+{-3+1=q
6 7

LIEN AVEC LES
APPLICATIONS LINEAIRES

APPLICATIONS LINERIRES
L réalite, chague matrice peut
sinterpréter comme un tablean de
nambres, ou comme la définition d'une
# tanction «. En efbet, en reliant les
mabrioes @u espaces vecloricls, les
malrices représentent les applications
lindaires ; en physique, [e5 trseurs
dérrivent les déplaremeants d'un ohjet
et ils sont en fait une exprassion de la
tontion qua permet de déplacer 'ohjet
de sa pasilion nitiale i sa posilion
actuelle, Par exemple, dans le domaine
de |a physiquee, plus précisément de la
mécanique, pour représenter la
rotation d'vm mabile, on peut écrire les
Equations de changement de ses
coordonneéss x el y par

xlt) = x(0)=coss - y(0)=zine
L-l:.r:l = o[ 0] sesin s+ p 0] cost
Du bien an peul décomposer ce
aystEme e trais matrices | deuy
vecteurs (matrices calonnes, tzlles que
p= 1) et une matrice. lci, les deux
wveteurs colennes sont les veckeurs
coordonnées et ont teus deus méme
longuienr n= 2, danc la matrice st
carrée de A, ;. On éit ©

st (={t])) feosr —sine)f2(0]
M) |. y[.:fl_| \sine cosf J'I;'[G}J-
- R{r) (o)

ol ML est e vedeur pesition du point
M a Finstant 1 M0} est e vecleur
pasitien & linstant inflial, karsquon
débute l'expénience), st R est la

| matrice de ratatian & Iinstant £
| On peut élendre cela & une ¢ fancion s
| Fallant d'un espace de dimension p a

un espace de @mension n ;oo Arira
alors¥=MXal¥ S M, MS M, et
X E M, pour I'habituel v = fix), ob v
est dans 'espace d'arriviée F de
dimension n, el x dans l'espace de
départ E de dimensian p.

e o fonctions » f sont en fait des
applications linéairas au morphismes,
cest-a-dine gui senl défimes dans un
espace vectoriel £ (dont fes dléments
st des vechenurs et we représentent
aver des matrices colonnes) et a
waleurs dans un autre espace vectoriel F
{iqun peut éire égal @ E comme on l'a vu
aved ba rotation) el wirifient les
PIOERStEs suivantes ;

- por boas a et b dans E, f(2)+ib}

- pour tous . = Keta = E,

fika) = Map

{ st wn corps sur lequel est ééfini
I'espare vectoriel F, usuellemnent le
coaps des nombras réels R)

Dans e cas o0 E=F, on dit gue f est un
endemarphsme,

MATRICES DE PASSACE

En fait lersque I'on écrit la matrice

M = M, cormespondant & ure
application lindaire 1, cela se fait
toujours d'un espare F aves une
certaine base B-=ig), ... vars un
cspace F ave une certaine base

B = {)1aisn

Airsi la matrice de lapplication identité
Id, telle que pour fnat & on ait ldix) = x
et F=E de dimension n, nest pas la
mafrice identibé

1 0]

o 1
(il m'y a de 1 que sur ba diagonale, ous
les audres coefficients sont nuls) si es
hases B, et B’y =By ne sont pas
canfondues : on décompose alors
chaque vecteur £, de la base B'g selon
les wecteurs e de b base By, ce qua
revient & les projeter comme o le
ferait en physique pour décompaser un
werteur v suivant le repée (0, ex, gy,
az) Bn v = wiss+yyey+zer ol l'on a en
Tait vy = v, wy = wey ef vz = vz par
projection, La matnoe de passage de la
hase = () 4.z & 18 Dase By= (fi.
S"Ecrit done

| On utilise ensuile oos matrices paur

| enprimer un méme vecbeur dans diw
| bases diiféremtes : si X désigne le

| wecteur écrit dans la base By et X' le
méme vecteur dcrit dans la base B
alors on les relie par la redation

iy '
X=PyFX

Exemiple : en physique on a souvent
bespin d'exprimer un vecteur

¥
=1

vr
exprimé dans un repére cartésien

suiwant des coprdonnées dites
cylindrigues :

vy

v,

¥

O dloit passer de (0, &, &, e 3 {0, 8,

&, B.). La matrice de passage s'érit
feas B =gind 0
i sn@ eal 0
e o 1

car i 5'2git en effet d'une rofation dans
le plan (0, e, e,) et le vedewr vertical
2 resbe inchange. Par ailleurs, on a

[%]

snfi cm @ 0Of|v,
] ] 1w

_.'-.-_'- feos @ —sm @ 0 v_J

II'.'l s

i on retroue les formules de rotstion.

INTERPRETATION DES OPERATIHONS
; MATRICIELLES EN TERMES D' APPLICATIONS
| LINEAIRES -
| Lacldilicn des metrices correspond 4
| I'addition des morphismes : on
comprend miews pourguoi il faut que
les dimersions soient les mémes, dans
la msure ol pour des apphcations
linaires il faul que les espaces de
départ &t d'amivée soient idenfiques
pour les deus fonctions.
La multiplication des matrices
cormespond & la composition. L encore
les dimensions s justifient :
- 5i fua de F uers O, aver F de
dimersion pet G de dimension k
-si g vade Gvers F, avec F de
dimersion n
alors g - Tva de Fvers
- i M = My , st a matrice de f et
N = My, calle de g, alors MK C 8,
sl la matrie de g - L




