UN OUTIL
SCIENTIFIQUE
INDISPENSABLE

Les nombres complexes ont é&é
pensés au o sipde par Tartaglia
(1491557}, Rafail Bornbelli (1526
1572} el Cardan {1500-1576)
Ces mathématiciers faliens avaient
canstrist des régles de calod avec
dhes radines carrées de nomibres
négatits notamment pour trower
les srus des polynidmes de degré 3,
cest-grdire trouver les solutions
déquations de |3 fnome
a® + boe? = oo+ d =0, Cest Karl
Friedrich
Gauss
(T777-1855)
qui
introduira
un siécle
plus Lard
I'appellation
ninemiires
comalexes
- et torma-
lisera lewr ublsation, Comme neus
le vesrons par L suite, les nombres
ramplexes permettent de donner un
SEM15 AU racmes carrées de nomibres
népatifs et simplifient les calouls
en géominie, En oulre, les nombres
compleses sont s d'un besoin
asser simple, il sont awjourd hui
indispensables dans la plupart des
domaines des mathématiques et de

la phrysigue.

| GENERALITES.

DIFFERENTS ENSEMBLES DE NOMBRLS
Les nombres ks plus souvent utilisés
041 Ceu qu'on apprend en premier
sont les entiers natureks 10, 1, 2, .,
26, ... On note M 'ensemble de

oes nombres, Viennent ensuile les
eniers relatifs, qui constiuen
I'ercemile des entiers positifs au
négatifs : ., -55,..-1,0, L 2...

Cet ensemnble est naté . En plus de
s nomibres viennend s'ajouter les
nombres dédmaus dont Pemsemble
et noté D : il s"agit des nombres
dont le développement décmal est
fini comame par exemple - 12,126
o 195, Apris nous frouvons
l'ersermble O fcomme quotient) qui
désigne Pensemble des rationneks,
cest--dire les nombres qui
s"écrivent sous |a forme pfq avec
pun entser refatif et q un entier
naturel non nul : ~173, 2213...

B cela on peut encore ajouter

les irrationmeks, ¢'est-3-dire les
nambres qui ne sont pas rationnels
comme par exemple x (pi) ou V2
Lensembile forme par la réunian des
nombres rationnets e imationnels
s'appelle Fensemble des réels et on
le nnte B, Ces différents ensembles
sont infinis. Lensemble des enticrs
nasturels est inclus dans 'ensemble

clences & techniques

m Mathématiques, Physique & Chimie

s complexes

des entiers relatifs qui lui-méme

el inclus dans Fensemlbde des
rarmbres dédmaus. ..

0 écrit mathématiquement ces
inclusions -
HcZcDo Qo Roog
signifie a eshinchs a,

On peut s2 demanier alars 519 existe
um ensemble qui viendrait aprés
I'ensemible des nombres réals,

Risoupne Uiguanos x° = =1

O sail que le cané d'un nombre
réed est tonjours posiif done

paur trauver uns salution i cene
equation, les mathématiciens ont
cris un nambre qui soil sa soluticn,
Ce nombre 5t commungment i
ramme « imaginaire » car il ne fait
pas partie des nambres réels.

On pourrait étre tenté d'écrire

1= (= 1), vependant ceol peurrail
amener & quekjues absurdiés |
“1=it=4{-1) w vi-1]

=¥ [-l x-1)=+1=11

Il faut se limiter & la defmition :
lai=ite =]

Irregenler de foute pigce une solution
peaur réspudre un prabléme peat
paraitra saugrenu mais una fois
gu‘on est familier des rombres
complexes an s'apergoil que oefhe
salution parail naturelle,

En fait, les Grecs du temps de
Pythagore blpquaient sur ['Equation
1 =2 Pour nous les 2 solutions

de cethe equation apparaissent
simplement, —v2 b2, mais &
I'épiaque les s=uls normares ilisds
Btaient les nomibres raticonels.
Comme —v2 et +2 ne soni pas
ratonneh akrs auoun rambre
rationniel n'est salulion de cette
Equation, C'est ainsi que les
mathématiciers ant akars découvart
l'existance des imationnels.

Les RIRARAES COMPLEXES

O appelle pambre compsae tout
nambre qui st sous |2 forme
T=a+ib avec a et b des noméres
réels et on note £ 1'ensemble

des nombres complexs, Le mat
camplexe ne vient pas de la difficulié
de l'atilisation de ces nombres mais
fait référence aux deux composantes
a et b qui bes constituent.

Ainsi 3 =20 gst un nombre
ompless aved a=3 eth =1,
mais —2 es! aussi un nambre
ramplexs aver a=-2 et b=10.

On it par [ que tout nombre

riel et aussi un nombre complese,
Lenserble des nambres réels est
inclus dans U'ensemble des nambres
camplexas. On dit aussi gue fes
nambres compleses sont une
extensian naturelle des nembres
réels,

LE vOCABLLAIRE

Siz=a+ibalors a est [a parie
réelle de g, oo nole a = Reizd el b est
la partie imaginaire de 7, on nate

b = Irnizy. On dil guee £ eslun
imagmaire pur 5i Re(sy = 0, Cest-d-
dire 51 7 est da [a forme ib et 7 est
un nombee réed si fmiz) =0 (et dans
cecas lar—a).

O nole T= 3 — ibuoi Tesl appdé le
canjugue de 7, Frendre le conjlegué
i'un nembre compless resient 4
changer le sipne da sa partia
imagmaire.

On a les propriétis suivanles ©

=

T+ =23 250 un nombrea réel ef

7 —7=2ib est un imaginaire pur.

|| = +la* + %) est appelé le

module de z.

O peul remarguer gque si 2 estun
réel (b =) alars 7] =va* = [a], dans
e cas ke module de z est égal i la
valeur absalue de o

Lus orimATIONS

Comme les nombres rées, les
narmbres ramplexes s"additionnent,
se soustraient, s2 multiplient el s2
disisent.
fppci=a+ibelf=a"+ibona:
r+r=(a+a) +ifb+ b
r—1'={a-a)+ib-b)
txI'={a+ib) (@ +ib)=

{aa" = bb% « ifab’ + a'h).

Pour chilenir oo résultal, on a
déwvelnppé le produit et on a tilisé
la propriété i «i=-1.

(n sapercoil en utilsant L tarmule
du produit que

peT= Frbr= i

Siremi:

HA= <0 @xD=E"=7] |1
=(aa"+ bb") / [+ b¥) + ifab’ — a'k)
/(a4 b)

O a gussi les relations suivanles
aver les modules ;

E=2]=k = 2]

[zi ] =] | et

2+l v |2

Cetie derniére relation s appele
linégalit triangulaire,

Avac ces regles de caloul ona

Représentation vectorielle
d'un nombre complexe

REPRESENTATIONS

L& REPRESENTATION CEOMETRIGUE
A taut nombre complexe z =2 + ib
o peut assacier dans un plan muni
d'un repére orthonoemal centré en
0 le point M de coordonnées s ; b).
| Com it s ce cas que 2 est affise
| de bl et que M est F'image de 7. Le
: rentre du repére O est donc l'image
| de 0. Un nombbre réel o a pour
| image le poant de axe des abscisses
| e coardannées (a , 0) tandis qu'un
| imaginaire pur i & son image

sur axe des ordonnées et ses
| coordonnées sont (0, B). On peut
parler abors de plan complexe, les
axes dis abscisses el des ordonvées
F0NT souvent appelés les axes des
régls et des imaginaires.

LA REFRESENTATION VECTORIELLE

D la meme maniére, on peut

alss assedier 3 7 e vecsur W ds
coordonnéss {a ; b). On s'apercoit
qu'on a I'égalité entre be module
de z et ba norme de son vecteur
associt, 1] = [W]| = V(o + b2
SiWest assncié 3 7 et W est associé
a7 alors W+ W est assodé 3

[z+ 77 el koW st assooé i ke
Légalité entre module el norme
permiet de migu comprendre
linésgalité triangulzire des nombres
compleses, |[W+ W] = [[W]+]|W")
donc fz+ 1] = [z] # |2

Si z et Faffice d'un point M ot O est
de centre du repére alors O est

1N verteur assndié 4 7.

D maniére plus générale si 1, et 15
sont les affies respects des ponts
At B, lors AB vsl gssocit i

T = Ty = T, €7 M = AL + OB
=08 -

Exemple d"application

Soenl £, B el C lrois poinls du plan

el 25, g, 7 leurs affiees respedtifs,

O cherche & déterminer bes

coordonnées du point M (d'affixe

23 baryentre de A, B, C. M wérifie

I pedation suivanle :

M = ME+MC=0

| En passant aux affives on obtient ;

| (2 =z + (2 — 2y} + (I — T =0,

| Clest-d-dire 1y = (1 +2g + L)/ 5

| et on brouve fackement bes
coordanmées du poinl M,

| Signalons au passage que M est ke
paint dintersection des médianes
du triangle ABC ainsi gue son cenlre

| dhe gravitd,

LES COORDONNEES CARTESIENNES
[ET POLAIRES

| Un pomt d'un plan peut #re repéne
| dhe différentes manitres. Lorsgu'on
| vent repéres m poant sur un plan

| 0w sur une carte, on danne ses

| coordonnées cantésiennes, c'est-3-

| dire son abscisse et son ordonnée.
| Prenons par exermple, ke point M

i de conrdonnées (a, b - sur le plan
| die Paris, I'Opéra Gamier a pour

| coprdonnées {0, X). Mais on peut

| aussi repérer be paint M en donnant
| umiguernent [ distance OM (=) of
[ l'angle arienté B entre les demi-

Les coordonnées cartesiennes et polaires
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droites [0 et [OR). Ces deus
renseignements sur Femplacement
du point M son les coordonnées
potaires, [lans ce nauveau systEme, M a
proar conrdonnées (r, ). Far aralogia,
on peut sitwer I'Opara Gamier en disant
qu'elle se situe i 2 km aw nord-cst de la
o Tour Fiffel. Ainsi, dans les coordonnies
pedaires, la premidre camprsante
droane la distance a 'origine, guant 3 la
. dewseme elle indique la directan.
- On remargue que Fon doit avor = 0.
0 a les relatiors suivantes entre ces
deus types de coordannées ;
d=roosH
b=rsinf
ol irversement ©
r=via*+ b
sb=a/rsinb=h/r

| LA WOTATION EXPONERTIELLE
\ Leorherd Euler (17707 783} Fail partie
des mathématicens les plus prolifigues
| de Ihiskaire des mathémarigues,
| Ce mathématicien suisse a rédigé pras
o 900 Ieres et arlicles. On lui doit
enitre aulres les rotations f(x) pour
les fanctions, & pour 13 bage des
Iegarithmes naturels, | pour 1 racine
de —1 et x. Cest lui qui découvre |2
refation < e ™ = cos 8+ isin B, Cette
relation s'appeli [ Tormube d'Euler.
Sian .’q)pl'l.qu? celle foemule 30 =m0,
oA troave e "7+ 1 =0 Cette farmule
st sauvent sumommeée ka plus belle
tormule maibématique car alle allbe
astuieusement les nombres 0, 1, g,
el
Litilisors désarmats les relations entre
les coordonnées cartésiennes et les
courdonnéss polaires. Dans ces deux
syslimes, le point M 4'affe 2 a pour
conrdonnéss (a, by oo {r, 00,
=ib=rcos i+ ir sin il =
T {cas A + i sin B,
Dol z=re®.
O peeul remarguer gque
[e¥] =vices® D sty = 1.
Il en découle que : |7 = « [&"| =r.
La notation expanertiells (appelée
auss forme podaire) 2 avantege de

naus donner facilement le module
d'un nombre comphexe. B est appelé
I'argument de z et on note 0 = argiz),
La foeme polzire permet aussi de
simplifier la multiplication et la
divsion :

Txt=irxr ]L“" +

rlr=ir e =2l en découle
e arg (7' f 7) = argr’) — arg(7).
Sivet v sont les images de zet 1’
alors Fangle entre ces deux vecteurs
vaud 8 - 8, arg(v, v ) =

argl{ s’ fe)=0"=0,

T=rioos 0 —isin ) =

ricas [-8] = i sin[-8T) = re™. Pour
I'addition et la soustractan, la forme
a + ib convienl miewx landis que pour
la rultiplicatian et la division, c'est

la formne re® qui est plus pratique.

dornent de bons résultats.

: LA FORMULE DE MOIVRE
NOUS Fvars Vil que cos [+ SII'I EI E“u
la formule de Moivre sobtient en
élevant cette égalité a la pussance n
(o5 6 + | sn 6" = (o) = g~
s all + i sin nl, Cedle fonmbe
permet entre aatres d'exprimer cos kx
en fonction de cos « lorsgue k estun
entier ef trouver bes coeffidents des

polyndmes de Tchebychey {1821-1894).

Exemrple ; avec k=4,

Be (cos 40 + i 5in ) =

Re {{ros & + i sin §)Y)

o5 4 = 05 *F - B oos® BEn’ B +
sin*f =8 cos*A - BoostA 4

O & ulilisé: pour la demiére itape
I'égalité cas® i + sin® (=1,

La MIALTIFLICATION FAR B

Quant 3 la conjugaisan, les dews foomes |

Soit M un poirt du plan centré en

O dalfixe & el M be poinl &allae
=1xe”

Ona: m 7= [rlle®] = 1] = OM,
et arg (OR, M} = arg{ 22 ) = arp(e™}
= . Donc M’ est limage de M par la
rattion de centre O e d'angle x.
Faemple : aver 7=a +ib et 1 =my2
{ceci correspand A une rofation de

9 ") e = idonc =z xi=—b+ia

Lun des nombreux avantages de la
manipulaton des nombres complexes
st e fien fries Torl qui existe entre cos
nombees et la géométrie du plan,

Mows allans étudier les transformations
usuelles du plan et montrer comment
traduire ces opérabons géomeétngues
aver bes nombees complexes, Par [z
susle [e point B sera Vimage du poinl A
par b transformation étudide, 0 sera le
centre de la transformation si cela est
nécessaire et zg, Iy, I seront les afives
die ces lrois points.

LA ROTATION D'ANGLE X ET DE CENTRE L2

On doit avair €2 = OB &t

| arg (528, E1B) = . Ce qui s'erit avec
| es complexes |25 - 2] = [z, - 2] et
argliy = Iy, Iy~ Eg) =X,

500l Ty — T = {2y — Tyl &%,

[0l T = Ty + [Ty — T €,

LA TRANSLATION DE VECTEUR B
0 ba refaion - AB =1 dunc
-1 =1

On obtient - 7 = 7047 2.

LHoMOTHETIE DE CENTRE L2
FT DE RAPPORT K

i Comme 220 = kA, alors
=75 =kiTy— 1)

Done 75 =2 + KiZy — 7).

Lus symiTRRs B'ARE

Par rappart 4 Iaxe des sheisses
n=10

Par rapport a I'axe des ordanmées ;
g=-1

QUELDUES PROPRIETES SUR C

L E5T UN CORFS COMMUTATIE

[T, #, =) sl un corps, Ced dod se

lire - I'ersemble des compleses muni
e 'addition et la mudtiplication est

un corps. Un ensemble st un corps 571

possede bes propétes suivanbes : il est
stable par addition et muitiplication
(e revient & dire que |a somme ou ke
praduit de dews nombres romplesss est
encare un nomibre complexa), tout
elément posséde un opposé et 5"l est
e ml, un irmeerse (celle propriche

st simple & mantres, avec

r=re ! —7=re i+ got lappasd
dazetz- =1t e~ est linverse de z).
D plus, T est un corps commudatt
Cest-adire que 2 = 2= 2" = £ On peut
remarguer que £ n'esl pas crdonne
contrairement & K. 5 on prend deus
Eléments aethdans Ko asoita< b
soit b « a. Dans T cela na p'as de sens.

C EST ALGERRIGUEMENT £LOS

On appels pelyndme toute fandtion de
I forme ;

i) =aar +a, = BN+
Les fa) sont les coeffidents de .

5i 2y = 0 alors le polynime esl de
depré n, % estune racing du palynéme
F5i P{x) =0, Lune des propristés
fondamentales de 'ensemble C st
ou'il est alpébriquement clos, ce qui

% i T

. signife quun pabynéme: de degrén a

coefflicients dans T possixe n radnes
(pas forcément différentes), Comme an
alk o O, dars un polyndme de degré
n a coefficients dans X posséde n
racnes dans . Cetbe assertion est plus
cannue seus b noen de théaréme de
Gauss-d"Alembert, Ce théaréme ful

g 'abord

8 Enonce par
d'Afembert
(71T 17835)

{ puis

| démontré
par Gauss.
Exemple :
f-i=ila
quatre selu-
tiare dans
=1, 1, =i, i). Mous avons mentanng
précédemment les polyndmes de
Tehebyches, il 3%zl d'une suile de
podyndme (1.0 quivérifie la proprige
suivante ; T (ons () =

La multiplication par e®

Cas général pour 7' =z x e™

M
.
M
z
|
; Exemple d'aplication bl /x 7
| avecx=m/2
I" F . I }
a 0 a
b e i
a0 °
=b 0 a ’

cos nfl. D'aprés ce qui précéde or a

Taf =ant = 8 v 1.

LES POLYKOMES DE DEGRE 2
Grilce aux nambres camplexes naows
avons des solutions explicites pour las
racines d'un palynéme de depré 2 -
st b+ =0,
0n pose A =h'—
| =5 A= 0 Bquation a pour solutions
(=b—viAN/ 2aet{-b=viA) /22,
=5l & =0, le palyrdme admel une
racing double — b/ 2a,
= 5i A2 0 "équation a pour solutions
(= b=iiAl f2aet{- b+ A}/ 2a.
O remangue gue s a, bet c
san des rambres réels alors les
racings soab conjugiéss,
Powr les palynidmes de degré 3 Cardan
il trouve les formules pour obdenic
les racines mas cles soal plus
compliguées que pear les polendmes
du second dagré.

LES APPLICATIONS

Mous avens vi a quel paint les
ramplexes &tzient itiles en géomérie
mais il y a encore de nombrewe
damaines scientifigues oo I'on s'en sert
continuellement. Dis quis cherchent
masdéliser une ande, ks scientifiques
irilisent les complexes. 125 andes

sont étudiées en acoustique (les
wibrations d'une corde), en mecanique

des Muides, en résslance des
malériauz, en éleclromagnétisme

{1 lumigre, le courant), #n mécanique
quardique. .. 'ande est souvent
mirdélis2e par une fonclion de la forme
Bix, )= AeE e w oy et | position,
Lt ke bemps, k el w sont les
pulsations spatiale et temporelle &1 A
et I'amplitude. Fn fiant par exernple x,
an remarque que Reddd, ) es

une fonction sinuscidzle du temps.
Pour Féude de systemes dynamiques,
et momibres complens nous

I aident a déterminer la stabdite au

(¥ Vinstahilité des frajectaires.

| Gn '_Jeuh apercevoir que la fandion

| ,0x) = 0% = pos ke + i s ko est 20 K
peradique |, (x v 2 /&) = fix

Sion a une foncion [ perdodigue
siffisarament réguliére, en peut

alors 'écrire comme une samme des
1, affectées de coeficients [cette
apiratian s'appelle la transhormee

de Fourier). Les f, sond des fonclions
faciles & étudier, réborine f sous cetle
freme permet de pouveis simplifier
son analyse. |l existe des types de
trarstarmeéss similaires, utilisées
prinapalerrent en traiterment du signal
nedamement paur 2 compressicn
dlimages A algarithmes tel que le IPEG,

LEs FRACTALES

Les Fradales sont des figures
geermélrigues qui onl la particulante
d'avoir des matils qui se répient &
I'irtfimi lnrsqu'an Eait un zoom sur elles,
On trauve des exemples de fractales

dans la nature
f& w4 conmme les
'-r
.

chau-feurs

0 de meige.
b Grice aux
rarmbires
complexes,
on et Aussi
fabriquer

o
&&-%

ok fractales,

Meus prisentors ic deus lypes de
fractales connus, I'srsemble de
Mancalbrat et 'ersernble de Julia. On
se place dans le plan comiplexe et an
el e suite 2, 4 =27 v o
LUersemble de Mardelbrol se construil
airsi :un point M du plan d%atfice 7 sera
bBlanc sila suite {zp) définit par zp =0 et
2= cdiverge (im [ __,w [27g| = 4] il
sera rair dans ke cas vontraire,
Uensemble de lulia est legerement
ditférant, on choisit un nombre
ramplexa ¢ puis on prend 2, =2 &1 on
Shudie ensuite le compartement de z,,.
D peul aussi chibenir des ligures
ancore plus belles siea y ajoate de 2
coulkewr en forction de l2 vitesse de
OnErgenCe oes points.

Lezs momibres complexes plaisent

A seientifiques car ils formeand un
ensemble contenant B dans lequel on
peut utiliser les opératicns élémentaires
| additzon, muliplication. _.

| Lewr struchure perrned d'une parl de

| mnanier deirs nombres rézls A la fois
et d'autre part de donner une
signification géamétrique 3 certaines
opérations fune multiphcatizn par

un rgmbre complee de module

un est uns rotation). Cette smplicité
d'utilisation et les nombrawe résultats
qu'nn obdient avec el ensembie

de nombres ant fail des nombrs
compleses un cutil indispensakle
dans des disciplines sdentifiques
diversas et varides,

ol les focoms |
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