Nombres complexes

7.1 Historique

En géométrie, les nombres réels suffisent. Ils permettent en effet de décrire la mesure (signée) de
toute longueur. En analyse, des équations, méme simples, n’ont pas.de solution dans I'ensemble R des
nombres réels. Par exemple, 'équation z2 + 1 = 0 n’a pas de solution réelle car aucun z € R n’est tel
que 22 = -1!

Contrairement & Viéte, notamment, qui évite d’utiliser les nombres conduisant & des calculs infaisables,
les algébristes italiens du XVIéme, dont Cardan (connu pour sa formule de résolution des équations
du 3%™¢ degré), introduisirent des symboles formels pour représenter l'extraction « impossible » de la
racine-carrée d'un nombre négatif. Ils décrivent en détail comment manipuler ces nouveaux « nombres
», appelés alors nombres impossibles.

Au début, la considération de ces nombres impossibles se voulait surtout un astucieux moyen de résoudre
toute équation du deuxiéme degré. En 1550, en approfondissant la formule de Cardan, Bombelli (1020-
1573), découvre que ces nombres interviennent également dans la résolution des équations du Jome
degré. Il les traita comme des nombres réels et fut le premier & formuler des régles de caleul.

C’est vers 1750 que le Suisse Euler introduit la notation i = v—1 et établit d’innombrables formules
relatives aux fonctions élémentaires d’une variable complexe. Il établit un lien avec la trigonométrie.
Plus tard, Gauss (1777-1855), & la suite d’autres mathématiciens, donne une interprétation géométrique
. & ces nombres. C'est lui qui, plus tard, a introduit la terminologie de nombre complexe pour désigner
ces nombres imaginaires, et il montra que tout nombre complexe z peut s'écrire sous la forme z = a+1b,
avec a, b € R.

L'utilisation de ces nombres, d’abord difficilement acceptés par la communauté mathématique, a permis
de résoudre des types d’équations dont la recherche de solutions n’était méme pas envisageable a
I’époque.L’étude des nombres complexes, nous le constaterons rapidement, se trouve & la croisée de
’algébre et de la géométrie.

7.2 Définitions et représentation dans le plan de Gauss

On désigne par i, comme imaginaire, le nombre qui satisfait i2 = —1. On appelle nombres
complexes les expressions de la forme z = a + b - 4, avec a,b € R. Cette expression est
nommée forme algébrique. a est sa partie réelle, notée a = Re(z), alors que b cst sa
partie imaginaire, notée b = Im(z).
~ Deux nombres complexes sont les mémes si leurs parties réelles sont les mémes et si leurs
parties imaginaires sont les mémes. Un nombre complexe dont. la partie réelle est nulle est
~ appelé imaginaire pur. Il est de la forme 2 =i - b.
On note Z le nombre conjugué complexe de 2. Par définition, Z = a — b- i. Le conjugué de
z ne différe donc de 2z que par le signe de sa partie imaginaire. L’ensemble des complexes est
noté C. Il contient les nombres réels (b = 0).

3
Géométrique, on représente un nombre complexe dans un plan & deux |axe imaginaire

dimensions qu’on appelle plan de Gauss ou plan complexe. Tout P(z;y)
nombre complexe z = z + yi peut étre représenté par un point P (z;y) o

dans ce plan. L’axe horizontal s’appelle axe réel et I'axe vertical est |z|‘.-"'

nommé axe imaginaire. L’angle décrit par 'axe réel et le vecteur

(ﬁ; s’appelle argument du nombre z et il se note arg(z). Notons que *a = arg(z) axe réel
Pargument d’un nombre complexe est unique modulo 360° ou 27. La
distance de l'origine au point P s’appelle module du nombre complexe -
z et on le note |z|. Il s’agit de la norme du vecteur OP. Ainsi le point
P représentant le nombre complexe z = z +yi peut étre décrit par ses P(z; —y)

coordonnées cartésiennes : (Re(z);Im(z)) = (z;y) ou i

coordonnées polaires : |z| et arg(z) (*forme module-argument”)
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» Remarque : Si z = z + yi, alors 22 = 2% — y? + 2zyi et |2| = /22 + y2. Le module de 22 est

|22 = V(2% — y%)? + (2zy)?

= V! - 2z%? + yf + 42%y? |

= vzt + 2z%y? +
=2 +y? = |2’

et donc
[ = 1=

7.3 Opérations sur les nombres complexes

L’addition, la soustraction et la multiplication de nombres complexes s’effectuent en respect,ar'at, les
propriétés d’associativité, de commutativité et la distributivité en plus du résultat i2 = —1. Nous nous
proposons ici de définir les opérations de base entre deux nombres complexes. Lorsque nous restreignons
les définitions & un nombre complexe z = a, nous devons retrouver les définitions que 1’on connait dans

R. ‘
Addition : zZi=a1+bii et 2 =ag+ bt

z1 + 22 = (a1 + byi) + (a2 + boi) = a1 + 62 + i(by + by)

Lorsque z) = a) et 29 = as, on retrouve ’addition dans R

21+ 2z2=a;+az

Soustraction : z1=a;1+bii et zp=as+ by

z) ~ 23 = (@1 + i) ~ (a2 + bot) = a; — az + (b; — by)
Lorsque 2; = a; et 22 = ag, on retrouve la soustraction dans R
21 —22=0Q1 — Q2

Multiplication : 23 =a;+bi et 22 =ag+ boi

21 - 23 = (a1 + byd) - (a2 + b2i) = @yap — byby + ia1b; + azhy)
Lorsque 23 = a; et 22 = ag, on retrouve la multiplication dans R
2122 =4Qa -as

Conjugué : z=a+bh et Z=a—-b
z-Z=(a+bi)-(a—b)=a®+ b
Lorsque z=a=zonaz-z=a’

Division : z1=a1+bii et 2=as+b

Pidée ici est de multiplier 2 par 2 afin d’éliminer la partie imaginaire au
dénominateur.

21 _ar+iby a1 +ib ap—iby  araz +biby +i(—a1b; + axhy)

23 ay+iby ag+iby ap—ibp : al + b2

A =ra1ag+blbz+i.—a1!_>z+a2_bj ; ' el

3+% ' 4+8

Lorsque 23 = a; et 22 = az, on retrouve la division dans R
F4 _ a_; .
22 as

247 _ 247 -3—4i —6-8—-21i+28 22 29

E le : = s = -
e EaREID G e —3+4i —3-4 9+ 16 25 25




7.4 Formes trigonométrique et algébrique

Le nombre complexe z = a + ib a 'argument ¢ et le module |z| = r. Nous pouvons alors exprimer
un nombre complexe z & ’aide de a,b et de ¢ et 7, et réciproquement. Il s’agit en fait de passer de la
forme algébrique (coordonnées cartésiennes) a la forme trigonométrique (coordonnées polaires). Voici
les formules de conversion :

: = = 2 — -z
{a:rcos(qo) = nElel = vl o VES

b = rsin(yp) ¢ = tan™! (g) ,a#0 (év. + 180°)

On appelle forme trigonométrique du nombre complexe z = a + bi I’expression :

notation

z = rcos(p) + i - rsin(¢p) = r(cos(p) + i-sin((p)) rcis(p)

7.4.1 Interprétation géométrique de la multiplication

La forme trigonométrique nous permet de donner une interprétation géométrique de la multiplication
de deux nombres complexes.

~ Multiplication de deux nombres complexes
Si { 31 =a;+bhi=ricis(p)

alors 2z zg--r cls +
22—02+b21—1'201$(¢p2) b 1 rﬂ (o1 +¢2)

Preuve :

z1 - 22=1 (cos (1) + isin (1)) - 72 (cos (2) + isin (p2))
= ryrz (cos (1) + isin (1)) - (cos (p2) + isin (p2))
= rirz (cos (1) cos (p2) + i cos (1) sin (p2) + isin (1) cos (p2) — sin (1) sin (2))
= 112 [(cos (1) cos (p2) — sin (1) sin (2)) + i (cos (1) sin (p2) + sin (1) cos (2))]
= 172 (cos (1 + w2) + isin (p1 + ¥2))
= 1172 - cis (1 + ¢2)

Pour multiplier deux nombres complexes entre eux, il suffit de
multiplier leurs modules et additionner leurs arguments.

» Exemple: z=i=1-cis(})>22=i-i=1-cis(] ) +1-cis (3) = 1(cos () + isin (7)) =
De maniére générale, d’aprés ce que 'on vient de déoouvnr, on a

= (r-cis(p))? = (r-cis () - (- cis(9)) = r - cis (¢ + ) = r? - cis (2p)
= (r-cis(p))® = (r-cis(p)) - (r-cis(p)) - (r -cis (p)) = 13- cis (p + p + p) = ° - cis (3p)
= (r-cis())" = (r-cis(p)) - ...- (r-cis(p)) =r"-cis(p + ... + @) =1"-cis(nyp)

—

n fois

On en dédmt la formule de Moivre (1707)
‘ - (cos () +isin(y))" = cos (mP) +isin (np)




7.4.2 Interprétation géométrique de la division

La forme trigonométrique nous permet de donner une interprétation géométrique de la division de deux
nombres complexes.

Division de deux nombres complexes
21 TN

= b
T B e 1e = ricis (1) alors = = — -cis(p1 — p2)
29 = ag + bot = rocis (cpg) z2 T2

Preuve :
L = ridis(p) s = i (cos (1) +dsin (ga) - (oos (pa) + isin (v2)
., 1 cos (p2) —isin(p2) cos (—3) + isin (—¢2)
= ) o Ton) + e (pa)  oo8(ps) —Tainlen) cm(w ) s (pa) + st ()

i
= Leis (1) - cis(—p2) = Leis (¢1 —2)
T2 r2

Pour diviser deux nombres complexes entre eux, il suffit de diviser
' leurs modules et soustraire leurs arguments.

» Exemple : 1 = J—:j:f% CIS(O w1) = ms(—:pl)

7.5 Racines d’un nombre complexe

7.5.1 Racines carrées d’un nombre complexe

On se propose de trouver les racines carrées d’un nombre complexe z = a + bi, ¢’est-d-dire de résoudre
‘’équation w2 = z. La premiére remarque que nous pouvons faire, c’est que les solutions sont opposées.
En effet, w? = (—w)? = 2 Nous allons déterminer w deux maniéres différentes.

» Méthode 1 :

Ecrivons : w=z+yi
?-y’=a
Ona wWw=(z+yi)=2-y*+2zyi=a+bi = b
—— =~ 2zy =b >r=—
a b 2y
2
En substituant, on a (%) -y’ =a =4yt +4ay? -2 =0
Posons u = 32 4u? +4au—-02=0
. —4a:i:\/lﬁa!+16b§ —da+4vVa?+02 -axvaZ+b?
12 = = =
8 2
u=y?eR,u>0 W o L +
\/—a+\/ai+bi
y==% 5

2=t /aFP = dyfar EVETE_ fot VETHE



Il n’y a pas quatre solutions, mais deux! En effet, comme il faut que =

et y satisfassent 2zy = b, le produit de leurs signes doit étre identique

au signe de b. Si b > 0 alors les racines sont placées dans les quadrants

I et III (car parties réelle et imaginaire de méme signe). 8i b < 0 alors
- elles sont dans les quadrants II et IV.

» Exemple : Résoudre w? = 7 + 24i. Comme 24 > 0, on sait que sgn(z) = sgn(y)

z=4EB =44 y=t/F8 =43
Les solutions sont donc wy =4+ 3i et wp = —w) = —4 — 3i
» Meéthode 2 :
Ecrivons : : w =z + yi = ry,cis(p,)
z = r;cis (p2) i
On a w? = (rycis (@u))? = r2cis (20,) = r2cis (p2)
Donc Tw =Tz

vo=8+k-F=%+k-7m kel

» Exemple : Comme avant, on veut résoudre w? = 7 + 24i.

Ona 2 =T+24i = V3T + 7 -cis (tan (%))
z=25-cis (tan‘l (%‘3))
Donc . Tw = VvV25=5

po= B g o [ P T2t (%) ~0064
% Puy = 3 -tan™! (%‘-) +m~3.79

Ainsi wy =5cis (} -tan~1 (%))
=5 (oon (3t () i (3 ten (3)))
=5(0.8+1i0.6) = 4+ 3i
wp = 5cis (§ - tan™! (%) +7)
=5 (cos (4 -tan~! (%) + ) +isin (} - tan~? (%) + 7))
=5(—0.8—i0.6) = —4 — 3i |

7.5.2 Racines n** d’un nombre complexe

En s'inspirant de cette derniére méthode, nous pouvons maintenant résoudre ’équation w™ = z.

Ecrivons : w =T+ yi = r,cis (Yu)

z = rcis (p;)
On a w™ = (rycis (pu))" = ricis (ng,,) = rcis (p;)
Donc Tw = {7z

‘Pw=%+k'2%, keZ



Les solutions de cette équation sont les suivantes :
wy = {rcis (£2)

Les solutions w;, wy, ---, wy, repré-
n 1< 2
wy = {/T:CIS (%" ¥ —n’l) sentent les sommets d’un polygone
régulier & n cotés inscrit dans un
. (n=1)2 cercle de centre O et de rayon T,.
ty = “TZCIS(!':T:‘F ﬂ“ ")

» Exemple : Résoudre w? = i.

wy = cis (§) = 0.92 + 0.38i

wo = Cis (% + ?f-) = Cis (%’-) ~ —(0.38 + 0.92:

w3 = cis (-g + %E) = cis (%’5) ~ —0.92 — 0.38i

wy = cis (§ + ) =cis (§) ~038-092i _\/
Les solutions w;, ws, -+, wy représentent les sommets d’un ok
carré inscrit dans le cercle trigonométrique.

7.6 Fonctions complexes et interprétations géométriques

Comme on le fait avec les nombres réels, on peut définir des fonctions complexes, c’est-a-dire des
fonctions de C dans C.

f:C — C
z=x+1iy +— f(z)=u+iv

» Remarque : Le domaine de la fonction peut étre un sous-ensemble de C.

Un nombre complexe étant associé & un point du plan de Gauss, une fonction complexe est une trans-
formation du plan de Gauss qui associe & tout point P(z;y) du plan son image P’(u;v). Dans le but de
donner une interprétation géométrique de la fonction complexe, nous commengons généralement par
en déterminer les points fixes (ou invariants) et par définir son noyau.

» Définitions
a. Un point fixe de la fonction f est un nombre z tel que f(z) = z. Autrement dit, un point fixe
de f est un zéro de f(z) — z.

b. Le noyau de la fonction est composé de ’ensemble des zéros de f, donc des solutions de f(z) = 0.
On écrit : z € Ker(f) & f(z)=0.

» Exemples :
a. Conjugaison complexe. Considérons tout d’abord la fonction "conjugaison complexe" :
f:C—C
z2— f(2)=%

Interprétation géométrique : Symétrie d’axe réel
Point(s) fixe(s) : z =z, z € R (axe réel, donc y = 0)
Noyau : z = 0 (l'origine)

b. Opposé d’un nombre complexe. Considérons la fonction "multiplication par —1" :

f:C—C
zr— f(2) = -2z



Interprétation géométrique : Symétrie autour de l'origine
Point(s) fixe(s) : z = 0 (origine)
Noyau : z = 0 (origine)

Addition / Soustraction d’un nombre complexe. Etant donné w = a + b, nous considérons
la fonction "addition du nombre complexe w" :

{I:C——)C

.z-—>f(z).=z+w

Interprétation géométrique : Translation de vecteur W = (§), qu'on note (&)
Point(s) fixe(s) : Aucun
Noyau : z2=-w

Multiplication par un nombre complexe. Etant donné w = a + ib = rcis(y,,), nous consi-
dérons la fonction 'multipliction par w" :

{f:C—)C

22— f(z2)=2z-w

Avec la forme trigonométrique : f(z) = rcis(y) - rwcis(pw) = 7y - cis(@ + @u)
Cette fonction f peut étre vue comme une composition :

P(z;y) = (r;9) —— P'(r;0 + ¢u) P'(r-rw;@ + ¢uw)

A
rotation homothétie

Interprétation géométrique : Rotation d’angle ¢’ autour de l'origine puis homothétie de
centre origine et de rapport r'.

Point(s) fixe(s) : z =0 (origine)

Noyau : z = 0 (origine)

. Inversion par rapport au cercle trigonométrique. Considérons encore la fonction :
{ f:C*—C
) 1
—3 = =
2 f() =

Comme % = },cis(cp), on peut écrire f sous la forme : f(z) = lcis(p). Cette fonction est étudiée

en exercice.

. Transformation affine. Considérons la fonction suivante :

f:C—C _
z2+— f(z) =az+b, ac C\{1},beC

Interprétation géométrique : Rotation d’angle arg(a) autour de 2, puis
homothétie de centre zy de rapport |a|.

Point(s)ﬂxe(s): z=az+b=}z(1——a)=b:z=zu=%
La fonction peut alors étre réécrite : f(2) = a(z — 2) + 2.
Vérification :

a(z—2)+2 =az—-az+2
= az+2(l—a) = az+ 1 (1—-a)
=az+b
De plus on vérifie facilement que zp est point fixe :
f(z0) = a(20 — 20) + 20 = 20



7.7 Théoreme fondamental de ’algébre

Nous allons ici nous intéresser aux racines d’un polynéme de degré n. Démontrons d'abord 3 petits
résultats préalablement.

a. 71+ =71+7% b. Zi23=7%]-%3 el (ﬂ)zg
; : 22

Preuve :

a. 21+22 = (1:1 + ylz’) + (3:2 + yzi) = (1‘1 + xz] +1 (y1 + yz)
=@ +z2)-i(n+y) =@ —in)+(z2-tp)=Z1+%

b. Iz =(o1+mi)- (22 +y2i) = 1Tz + Tyt + Tani — Y1y

=T1T2 — N1Y2 — T1Yel — Tagnt = (T — i) - (T2 — i) =71 25

c (ﬂ) = (’lﬂ“") = (mﬂui Ez:n_) (zlzz-z:giﬂzmiﬂpu
' 22 T2+y2i z2tyat  r2—yat ::,-i- 2

z!z§+g1ﬂ :rg ;—xl ) z!::z+ga;g -

( z3+y3 e 3ty z3ty;

= z|zg+mm—;w§m+w|m — izt Tt _F oz _ I
z3+ys Za-yai T2+t T T3 22 %

Considérons maintenant un polynéme p(z) & coefficients réels suivant :

p(2) =anz" +an12" + ... + @12+ ag aveca; € Ret z€ C

_Alors si % est une racine de p(z) c’est-a-dire p (za) 0 alors le con;uguée zg ut
~ aussi une racine de p(z), ¢ ‘est-hr-du'e p(Z) =0 ‘ -.

Preuve :

On sait que
P(20) = @n2j + @n-123 ' + .. + @120 +ap =0

On peut alors écrire

plw) =anz} +an120 ' +..+a120+a0=0=0
A l'aide des résultats préalables, on peut écrire '

Comme a; € R, et donc a; =@;, on a

P (20) =ﬂn§+%—1zﬁ'_1+---+dlﬁ+ﬂo=0

Comme 2" =z ... -z=%z",0na
n fois

P(20) = %" + 1% '+ ..+ a1 +ap =0

et donc R
p(z0) =p(%) =



» Rappel : Les polynomes a coefficients et variable réels p(z) = anz™ + ... + a1 + ap peuvent se
factoriser & 1'aide de polyndmes irréductibles, c’est-a-dire de degré 1 et/ou de degré 2 (lorsque dans
la factorisation on obtient un discriminant négatif). Considérons maintenant des polynémes a variable
complexe et & coefficients complexes

p(2) = anz" +an_12""' + ... + a1z + ap avec a;,z € C

» Définition a est une racine de multiplicité k du polynémc p si k est la plus grande puissance de
(z — @) qui peut diviser p(z). Ainsi on a p(z) = (z — a)* - g(z). Une racine de multiplicité 1 est nommée
racine simple.

Théoréme fondamental de ’algébre (Gauss, 1799)

Tout polyndme p de degré n posséde n racines complexes comptées avec multipli-
cité. Ceci signifie que p(z) = apz™ + @n—12""! + ... + @12 + ag peut se factoriser &
'aide de mondmes : '

0 p(2) = an(z — 21)(z = 2)-(z — 2n)

ot les racines z ne sont pas nécessairement différentes.

» Exemples :

a. p(z)=2-1=(22+1)(22-1) =(z—i)(z +i)(z — 1)(z + 1) est de degré 4 et posséde 4 zéros

distincts : 2y =4, 29 =—1,23=1¢et 24 = —1.

b. p(z) = 2% + 623 + 1322 + 242 + 36 est aussi de degré 4 et posséde 3 zéros distincts : 2; = =3,
29 = 2i, 23 = —21.
Comme la multiplicité de z; = —3 est 2, le nombre de racines comptées avec multiplicité est bien

4, comme 'affirme le théoréme. La forme factorisée est p(z) = (2 + 3)%*(z — 2i)(z + 2i).
Conséquences :
a. Tous les polynémes de degré n peuvent étre écrits comme produit de polyndme de degré 1

b. Le noyau d’une fonction polynomiale f(2) de degré n, contient n éléments comptés avec leurs
multiplicités,
Pour déterminer les points fixes, nous devons résoudre I'équation f(z) = z, soit f(z) —z = 0.
Désignons par m le degré du polynéme f(z) — z. Alors la fonction f posséde m points fixes
(comptés avec multiplicité).

7.8 Etude d’une fonction complexe

Soit la fonction complexe :

f:C — C
z=z+iy — f(z) =w=u(z,y) +iv(z,y) =u+iv

Pour I’étudier, on détermine tout d’abord son domaine, ses points fixes et son noyau. Gréce au(x)
point(s) fixe(s) I'interprétation géométrique associée peut souvent étre devinée. Pour déterminer I'image
d’une figure ou d’une courbe par la fonction f, il nous faut déterminer I’équation qui lie u et v, et
reconnaitre des droites, cercles, paraboles... :



» Exemples :

a. Quelle est I'image de la droite 2z + y = 0 par la fonction f(z) = 22
Ona
+ 12 . ;
f(Z) (z+iy)" = 2" -y +2zy3
u v
Un point z de la droite 2z + y = 0 est de la forme z = z + (—22)i, puisque y = —2z.

Son image est
f(z) = 2® — (—2x)% + 2z(-2z)i = 5z° + (—4z?)i
N ———
& v

L'équation qui lieu et vest ¥ = %4 = —du=5v = 50+4u—00uv——3u

Il s’agit, chaque fois que c’est possible, d’exprimer v comme une fonction de u. En conclusion,
I'image de la droite 2z + y = 0 par la fonction f est la droite d’équation y = —3z.

b. Quelle est la préimage du cercle centré en 'origine et de rayon 2, par la fonction f(z) = 22?7

L’image étant donnée, le lien entre u et v est connu : u? 4+ v = 4. Nous devons déterminer
I’équation qui lie z et y. De I'exemple précédent nous savons que f(z) = 2% — y® + 2zy .
——
. . u v
En remplagant u et v dans u? + v2 = 4, nous obtenons :

(z* - 4°)* + (2zy)°

2t — 222y? + yt + 4222
x4 4+ 2222 4+ 4

(=* +y%)?

2+ = 2

Il
C NS

Comme z? + y? n’est jamais négatif, 'équation de la préimage est z2 + y? = 2. Il s'agit du cercle
centré en |origine, de rayon /2.
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