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Chapitre 2

Preuves par récurrence

2.1 Principe de la récurrence

Lorsqu’on cherche & démontrer qu’une propriété P(n) est vraie pour tous les nombres
naturels n > ng (oit ny € N), on peut souvent faire une preuve par récurrence :

Une telle démonstration se déroule en deux étapes :

1. Ancrage 2. Pas de récurrence

2.1.1 Le schéma de récurrence le plus courant

Voici le schéma le plus courant d’une preuve par ré-
currence :
1. Ancrage :
On montre que la propriété P(ng) est vraic.

2. Pas de récurrence :
On suppose que la propriété P(n) est vraic et on
utilise cette hypothése pour montrer que P(n+1)
est encore vraie.

Exemple

Montrons la formule suivante

d n(n+1)(2n +1
Zk2 = n(n+1)@2n +1) pour tout n € N\ {0} (oun > 1)
k=1

6

1. Ancrage :
Montrons que la formule est vraie pour n = 1.

On a

‘ 1(1+1
Zk:Z:l ct (+é(2+1):1§3=1

k=1

Les deux termes de la formule pour n = 1 sont bien égaux (ils valent les deux 1).
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2. Pas de récurrence (PR) :

On suppose que la formule est vraie pour n (c’est 'hypothése de récurrence HR) et
on montre qu’elle est encore vraie pour n + 1.

n+1

. e +1)(2n+1) (n+1)(n+2)(2n + 3)
A montrer : 3 k2= 0 k2 =
montrer E e Z 6
n41 ;
D(2n+1 :
S - sy B ey
k=1

n+1)(2n+1) N 6(n+1)>  (n+1)(n(2n+1) +6(n+1))
6 6 6

(n+1)(2n*+n+6n+6) (n+1)(2n°+7n+6)
6 B 6

(m+1)((n+2)(2n+3)) (n+1)(n+2)(2n+3)
6 N 6 ]

En conclusion, 'ancrage vérifie la formule pour n = 1.

Le pas de récurrence permet de dire que, puisque la formule est vraie pour n = 1, elle
est encore vraie pour n = 2; du coup, puisque la formule est vraie pour n = 2, elle est
encore vraic pour n = 3; par conséquent, puisque la formule est vraie pour n = 3, elle
est encore vraie pour n =4, cte. ..

C’est ainsi que 'on démontre que la formule est vraic pour tout n > 1!

Schéma explicatif : Représentons la technique de récurrence appliquée a l'aide d’un
schéma explicatif. On entoure 'ancrage ct on représente comment le pas de récurrence
est utilisé par une fléche.

PR PR P PR PR PR PR PR PR
‘ SN TN TN TN TN TN TN TN T

CEN I . AR . B

+ cn

I 1 T P

Le schéma nous permet de visualiser la récurrence et de bien vérifier que tout va bien !

2.1.2 Autres schémas de récurrence

11 existe d’autres schémas de récurrence comme par exemple la récurrence a double an-
crage ct la récurrence forte. Ces schémas seront découverts en exercices !



