Chapitre 1

Les principes de base de la logique

En mathématique, une erpression bien formée ou proposition est une expression qui a
du sens et qui peut etre vraie on fansse.

1.1. Le principe de non-contradiction

La logique (et done les mathématiques) est basée sur le principe de non-contradiction.
C'e principe dit quune expression bien formeée ne peut pas etre vraie et fausse a la fois,

1.2. Le principe du tiers exclu

Le principe du tiers exclu stipule que si une expression bien formée n'est pas vraie, alors
elle est fansse (on que si elle n'est pas fausse. alors elle est vraie).

(e principe est vrai pour la plupart des expressions hien formées, bien qu’il v ait des
expressions qui ne verifient pas le principe du tiers exclu (voir 'énigme du cyvelope ci-
dessous). Ces expressions trés particulieres se prononcent, en genéral., sur leur propre
valeur de vérité. Dans la suite du cours, on admettra que nos propositions vont satisfaire
ce principe.

L’énigme du cyclope

Vous voila enfermé dans une caverne en compagnie d'un cyclope qui veut votre mort.
Il vous donne néanmoins un choix : soit vous dites une proposition vraie et vous serez
bouilli ; soit vous dites une proposition fausse et vous serez roti.
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1.3.

Les implications

Lorsqu’on a deux expressions bien formées P et (2, on éerit

pour dire que 'expression P implique 'expression (). Dans ce cas, P est 1'hypothése et
() est la conclusion.

Il ¥ a ditférentes facons de lire P = (). On peut dire :

51 P, alors ) 51 la proposition P est vraie, alors la proposition () est vraie

‘ () si P La proposition (Q est vraie si la proposition P est vraie

‘ F seulement si () | La proposition P est vraie seulement si la proposition ¢} est vraie

Lorsque Uexpression P n'implique pas 'expression ), on note P £ (). Cest le cas lorsque
() est faux quand P est vrai.

Remarques importantes

1.

2

En matheéematiques, on n'éerit jamais d'expressions bien formées fausses (sauf si on
s'est trompé en toute bonne foi).

En mathématiques, lorsqu’on dit gqu'une proposition (ou implication) est vraie, cela
signifie qu'elle est TOUJOURS vraie (l'expression «l'exception qgui confirme la regles
n'a pas sa place en mathématiques). Ainsi une proposition (ou implication) est
fausse lorsquelle n'est pas toujours vraie.

Exemples d’implications

1.

Jean a gagné au loto = Jean a joue an loto.

Onlit: a) Le fait que Jean a gagné au loto implique le fait qu'il a joué au loto.
b) Si Jean a gagné an loto, alors il a joué an loto.
¢) Jean a joué au loto, s'il a gagné.
d) Jean a gagné au loto seulement sil a joué.

Cette implication est vraie, car on ne peut pas gagner sans jouer.

I =6 == x=3.

Cette implication est vraie. car si le double d'un nombre x vant 6. alors le nombre
x est égal a 3 (on divise chague coté de 'égalité par 2).

S1un enseignant vous dit ; «Les cancres s'assevent au fond de la classes, il pense
que :
Un eleve est un cancre == 1l s'assied au fond de la classe

Non seulement cela ne signifie pas qi’il v a des cancres dans la classe, mais surtout
cela ne signifie en aucun cas que tous les éléeves du fond de la classe sont des cancres.
Ainsi, l'enseignant n'a pas atfirmé que : «Ceux qui s'asseyent au fond de la classe
sont des cancress. D'aillenrs. meme cet enseignant sera d’accord de penser que :

Un éleve s'assied aun fond de la classe == (est un cancre



14. La réciproque d’une implication

La réciproque d'une implication P = (} est l'implication P <= @) (ou @ = P).
Lorsque la réciproque n'est pas vraie, on trace l'implication : P 4 @ (ou Q & P).

Exemples Regardons les réciproques des denx premiers exemples précédents.
1. Jean a gagné au loto <= Jean a joué au loto.

En effet, il y a au moins une personne qui joue au loto et qui ne gagne pas.

9. M —f S= g =3

En effet. si un nombre x vaut 3. alors son double vaut 6 (on multiplie chaque coté
de I'égalité par 2).

Moralité

La valeur de vérité de la réciproque d une implication est indépendante de celle de l'im-
plication.

En effet. la premiére implication de l'exemple est vraie. alors gue sa réciproque est fansse.
Tandis que la deuxiéme implication de U'exemple est vraie et que sa réciprogue est vraie.

1.5. Les équivalences

Lorsqu’on a deux expressions bien formées P et (Q telles que P = () et P <= (), on écrit :

P4+=Q

et on dit que la proposition P est équivalente a la proposition (J.

Lorsque la proposition P n'est pas équivalente a la propostion (), on note P ¢ (). Clest
le cas lorsque P 2 () ou P <= ().

Au lieu de dire que F est équivalent a €2, on peut aussi dire que

P s et seulement s1 ()

Exemples d’équivalence

1. Georges est le frére de Sophie si et seulement si Sophie est la sceur de Georges.
Il est évident que «Georges est le frére de Sophies et «Sophie est la sceur de
Georges» sont des propositions synonymes,

4. Jean a joue au loto <= Jean a gagné au loto.
En effet, 'implication ‘<" est fausse, done 'équivalence est fausse (malgré le fait
que ‘=" est vraie).

Ll L R R e

En effet. les denx implications <= et "= sont vraies,



1.6. Le contraire d’une expression bien formée

Si P est une proposition, alors sa propesition contraire est notée non P, =F ou ~P.,

Par exemple

5i P est la proposition «Il pleuts, alors non P est la proposition «Il ne pleut pass (et
non pas «Il fait beaus, car il peut aussi neiger, greler, ete.).

Remarques

1. Le principe de non-contradiction affirme que F et non P ne peuvent pas étre vrai
en meme temps. De meme, ils ne penvent pas etre faux en méme temps.

2. Le principe du tiers exclu permet d’affirmer que :
P ost yrai < non P est faux

P oest faux = non P est vrai

1.7. ia contraposée

Théoréme

La contraposée d'une implication [ est une implication qui a la méme valeur de verité
que l'implication 1.

P = ) = non ()= non P
o b e " [*}

implication f contrapoadée de Mimplication [

L'implication de droite, non () = non F, est la contrapesée de 'implication de gauche,
P = () et vice-versa.
Interprétations
1. Le sens ‘=" de (¥ ) signifie que
Si 'implication P = () est vraie. alors sa contraposée non ) = non P est vraie.
2. Le sens ‘<" de (9% ) signifie que
Si la contraposeée non ¢ = non P est vraie, alors Uimplication P =- () est vraie.
3. La contraposée du sens ‘=" de (¥ ) signifie que

Si la contraposée non () = non P est fausse. alors U'implication P = () est fansse.

4. La contraposée du sens "<" de (¥ ) signifie que

Si 'implication P = () est fausse, alors sa contraposée non () = non P est fausse.

Moralité

(uelque soit la valeur de verite d'une implication, sa contraposée a exactement la meme
valeur de vérité et inversement.



Exemples

1. La contraposée de 'implication

Jean a gagne au loto = Jean a joué au loto

st
Jean n'a pas joué au loto = Jean n'a pas gagne an loto

Comme la premiére implication est vraie, le théoréme athirme que la deuxieme
implication est aussi vraie.

2. La contraposée de la proposition

Jean a joué au loto == Jean a gagneé au loto

est
Jean n'a pas gagné au loto == Jean n'a pas joué au loto

Comme la premiére proposition est vraie (I'implication «Jean a joué au loto =
Jean a gagne au lotos est fansse), Ie théoreme affirme que la deuxieme proposition
est aussi vraie ('implication «Jean n'a pas gagné au loto = Jean n'a pas joue an
lotos est fausse).

3. La contraposée de 'équivalence 2r=06< =3 est r#£3 < 2r £ 6.

(est la raison principale pour laguelle on résout rarement des équations on le
symbole ‘=" est remplacé par le symbole ‘£’

Remarque

51 on contrapose la contraposée d'une implication, on retrouve cette implication.

Preuve du théoréme

On suppose que P = () est vrai. On doit montrer que non () = non P est vrai, done
encore supposer que non ¢J est vrai, afin de montrer que non F est vrai.

On remarque que si P était vrai, alors U'implication P = () nous permettrait d'athirmer
que ) serait vrai. ce qui est impossible (par le principe de non contradiction) car €) est
faux (puisque non ¢) est supposé vrai (par le principe du tiers exclu)).

Par conséquent, P n'est pas vrai, done non P est vral (principe du tiers exclu).

On vient done de montrer, grace aux principes de non-contradiction et du tiers exclu,
que :

(P = Q) — (11011 ) = non P)

En refaisant ce raisonnement en remplacant P par non () et () par non P, on a :

(nnn ) = non P) — (nnn (non P) = non (non Q}) — (P = Q) -



1.8. Trois méthodes pour démontrer des implications
Pour montrer que l'implication ci-dessous est vraie

B
on pent utiliser 'une des trois méthodes ci-dessous.

1. La premiere est la méthode directe : on suppose gque P est vral et on essaie de
démontrer que () est anssi vrai.

2. La deuxieme facon utilise la contraposée, c'est la preuve par contraposée © on montre
I'implication équivalente non () = non P de maniére directe. (est-a-dire que 'on
suppose que non () est vrai et on cherche a démontrer que non P est vrai.

3. La troisieme facon de faire, ¢'est de procéder par Uabsurde. Cela consiste A faire
comme si la conclusion ¢ était fausse et A essaver d'en dégager une contradiction
{¢'est-a-dire une proposition vraie et fansse en meme temps). Par le principe de non-
contradiction, cela signifie done qu'il ¥ a une erreur quelque part et, si la preuve
est bien ficelée, que cette erreur ne peut étre que le fait que @ est faux. Ainsi, )
doit done etre vrai (si () satisfait le prineipe du tiers exclu).

Voici un exemple d'une preuve par ['absurde ;
Montrons qu'il n'existe pas de nombre réel x tel que % = —1.

Par 'absurde, on suppose que la conclusion est fausse, c'est-a-dire qu'il

existe un nombre réel r tel que 2 = —1. Or, grace & la régle des signes,
on sait que x° = 0. Ainsi. ona -1 =z* = 0.

On a une contradiction : =1 = ().

Done, il n'existe pas de nombre réel r tel que 22 = —1.

1.9. Contre-exemples

Pour montrer que implication P = () est fausse, il faut un confre-ezemple, o'est-a-dire
un cas particulier pour lequel P est vrai et ¢} est faux.

Exemple
On a: @
r est un nombre pair == 3 est un nombre pair
En effet, x = 2 fournit un contre-exemple, car 2 est un nombre pair et que % = 1 n'est

pas un nombre pair. Iel. le nombre 2 est un contre-exemple.

Attention

(On ne démontre pas une implication i Uaide d'un exemple.

En effet, = est un nombre pair # £ est un nombre pair. Pourtant. si on essaye avec

r =4, alors 3 = Ei = 2 est bien un nombre pair.



