Chapitre 1

Les principes de base de la logique

En mathématique, une expression bien formée ou proposition est une expression qui a du
sens et qui peut étre vraie ou fausse.

1.1 Le principe de non-contradiction

La logique (et donc les mathématiques) est basée sur le principe de non-contradiction.
Ce principe dit qu'une expression bien formée ne peut pas étre vraic et fausse a la fois.

1.2 Le principe du tiers exclu

Le principe du tiers exclu stipule que si une expression bien formée n’est pas vraie, alors
elle est fausse (ou que si elle n’est pas fausse, alors clle est vraie).

Ce principe est vrai pour la plupart des expressions bien formées, bien qu’il y ait des
expressions qui ne vérifient pas le principe du tiers exclu (voir I'énigme du cyclope ci-
dessous). Ces expressions trés particuliéres se prononcent, en général, sur leur propre
valeur de vérité. Dans la suite du cours, on admettra que nos propositions vont satisfaire
ce principe.

L’énigme du cyclope

Vous voila enfermé dans une caverne en compagnie d'un cyclope qui veut votre mort.

I1 vous donne néanmoins un choix : soit vous dites une proposition vraic et vous screz

bouilli ; soit vous dites une proposition fausse et vous screz roti.
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1.3 Les implications

Lorsqu’on a deux expressions bien formées P et @), on &crit

[p= @]

pour dire que P'expression P implique 'expression Q. Dans ce cas, I’ est 'hypothése et
@ est la conclusion.

Il y a différentes fagons de lire P = @- On peut dire :

Si P, alors Si la proposition P est vraie, alors la proposition @) est vraie
) : ) prop

Q8 F La proposition () est vraie si la proposition I est vraic

P sculement si Q | La proposition P est vraie seulement si la proposition @ est vraie

Lorsque Pexpression P n’implique pas 'expression @), on note P # (). C’est le cas lorsque
(Q est fausse quand P est vraie.

Remarques importantes

1.

En mathématiques, on n’écrit jamais d’expressions bien formées fausses (sauf si on
s’est trompé en toute bonne foi).

En mathématiques, lorsqu’on dit qu’une proposition (ou implication) est vraie, cela
signifie qu’elle est TOUJOURS vraie (I'expression «l’exception qui confirme la régle»
n’a pas sa place en mathématiques). Ainsi une proposition (ou implication) est
fausse lorsqu’elle n’est pas toujours vraie.

Exemples d’implications

Jean a gagné au loto = Jean a joué au loto.

Onlit: a) Le fait que Jean a gagné au loto implique le fait qu’il a joué¢ au loto.
b) Si Jean a gagné au loto, alors il a joué¢ au loto.
¢) Jean a joué au loto, §’il a gagné.
d) Jean a gagné au loto seulement s’il a joué.

Cette implication est vraie, car on ne peut pas gagner sans jouer.

.22 =6 —2:}- P

Cette implication est vraie, car si le double d’'un nombre z vaut 6, alors le nombre
r est égal 4 3 (on divise chaque c6té de Pégalité par 2).

Si un enseignant vous dit : «Les cancres s’asseyent au fond de la classew, il pense
que ;
Un éléve est un cancre — Il s’assied au fond de la classe

Non seulement cela ne signifie pas qu’il y a des cancres dans la classe, mais surtout
cela ne signifie en aucun cas que tous les éléves du fond de la classe sont des cancres.
Ainsi, I'enseignant n’a pas affirmé que : «Ceux qui s’asseyent au fond de la classe
sont des cancresy. D’ailleurs, méme cel, enseignant sera d’accord de penser que :

Un éléve s’assied au fond de la classe =& C’est un cancre



1.4 La réciproque d’une implication

La réciproque d’'une implication P = @ est 'implication P <= ).
Lorsque la réciproque n’est pas vraie, on trace I'implication : I” 4= Q).

Exemples Regardons les réciproques des deux premiers exemples précédents.

1. Jean a gagné au loto <%= Jean a joué au loto.

En effet, il y a au moins une personne qui joue au loto et qui ne gagne pas.

2. 22 =6 <= 7 =23
En effet, si un nombre x vaut 3, alors son double vaut 6 (on multiplic chaque c6té
de P'égalité par 2).

Moralité

La valeur de vérité de la réciproque d’une implication est indépendante de celle de 'im-
plication.

En effet, la premiére implication de I’exemple est vraie, alors que sa réciproque est fausse.
Tandis que la deuxiéme implication de 'exemple est vraie et que sa réciproque est vraie.

1.5 Les équivalences
Lorsqu’on a deux expressions bien formées P et @ telles que P = Q) et P < @), on écrit :
P =0

et on dit que la proposition PP est éguivalente @ la proposition ().

Lorsque la proposition P n’est pas équivalente & la propostion @), on note P 44 ). Clest
le cas lorsque P % Q ou P 4= Q.

Au licu de dire que P est équivalent a (), on peut aussi dire que

P si et seulement si ()

Exemples d’équivalence

1. Georges est le frére de Sophie si et seulement si Sophie est la sccur de Georges.
Il est évident que «Georges est le frére de Sophie» et «Sophie est la sceur de Georges»
sont, des propositions synonymes.

2. Jean a gagné aun loto <& Jean a joué au loto.
Fn effet, Vimphication ‘<" est fausse, done 'équivalence est fausse (malgré le fait
que ‘=’ est vraie).

3. 20 =6 < zr=3.

En effet, les deux implications ‘<=’ et ‘=" sont vraies.



1.6 Le contraire d’une expression bien formée

Si P est une proposition, alors sa proposition contraire est notée non P, =P ou ~P.

Par exemple

Si P est la proposition «Il pleuty, alors non P est la proposition «Il ne pleut pas» (et
non pas «Il fait beau», car il peut aussi neiger, gréler, etc.).
Remarques

1. Le principe de non-contradiction affirme que P et non P ne peuvent pas étre vraies
en méme temps. De méme, elles ne peuvent pas étre fausses en méme temps.

2. Le principe du tiers exclu permet d’affirmer que :

P est vraile <= non P ecst fausse
P est fausse <= non P est vraie

On voit I'importance du principe du tiers exclu, car les contraires des phrases de
I’énigme du cyclope, qui ne sont ni vraies, ni fausses, sont des phrases vraies.

1.7 La contraposée
La contraposée d’une implication P = () est 'implication non ¢) = non P.

Théoréme

La contraposée d’une implication [ est une implication qui a la méme valeur de vérité
que Pimplication I.

P=¢ < non@=nonP ']
N b -~ " ; (*)

implication I contraposée de 'implication [

Interprétations

1. Le sens ‘=" de (%) signific que

Si 'implication P = () est vraie, alors sa contraposée non () = non P est vraic.

2. Le sens ‘<= de (%) signifie que
Si la contraposée non () = non f? est vraie, alors I'implication /7 = () est vraic.

3. La contraposée du sens ‘=" de (%) signifie que

Si la contraposée non () = non P est fausse, alors U'implication P = Q est fausse.
4. La contraposée du sens <" de (%) siguifie que
Si I'implication P = () est fausse, alors sa contraposée non ) = non P est fausse.
Moralité

Quelque soit la valeur de vérité d’une implication, sa contraposée a exactement la méme
valeur de vérité et inversement.



Exemples

1. La contraposée de I'implication

Jean a gagné au loto == Jean a joué au loto

est
Jean n’a pas joué au loto = Jean n’a pas gagné au loto

Comme la premiére implication est vraie, le théoréme affirme que la deuxiéme
implication est aussi vraie.

. La contraposée de la proposition

Jean a joué au loto = Jean a gagné au loto

est
Jean n’a pas gagné au loto == Jean n’a pas joué au loto

Comme la premiére proposition est vraie (I'implication «Jean a joué au loto = Jean
a gagné au loto» est fausse), le théoréme affirme que la deuxiéme proposition est
aussi vraie ('implication «Jean n’a pas gagné au loto = Jean n’a pas joué au loto»
est fausse). -

. La contraposée de 'équivalence 2z =6 < =3 est 2 # 3 < 22 #6.

C’est la raison principale pour laquelle on résout rarement des équations ou le
symbole ‘=’ est remplacé par le symbole ‘#£’.

Remarque

Si on contrapose la contraposée d’une implication, on retrouve cette implication.

Preuve du théoréme

‘—=" On suppose que P = @ est vraic. On doit montrer que non ¢ = non /” est vraie,

done encore supposer que non (Q est vraie, afin de montrer que non P cst vraie.

On remarque que si P était vraie, alors implication P = () nous permettrait
d’affirmer que ( serait vraie, ce qui est impossible (principe de non contradiction)
car () est fausse (puisque non @ est supposé vraie (principe du tiers exclu)).

Par conséquent, PP n’est pas vraie, donc non P est vraie (principe du tiers exclu).

On vient donc de montrer, grice aux principes de non-contradiction et du tiers
exclu, que :

(I’ = Q) = (tmn (2 = non P)

" En refaisant le raisonnement ‘=" en remplacant P par non () et () par non P,

On a .

(Imn ¢} = non P) = (rmn (non P) = non (non Q)) = (P = Q) =



1.8 Trois méthodes pour démontrer des implications
Pour montrer que l'implication ci-dessous est vraie

P=Q
on peut utiliser I'une des trois méthodes ci-dessous.

1. La premicre est la méthode directe : on suppose que P est vraie et on essaic de
démontrer que () est aussi vraic.

2. La deuxiéme facon utilisc la contraposée, c’est la preuve par contraposée : on montre
Pimplication équivalente non = non P de maniére directe. C’est-a-dire que I'on
suppose que non ( est vraic ct on cherche & démontrer que non I’ est vraie.

3. La troisime facon de faire, c’est de procéder par l'absurde. Cela consiste a faire
comme si la conclusion @ était fausse et a essayer d’en dégager une contradiction
(c’est-a-dire une proposition vraie et fausse en méme temps). Par le principe de non-
contradiction, cela signifie done qu’il y a une erreur quelque part et, si la preuve
est bien ficelée, que cette erreur ne peul étre que le fait que @ est fausse. Ainsi, @
doit donc étre vraie (si ) satisfait le principe du tiers exclu).

Voici un exemple d'une preuve par l’absurde :
Montrons qu’il n’existe pas de nombre réel z tel que 22 = —1.

Par I'absurde, on suppose que la conclusion est fausse, ¢’est-a-dire qu’il
existe un nombre réel z tel que 2> = —1. Or, grace a la rogle des signes,
on sait que 22 > 0. Ainsi, ona —1 =22 > 0.

On a une contradiction : —1 = 0.

Dong, il n’existe pas de nombre réel z tel que 2% = —1.

1.9 Contre-exemples

Pour montrer que 'implication P” = @) est fausse, il faut un contre-exemple, c’est-a-dire
un cas particulier pour lequel P est vraie et () est fausse.

Exemple

On a:
r est un nombre pair == = esl. un nombre pair

-

En effet, = 2 fournit un contre-exemple, car 2 est un nombre pair et que i = 1 n'est
pas un nombre pair. Ici, le nombre 2 est un contre-exemple.

Attention
On ne démontre pas une implication a I'aide d'un exemple.

En effet, = est un nombre pair 7> & est un nombre pair. Pourtant, si on essaye avec

=4, alors £ = % = 2 est bien un nombre pair.



1.10 La découverte des nombres irrationnels

A la fin du VI® siécle, les mathématiciens grecs, membres de ’école pythagoricienne,
pensaient que deux grandeurs a et b étaient toujours commensurables, ¢’est-a-dire qu’il
existait un nombre réel u (u comme unité) et deux nombres entiers m et n tels que

a=mu et b=nu, donc que § est une fraction (car § = T = 7).

Is furent troublés de découvrir qu’ils avaient tort en étudiant un objel pourtant trés
simple, la diagonale du carré de c¢6té 1, qui se trouve aussi étre I'hypoténuse du triangle
rectangle isocéle dont les cathétes sont de longueur 1.

] V2 : car v2 =12 + 12
' | (par le théoréme de Pythagore)
1
En effet, il se trouve que 1 et /2 sont incommensurables, car ? = /2 n'est pas une

fraction. Puisque, pour les grecs, 'existence de tels nombres dépassait la raison, ces
nombres furent appelés irrationnels.

Théoréme

Le nombre v/2 est un nombre irrationnel, ¢’est-a-dire V2 ¢ Q.

Precuve
On note M, I’ensemble des nombres qui sont des multiples de 2.
1. Ingrédient : Soit n € Z. Si n? € My, alors n € M.
Il est équivalent de montrer la ConLraposéc : sin & M,, alors n? ¢ Ms.
Si n n’est pas un multiple de 2, alors n s’écrit n =2k + 1 avec k € Z. On a
€z
. o e e,
n? = 4k* + 4k + 1 = 2(2k* + 2k) + 1

2

Ainsi, n* n’est pas un multiple de 2.

2. La preuve par ’absurde.

Par Pabsurde, on suppose que v2 € Q. Donc /2 = faveca, b€ Zetbh#D0.
On peut encore supposer que § est irréductible.

On a ainsi : -

2
a a 2 op2]
5 = E}T —— !12=2h2'|:*]
Ainsi, on constate que a® € My. Par l'ingrédient, on sait que a € M.

Par conséquent a = 2k avec k € Z. En substituant ce résultat dans I'équation (¥),
on obticnt
(kP =20 =% 4 =01 =% P =2F

Ainsi, on constate que b” € M,. Par I'ingrédient, on sait que b € M,.

Par conséquent, la fraction est réductible par 2. é contradiction avec
Pirréductibilité de .

Donc /2 est un nombre irrationnel.



